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Resumo

Esta dissertação investiga a estabilidade de sistemas dinâmicos sujeitos
a incertezas, regidos por Equações Diferenciais Estocásticas (EDEs), com
foco na dinâmica da trajetória de satélites modelada pela equação de Sagi-
row. Para isso, revisamos noções de estabilidade determińıstica (Lyapunov,
assintótica, exponencial) e estocástica (em probabilidade, em p-ésimo mo-
mento e exponencial em média). No núcleo teórico, empregamos o método
de Lyapunov estocástico para deduzir condições suficientes de estabilidade
da solução trivial do modelo. Ademais, realizamos um estudo numérico sis-
temático com Euler–Maruyama, Milstein e suas versões Tamed, avaliando
quais métodos são capazes de reproduzir a estabilidade teórica . A com-
paração teoria–simulação delimita fronteiras práticas de estabilidade e evi-
dencia quando métodos clássicos falham por explosão, apontando as vanta-
gens das variantes Tamed. Os resultados contribuem com critérios verificáveis
de estabilidade para a equação de Sagirow e com diretrizes numéricas para
simulação confiável de EDEs.



Abstract

This dissertation investigates the stability of dynamical systems subject
to uncertainties, governed by Stochastic Differential Equations (SDEs), focu-
sing on the trajectory dynamics of satellites modeled by the Sagirow equation.
With that purpose, we review notions of deterministic stability (Lyapunov,
asymptotic, exponential) and stochastic stability (probability, p-th moment,
and average exponential). In the theoretical core, we employ the stochas-
tic Lyapunov method to deduce sufficient stability conditions for the trivial
solution of the model. Furthermore, we conduct a systematic numerical
study with Euler–Maruyama, Milstein, and their Tamed versions, evaluating
which methods are capable of reproducing theoretical stability. The theory-
simulation comparison delimits practical stability boundaries and highlights
when classical methods fail by explosion, pointing out the advantages of
Tamed variants. The results contribute verifiable stability criteria for the
Sagirow equation and numerical guidelines for reliable simulation of SDEs.
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1 Introdução

A modelagem matemática por equações diferenciais é uma das linguagens
fundamentais da ciência e da engenharia. Por meio delas descrevemos como
grandezas f́ısicas evoluem no tempo e no espaço, traduzindo prinćıpios de
conservação, leis de força e restrições geométricas em relações matemáticas.
É assim que conseguimos representar fenômenos tão distintos quanto a de-
caimento radioativo, o movimento de um pêndulo ou mesmo variações popu-
lacionais de espécies interagindo entre si (Viana; Espinar, 2021, p. 1). Essa
capacidade de converter leis f́ısicas em equações diferenciais determińısticas
apresenta duas consequências diretas:

1. possibilita prever o comportamento futuro de um sistema a partir de
condições iniciais

2. permite analisar propriedades estruturais do modelo, como conservação
de energia, pontos de equiĺıbrio, periodicidade, regimes assintóticos e,
sobretudo, condições de estabilidade.

Entretanto, esse quadro determińıstico é, por construção, uma idealização
(Gard, 1988, p. 35). Em aplicações reais, parâmetros medidos estão sujei-
tos a imprecisões, como erros, atrasos e incertezas de sensores, pequenas
oscilações de densidade e temperatura do meio. Além disso, quase sempre
há efeitos que não foram inclúıdos no modelo base prezando pela simplici-
dade. Por exemplo, em sistemas aeroespaciais, podem ocorrer durante o voo
perturbações devido a rajadas, turbulência ou variação de propriedades ae-
rodinâmicas. Em sistemas mecânicos, folgas e atritos não modelados podem
atuar como rúıdos aleatórios. Em sistemas elétricos, a fonte de potencial pode
estar sujeita a rúıdo ambiental (Gard, 1988, p. 64 - 65). Assim, um modelo
puramente determińıstico descreve o comportamento geral da dinâmica, mas
não captura toda a variabilidade observada em dados experimentais.

É justamente nesse ponto que entram os processos estocásticos. De forma
resumida, um processo estocástico é uma famı́lia de variáveis aleatórias in-
dexadas no tempo, ou seja, para cada instante, existe uma variável aleatória
representando o estado do sistema. Dessa forma, conseguimos modelar in-
certezas que evoluem no tempo, em uma abordagem mais realista do que
assumir um erro inicial, que pode, ou não, afetar drasticamente os resul-
tados. Entre os processos mais utilizados há o movimento browniano (ou
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processo de Wiener), que aparece tanto como modelo de rúıdo de senso-
res quanto como limite de somas de perturbações pequenas e rápidas. O
movimento browniano foi primeiro descrito por Robert Brown, como o movi-
mento de part́ıculas suspensas em um meio. A trajetória de um movimento
browniano é altamente irregular, e pode ser representada como uma soma in-
finita de pequenos movimentos. Tais movimentos seriam o chamado ”rúıdo
branco”(trata-se da derivada formal do movimento browniano) uma idea-
lização de uma excitação muito rápida, de média zero, sem ”memória”e de
variância finita.

De maneira simplificada, quando combinamos equações diferenciais com
processos estocásticos, obtemos as equações diferenciais estocásticas (EDEs).
Uma EDE nos fornece um sistema que evolui segundo uma tendência deter-
mińıstica, mas que é afetada por um rúıdo aleatório. Esse rúıdo pode se
apresentar de duas formas principais: um rúıdo independente, cuja ordem
de grandeza do termo aleatório independe do tamanho do estado - isso se
aplica bem em rúıdo de leitura de sensor ou uma força externa pequena e
quase constante; ou um rúıdo dependente, cujo estado do sistema afeta dire-
tamente o crescimento do termo aleatório, quanto maior a velocidade, maior
a oscilação, o que é t́ıpico em modelos de turbulência e em problemas em que
o meio reage de forma proporcional ao estado.

Há várias situações em que é melhor ou até necessário usar uma mode-
lagem estocástica no lugar de uma determińıstica (Gard, 1988, p. 35 e p.
158):

1. Excitações do meio: quando o sistema é afetado por um ambi-
ente com flutuações de pequena escala (densidade do ar, temperatura,
pressão), é mais vantajoso modelar isso como rúıdo do que tentar es-
crever uma EDO com vários termos.

2. Incerteza de parâmetros: pequena variação de parâmetros impor-
tantes para a modelagem, durante a evolução do sistema. Como em
voo de satélites, coeficientes aerodinâmicos ou forças de arrasto podem
oscilar ao longo da órbita, em estruturas flex́ıveis, a rigidez pode va-
riar levemente. Modelar esses efeitos como rúıdo torna o modelo mais
realista.

3. Risco e confiabilidade: muitas vezes além da trajetória, podemos
querer a probabilidade de escapar de uma região, o tempo médio até um
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evento ou a variância de uma população modelada. Essas informações
são intŕınsecas à modelagem estocástica.

Dentro desse contexto, o tema central desta dissertação é o estudo de esta-
bilidade. Em sistemas determińısticos, estabilidade de uma solução significa,
simplificadamente, que trajetórias que começam perto dessa solução perma-
necem perto ou até convergem para ela (Mao, 2011, p. 107). Dependendo
do das exigências, obtemos diferentes noções: estabilidade, estabilidade as-
sintótica e estabilidade exponencial.

Nos modelos estocásticos, as noções de estabilidade se modificam, já que
a trajetória se torna aleatória. De acordo com a necessidade da análise a
ser realizada, se pode necessitar uma trajetória perto da solução com alta
probabilidade (estabilidade em probabilidade), ou que o momento de ordem
p do erro decaia exponencialmente (estabilidade exponencial em p-ésimo mo-
mento). Essas noções não coincidem em geral, e um sistema pode ser estável
em probabilidade mas não em momento, ou vice-versa. Portanto, também é
importante saber as condições para passar de uma para outra.

Para estudar estabilidade de EDEs, assim como em EDOs, é posśıvel
testar as condições na própria solução, porém nem sempre é posśıvel ou
simples encontrar uma solução anaĺıtica. Assim, uma ferramenta poderosa
é o método de Lyapunov (Mao, 2011, p. 108). Para EDEs, escolhe-se uma
função energia V (x, t), positiva definida, e se estuda o sinal de

LV (x, t) = Vt + Vxf + 1
2
tr
(
g⊤Vxxg

)
.

Condições aplicadas a LV nos darão estabilidade em probabilidade, estabi-
lidade assintótica ou mesmo exponencial em momento. A ideia é que se a
energia do sistema diminuir, então a trajetória se manterá limitada ou mesmo
convergir. A vantagem é que não precisamos saber a solução da EDE, ape-
nas de boas estimativas de f e g. A desvantagem é que nem sempre existe
uma função V simples e, mesmo existindo, encontrá-la pode ser muito com-
plexo, contraintuitivo ou mesmo exigir apoio computacional. Em modelos
mecânicos, uma escolha natural é a energia mecânica, já em modelos mistos,
com rúıdo multiplicativo atuando tanto sobre o estado quanto sobre sua de-
rivada, muitas vezes são necessárias funções de Lyapunov quadráticas e não
autônomas.

Outra limitação é que, em modelos complexos mais próximos de sistemas
reais, os termos deixam de ser globalmente Lipschitz, condição importante
para existência e unicidade e convergência de métodos numéricos, e passam a
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ter crescimento superlinear (Hutzenthaler, M.; Jentzen, A.; Pardalos, P. M.,
2009, p.1613). Por isso esta dissertação também discute métodos numéricos
espećıficos para EDEs. Para EDEs com coeficientes suaves e crescimento
moderado, os métodos de Euler–Maruyama e Milstein são os mais usados:
o primeiro é simples e tem ordem forte 1/2, o segundo é mais acurado, com
ordem forte 1 (em 1D ou rúıdo comutativo). Entretanto, quando o drift
cresce rápido, esses métodos podem produzir soluções numéricas que explo-
dem mesmo com passos de tempo pequenos. Para contornar isso surgiram as
variantes Tamed-Euler e Tamed-Milstein, que visam domar o drift dividindo-
o por um fator que cresce com ele mesmo. Isso preserva a estrutura básica dos
métodos, e ainda ajuda a controlar a posśıvel explosão. Métodos numéricos
não servem apenas para ilustrar os resultados, eles fazem parte da análise.
Por meio deles que conseguimos verificar se as caracteŕısticas obtidas anali-
ticamente aparecem nas trajetórias simuladas e sob quais condições.

Todo esse arcabouço teórico será aplicado a um problema concreto de
dinâmica de satélites, por meio da chamada equação de Sagirow. Equação
derivada no estudo da influência de uma rápida variação na densidade at-
mosférica na trajetória de um satélite em órbita circular (Mao, 2011, p. 133).

ÿ(t) + β
(
1 + α Ḃt

)
ẏ(t) +

(
1 + α Ḃt

)
y(t) − γ sin

(
2y(t)

)
= 0,

em que Bt é o movimento browniano (de modo que Ḃt representa rúıdo
branco), α > 0 representa a intensidade da variação, β > 0 e γ > 0 são
constantes positivas.

Nesse modelo, o rúıdo entra de forma dependente, o que torna a análise
menos trivial. E temos um parâmetro f́ısico claro, α, que controla a incerteza
que estamos injetando, o que permite estudar como a estabilidade diminui
com o aumento do rúıdo, mesmo que o sistema determińıstico correspondente
seja estável.

O objetivo espećıfico da dissertação será, primeiro, estabelecer condições
de estabilidade para a equação de Sagirow acima, utilizando o método de Lya-
punov. A ideia é identificar regiões no espaço de parâmetros (α, β, γ) em que
a solução trivial y(t) ≡ 0 permaneça estável. Segundo, vamos testar numeri-
camente esses resultados teóricos, comparando: os métodos clássicos (Euler-
Maruyama e Milstein), que são a base da literatura numérica em EDEs; e
as suas versões Tamed, que são mais recentes e adequadas a não linearida-
des fortes. A comparação será feita observando se os métodos conseguem
ou não reproduzir, para passos de tempo realistas, as regiões de estabilidade
previstas analiticamente.
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Iniciaremos com uma revisão de equações diferenciais determińısticas,
enfatizando noções de estabilidade, funções de Lyapunov para estudar es-
tabilidade. Passaremos então a processos estocásticos e à formulação de
EDEs, introduzindo as noções de estabilidade estocástica e o operador gera-
dor. Em seguida, apresentaremos a equação de Sagirow e estudaremos sua
estabilidade. E, por fim, realizaremos experimentos numéricos comparando
métodos clássicos e modernos na simulação da dinâmica. Dessa forma, o tra-
balho pretende conectar o modelo f́ısico, a teoria de estabilidade e a prática
de simulação.
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2 Referencial teórico

2.1 Notação

q.c. : quase certamente.

tr(M): traço da matriz M.

C2,1(D×R+;R): famı́lia de funções V (x, t) : D×R+ → R que são duas
vezes continuamente diferenciaveis em x ∈ D e uma vez para t ∈ R+.

Lp([a, b];Rd): famı́lia de processos {f(t)}a≤t≤b,Ft-adaptados com valo-

res em Rd, tais que
∫ b

a
|f(t)|pdt < ∞ q.c.

Lp(R+;Rd): famı́lia de processos {f(t)}t≥0 tais que para todo T > 0,
{f(t)}0≤t≤T ∈ Lp([0, T ];Rd).

Mp([a, b];Rd): famı́lia de processos {f(t)}a≤t≤b em Lp([a, b];Rd) tais

que E[
∫ b

a
|f(t)|pdt] < ∞.

2.2 EDOs

Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) são a base da modelagem dinâmica
determińıstica. Elas descrevem como um estado x(t) evolui no tempo, per-
mitindo caracterizar equiĺıbrios, órbitas periódicas, invariantes e regimes as-
sintóticos. Em engenharia e f́ısica, o estudo de estabilidade indica a taxa
com a qual perturbações iniciais crescem ou decaem, informação crucial para
garantir desempenho e segurança em sistemas reais (Viana; Espinar, 2021,
p. 1).

Nesta parte, revisamos existência e unicidade de soluções, estabilidade e o
método de Lyapunov. Esses conceitos determińısticos servirão de referência
para o cenário estocástico, no qual o rúıdo altera tanto a dinâmica quanto
as noções de estabilidade.

Primeiro vamos revisar a estabilidade em Equações Diferenciais Ordinárias,
para depois tratarmos de Equações Diferenciais Estocásticas e enfim com-
pará-las. Para isso, seja a equação diferencial ordinária d-dimensional

ẋ(t) = f(x(t), t) em t > t0. (I)
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Assuma que, para todo valor inicial x(t0) = x0 ∈ Rd, existe solução global
única x(t; t0, x0). Assuma também que

f(0, t) = 0 para todo t > t0,

de modo que x(t) ≡ 0 é solução para o valor inicial x(t0) = 0, chamada de
solução trivial.

2.2.1 Estabilidade

Em estabilidade, a pergunta central é: se começarmos perto de uma solução
(aqui, a trivial), as trajetórias permanecem próximas ao longo do tempo?
E, mais que isso, convergem para a solução de referência? As noções abaixo
formalizam “quão perto” e “com que velocidade”. Isto é, dada uma solução
de uma EDO, queremos ver o quanto podemos modificar as condições inicias
dessa solução de tal forma que as soluções modificadas se mantenham perto o
suficiente da solução original em tempo infinito. As variações de estabilidade
nos darão limites diferentes de modificações das condições iniciais, assim
como definições diferentes do que seria ”perto o suficiente”da original (Mao,
2011, p. 107).

A solução trivial é estável se, para todo ϵ > 0, existe δ = δ(ϵ, t0) > 0 tal
que

∥x(t; t0, x0)∥ < ϵ para todo t ≥ t0,

sempre que ∥x0∥ < δ (Mao, 2011, p. 107).
Exemplo 1.

Considere ẋ = − x

1 + t2
. A solução é

x(t) = x0 exp
(
arctan(t0)− arctan(t)

)
,

que permanece pequena se x0 é pequeno, mas o decaimento é lento: arctan(t) →
π/2. Há estabilidade (trajetórias não explodem), porém sem garantia de taxa
exponencial.

2.2.2 Estabilidade Assintótica

A solução trivial é assintoticamente estável se for estável e existir δ0 =
δ0(t0) > 0 tal que

lim
t→∞

x(t; t0, x0) = 0
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sempre que ∥x0∥ < δ0 (Mao, 2011, p. 108).
Exemplo 2.

Em ẋ = −x3, a solução é

x(t) =
x0√

1 + 2x2
0 (t− t0)

,

portanto x(t) → 0 com taxa polinomial (∼ t−1/2), não exponencial.

2.2.3 Estabilidade Exponencial

A solução trivial é exponencialmente estável se for assintoticamente estável
e existirem δ0 = δ0(t0) > 0, C > 0, c > 0 tais que

∥x(t; t0, x0)∥ ≤ C e−c (t−t0) ∥x(t0; t0, x0)∥ para todo t ≥ t0,

sempre que ∥x0∥ < δ0 (Viana; Espinar, 2021, p. 219 - 220).
Exemplo 3.

Para ẋ = −ax com a > 0, x(t) = x0e
−a(t−t0). Tomando C = 1 e c = a,

obtemos decaimento exponencial.

2.2.4 Função de Lyapunov

Caso seja posśıvel encontrar uma solução anaĺıtica, é fácil e rápido de checar
a estabilidade de uma equação, usando as condições acima. Porém, existem
muitos casos nos quais uma solução anaĺıtica não é posśıvel, logo é de interesse
um método que não precise da solução para determinar a estabilidade de uma
equação. O método de Lyapunov permite concluir estabilidade a partir de
uma função energia V que decresce ao longo das trajetórias (Mao, 2011, p.
108).

Seja K a famı́lia de funções cont́ınuas não descrescentes µ : R+ → R+ tal
que µ(0) = 0 e µ(r) > 0 se r > 0. Para h > 0, seja Sh = {x ∈ Rd : ∥x∥ < h}.
Além disso:

(i) V (x, t) é positiva definida em Sh × [t0,∞) se V (0, t) ≡ 0 e existe
µ1 ∈ K tal que

V (x, t) ≥ µ1(∥x∥) ∀(x, t) ∈ Sh × [t0,∞).

Uma função V é negativa definida se −V é positiva definida.
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(ii) V (x, t) é decrescente se existe µ2 ∈ K tal que

V (x, t) ≤ µ2(∥x∥) ∀(x, t) ∈ Sh × [t0,∞).

(iii) V (x, t) é radialmente ilimitada (ou propriamente coerciva) se

lim
∥x∥→∞

inf
t≥t0

V (x, t) = ∞.

(Mao, 2011, p. 108)

2.2.5 Estabilidade por Função de Lyapunov

Seja C1,1(Sh × [t0,∞);R+) a famı́lia das funções cont́ınuas V (x, t) : Sh ×
[t0,∞) → R+ com derivadas parciais de primeira ordem cont́ınuas em relação
a todos os componentes de x e t. Seja x(t) uma solção da equação (I) e
V (x, t) ∈ C1,1(Sh × (t0,∞);R+). Então v(t) = V (x(t), t) representa uma
função de t com derivada (Mao, 2011, p. 108; Viana; Espinar, 2021, p. 228)

v̇(t) = Vt(x(t), t) + Vx(x(t), t)f(x(t), t)

=
∂V

∂t
(x(t), t) +

d∑
i=1

∂V

∂xi

(x(t), t)fi(x(t), t).

Se existir:
(i) função positiva definida V (x(t), t) ∈ C1,1(Sh × [t0,∞);R+).
(ii) V̇ (x(t), t) é não positiva.
Então V (x(t), t) é chamada de Função de Lyapunov. Além disso, se

V̇ (x(t), t) for negativa definida, trata-se de uma Função de Lyapunov Estrita.
Agora, conseguimos definir estabilidade por Lyapunov (Mao, 2011, p. 109;
Viana; Espinar, 2021, p. 231):

(i) Se existir Função de Lyapunov V (x(t), t) para x(t0) = 0, então a solução
trivial é estável.

(ii) Se a condição acima for cumprida e além disso, V for uma Função de
Lyapunov Estrita, então a solução trivial é assintóticamente estável.

(iii) Por fim, se houver constantes a, b, c > 0 e p ≥ 1 tais que

a ∥x∥p ≤ V (x, t) ≤ b ∥x∥p, V̇ (x, t) ≤ −c ∥x∥p,

para todo x, temos estabilidade exponencial.
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Exemplo 4.
Para ẋ = −ax (a > 0), tome V (x) = 1

2
x2. Então V̇ = x(−ax) = −ax2 =

−2a V . Dáı: exponencial global.
Exemplo 5.

Seja ẋ = Ax, A =

[
−2 1
−1 −1

]
. Escolha P ≻ 0 como solução de A⊤P +PA =

−I e defina V (x) = x⊤Px. Então

V̇ = x⊤(A⊤P + PA)x = −x⊤x = −∥x∥2,

o que implica estabilidade exponencial global. Este exemplo ilustra o critério
de Lyapunov para sistemas lineares.

2.3 Fórmula de Itô

A Fórmula de Itô é a regra da cadeia do cálculo estocástico. Dado um pro-
cesso de Itô X(t) e uma função suave V , a fórmula fornece o diferencial de
V (X(t), t), revelando um termo de segunda ordem que surge da variação
quadrática do browniano (Mao, 2011, p. 31; Gard, 1988, p. 81). Vamos
rever o processo e a Fórmula de Itô para os casos unidimensionais e multidi-
mensionais.

2.3.1 Processo de Itô Unidimensional

Seja {Bt}t≥0 ummovimento Browniano unidimensional definido em um espaço
de probabilidade completo (Ω,F ,P), adaptado à filtração {Ft}t≥0. Um pro-
cesso de Itô unidimensional é um processo x(t), t ≥ 0, cont́ınuo e adaptado,
que pode ser escrito como

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(x(s), s) ds +

∫ t

0

g(x(s), s) dBs,

onde f ∈ L1(R+;R) e g ∈ L2(R+;R). Em notação diferencial,

dx(t) = f(x(t), t) dt + g(x(t), t) dBt.

(Mao, 2011, p. 31)
Obs:

(dBt)
2 = dt, dBt dt = 0, (dt)2 = 0.
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2.3.2 Fórmula de Itô Unidimensional

Seja x(t) um processo de Itô com

dx(t) = f(x(t), t) dt+ g(x(t), t) dBt,

e seja V ∈ C2,1(R× R+;R). Então V (x(t), t) é um processo de Itô e

dV (x(t), t) =
[
Vt(x(t), t) + Vx(x(t), t) f(x(t), t) +

1
2
Vxx(x(t), t) g

2(x(t), t)
]
dt

+ Vx(x(t), t) g(x(t), t) dBt q.c.

Na forma integral, para 0 ≤ s ≤ t,

V (x(t), t)− V (x(s), s) =

∫ t

s

[
Vt + Vxf + 1

2
Vxxg

2
]
(x(u), u) du+

∫ t

s

Vx(x(u), u) g(x(u), u) dBu.

(Mao, 2011, p. 32)
Exemplo 1.

Se dx = f dt+ g dBt e V (x) = 1
2
x2, então

d
(
1
2
x2
)
= x dx+ 1

2
(dx)2 = xf dt+ xg dBt +

1
2
g2 dt =

(
xf + 1

2
g2
)
dt+ xg dBt.

Exemplo 2.
Para dx = −θx dt+ σ dBt (θ, σ > 0) e V (x) = x2,

d(x2) =
(
− 2θx2 + σ2

)
dt+ 2σx dBt ⇒ d

dt
E[x2] = −2θE[x2] + σ2,

logo E[x2(t)] → σ2/(2θ).
Exemplo 3.

Para dX = µX dt+ σX dBt e V (x) = ln x (em x > 0),

d(lnX) =
(
µ− 1

2
σ2
)
dt+ σ dBt,

e, integrando: X(t) = X(0) exp
(
(µ− 1

2
σ2)t+ σBt

)
.

2.3.3 Processo de Itô Multidimensional

Seja B(t) = (B1(t), . . . , Bm(t))
⊤, t ≥ 0, um Browniano m-dimensional (com

componentes independentes), adaptado à filtração {Ft}. Um processo de Itô
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d-dimensional é um processo x(t) = (x1(t), . . . , xd(t))
⊤ que pode ser escrito

como

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(x(s), s) ds+

∫ t

0

g(x(s), s) dB(s),

com f = (f1, . . . , fd)
⊤ ∈ L1(R+;Rd) e g = (gij)d×m ∈ L2(R+;Rd×m). Em

diferencial,
dx(t) = f(x(t), t) dt+ g(x(t), t) dB(t).

(Mao, 2011, p. 36)

Obs:
Para i, j ∈ {1, . . . ,m}:

dBi(t) dBj(t) = δij dt, dBi(t) dt = 0, (dt)2 = 0.

2.3.4 Fórmula de Itô Multidimensional

Se x(t) satisfaz

dx = f dt+ g dBeV ∈ C2,1(Rd × R+;R)

então

dV (x(t), t) =
[
Vt(x(t), t) + Vx(x(t), t)f(x(t), t) +

1
2
tr
(
g(x(t), t)⊤Vxx(x(t), t)g(x(t), t)

)]
dt

+ Vx(x(t), t)g(x(t), t) dB(t) q.c.

(Mao, 2011, p. 36).
Exemplo 4.

Considere o sistema bidimensional com rúıdos independentes{
dx1 = a1 x1 dt+ σ1 dB1(t),

dx2 = a2 x2 dt+ σ2 dB2(t),
B1 ⊥ B2,

e tome V (x) = x2
1 + x2

2. Então ∇V = (2x1, 2x2)
⊤ e ∇2V = 2I. Pela fórmula

de Itô,

dV =
(
2a1x

2
1 + 2a2x

2
2 + σ2

1 + σ2
2

)
dt + 2σ1x1 dB1(t) + 2σ2x2 dB2(t).

Tomando esperança (os termos em dBi têm média zero),

d

dt
E[x2

1 + x2
2] = 2a1 E[x2

1] + 2a2 E[x2
2] + σ2

1 + σ2
2,
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o que mostra, de forma direta, como drift e difusão contribuem para a energia
média.

Exemplo 5.
Se dx = f(x, t) dt+ g(x, t) dB e V (x, t) = eαt ϕ(x), então

dV = eαt
[
αϕ(x) +∇ϕ(x)⊤f + 1

2
tr
(
gg⊤∇2ϕ(x)

)]
dt + eαt ∇ϕ(x)⊤g dB,

útil para testar decaimentos/estabilidade “ponderados” no tempo.

2.4 EDEs

Equações Diferenciais Estocásticas (EDEs) estendem EDOs ao incorporar
rúıdo:

dX(t) = f(X(t), t) dt + g(X(t), t) dB(t).

De forma simplificada, f representa a tendência média, enquanto g dB é a
agitação aleatória. Essa combinação descreve cenários com um comporta-
mento “central“ determińıstico e algum tipo de rúıdo que pode ser indepen-
dente do estado, aditivo, ou que varia de intensidade dependendo do estado,
multiplicativo.

Aqui revisamos a definição de EDEs e hipóteses de existência e unicidade.

2.4.1 Equações Diferenciais Estocásticas

Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade completo, com filtração {Ft}t≥0

cont́ınua a direita, e seja B(t) = (B1(t), . . . , Bm(t))
⊤ um movimento Brow-

niano m–dimensional adaptado a {Ft}. Considere x0 : Ω → Rd uma v.a.
Ft0–mensurável, com E ∥x0∥2 < ∞. Sejam f : Rd × [t0, T ] → Rd e g :
Rd× [t0, T ] → Rd×m mensuráveis de Borel. A equação diferencial estocástica
(EDE) é

dx(t) = f(x(t), t) dt+ g(x(t), t) dB(t), t0 ≤ t ≤ T, x(t0) = x0.

Ela é equivalente, q.c., à equação integral estocástica ‘
Dizemos que um processo {x(t)}t0≤t≤T é solução se:

(i) {x(t)} é cont́ınuo e Ft–adaptado;

(ii) {f(x(t), t)} ∈ L1([t0, T ];Rd) e {g(x(t), t)} ∈ L2([t0, T ];Rd×m);
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(iii) a igualdade integral acima vale para todo t ∈ [t0, T ], com probabilidade
1.

A unicidade da solução significa que, se x̄(t) é outra solução com o mesmo
Browniano e o mesmo x0, então

P
{
x(t) = x̄(t) para todo t ∈ [t0, T ]

}
= 1.

(Mao, 2011, p. 48)

2.4.2 Existência e Unicidade em EDEs

Considere a EDE d–dimensional

dx(t) = f(x(t), t) dt+ g(x(t), t) dB(t) em t ≥ t0. (II)

Suponha que valem:

(i) Lipchitz. Existe K tal que, para todo t ∈ [t0, T ] e x, y ∈ Rd,

max
(
∥f(x, t)− f(y, t)∥2, ∥g(x, t)− g(y, t)∥2

)
≤ K ∥x− y∥2.

(ii) Crescimento linear. Existe K̄ > 0 tal que, para todo (x, t) ∈ Rd × [t0, T ],

max
(
∥f(x, t)∥2, ∥g(x, t)∥2

)
≤ K̄

(
1 + ∥x∥2

)
,

Então existe solução única global x(t) para (II) e x ∈ M2([t0, T ];Rd) (isto
é, x é cont́ınuo, adaptado e E

[
supt0≤t≤T∥x(t)∥2

]
< ∞) (Mao, 2011, p. 51).

A condição (i) garante existência/unicidade local, a (ii) evita explosões em
tempo finito.

Exemplo 1.
Considere

dx(t) = Ax(t) dt+GdB(t), A ∈ Rd×d, G ∈ Rd×m.

Temos f(x, t) = Ax e g(x, t) = G. São Lipchitz globais e x⊤f(x, t) +
1
2
∥g(x, t)∥2F = x⊤Ax + 1

2
∥G∥2F ≤ K(1 + ∥x∥2) para algum K. Logo, (II)

possui solução única global.
Exemplo 2.

No caso escalar (d = 1),

dx(t) =
(
a x(t)− x3(t)

)
dt+ σ dB(t), a, σ ∈ R.
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Aqui f(x) = ax− x3 e g(x) = σ. f e g são localmente Lipchitz; além disso,

x f(x) + 1
2
g2 =

(
a+ 1

2
σ2
)
x2 − x4 ≤ K (1 + x2),

pois o termo −x4 é não positivo. Portanto, pelas hipóteses (i)–(ii), existe
solução forte global para todo t ≥ t0.

2.5 Estabilidade em EDEs

No contexto estocástico, a presença de rúıdo altera os conceitos determińısticos
de estabilidade que vimos. Podemos exigir que a solução permaneça próxima
com alta probabilidade, que momentos do erro decaiam, ou que haja decai-
mento exponencial em média quadrática. Essas noções não são equivalentes
e devem ser escolhidas conforme a aplicação (Mao, 2011, p. 107).

Nesta parte, apresentamos definições, o gerador L, e enunciamos teoremas
de estabilidade.

2.5.1 Estabilidade em Probabilidade

A solução trivial da equação (II) é estável em probabilidade se, para todo
par ϵ ∈ (0, 1) e r > 0, existe δ = δ(ϵ, r, t0) > 0 tal que, sempre que |x0| < δ,

P( |x(t; t0, x0)| < r para todo t ≥ t0 ) ≥ 1− ϵ.

(Mao, 2011, p. 110) Isso significa que, começando suficientemente perto da
origem, a probabilidade de a trajetória nunca sair de uma bola de raio r ao
redor de 0 pode ser tornada tão próxima de 1 quanto quisermos.

Nota. Para que x ≡ 0 seja, de fato, uma solução (o “equiĺıbrio trivial”),
assumiremos f(0, t) = 0 e g(0, t) = 0 para todo t ≥ t0.

2.5.2 Estabilidade Assintótica

A solução trivial de (II) é estocasticamente assintoticamente estável se
for estável em probabilidade e, para cada ϵ ∈ (0, 1), existir δ0 = δ0(ϵ, t0) > 0
tal que, sempre que |x0| < δ0,

P
(
lim
t→∞

x(t; t0, x0) = 0
)

≥ 1− ϵ

(Mao, 2011, p. 111). Além de permanecer próxima, a trajetória converge à
origem com alta probabilidade quando partimos suficientemente perto.
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2.5.3 Estabilidade em Momento

Fixe p > 0. Dizemos que a solução trivial é exponencialmente estável
em p–ésimo momento se existirem constantes positivas λ e C tais que

E |x(t; t0, x0)|p ≤ C |x0|p e−λ(t−t0) (t ≥ t0),

para todo x0 ∈ Rd (Mao, 2011, p. 127).

2.5.4 Operador Diferencial

Sob as hipóteses de existência e unicidade para (II), e assumindo f(0, t) =
g(0, t) = 0 para todo t ≥ t0, definimos o operador

L =
∂

∂t
+

d∑
i=1

fi(x, t)
∂

∂xi

+
1

2

d∑
i,j=1

[
g(x, t)g⊤(x, t)

]
ij

∂2

∂xi ∂xj

.

Para V ∈ C2,1(Sh × R+;R+), escrevemos

LV (x, t) = Vt(x, t) + Vx(x, t) f(x, t) + 1
2
tr
(
g⊤(x, t)Vxx(x, t) g(x, t)

)
.

Pela Fórmula de Itô, enquanto x(t) ∈ Sh,

dV (x(t), t) = LV (x(t), t) dt + Vx(x(t), t) g(x(t), t) dB(t).

Esse operador será essencial para os teoremas de estabilidade que veremos
abaixo (Mao, 2011, p. 110).

2.5.5 Teorema (Estabilidade em Probabilidade via Lyapunov)

Se existir V (x, t) ∈ C2,1(Sh × [t0,∞);R+), positiva definida, tal que

LV (x, t) ≤ 0 em Sh × [t0,∞),

então a solução trivial é estável em probabilidade (em Sh) (Mao, 2011,
p. 111).

2.5.6 Teorema (Estabilidade Assintótica via Lyapunov)

Se existe função positiva definida decrescente V (x, t) ∈ C2,1(Sh× [t0,∞);R+)
tal que LV (x, t) seja negativa definida, então a solução trivial da equação (II)
é estocasticamente assintoticamente estável (Mao, 2011, p. 112).

24



2.5.7 Teorema (Estabilidade Exponencial em Momento via Lya-
punov)

Suponha que exista V (x, t) ∈ C2,1(Rd×[t0,∞);R+) e constantes c1, c2, c3 > 0
tais que, para algum p > 0,

c1 |x|p ≤ V (x, t) ≤ c2 |x|p, LV (x, t) ≤ − c3 V (x, t), ∀(x, t).

Então, para todo x0 ∈ Rd,

E |x(t; t0, x0)|p ≤ c2
c1

|x0|p e− c3 (t−t0) (t ≥ t0).

Logo, a solução trivial é exponencialmente estável em p–ésimo mo-
mento (Mao, 2011, p. 130).

Exemplo 1.
Considere

dx(t) = −a x(t) dt+ σ x(t) dB(t), a > 0, σ ≥ 0.

Tome V (x) = x2 (p = 2). Temos Vx = 2x, Vxx = 2, f(x) = −ax, g(x) = σx e

LV (x) = 2x(−ax) + 1
2
(2) (σx)2 = (−2a+ σ2)x2.

Se σ2 < 2a, então LV ≤ −c3V com c3 = 2a− σ2 > 0 e, pelo teorema,

Ex(t)2 ≤ Ex2
0 e

−(2a−σ2)(t−t0).

Logo, a origem é estável exponencialmente em média quadrática.
Exemplo 2.

dx(t) =
(
− αx(t)− x3(t)

)
dt+ σ x(t) dB(t), α > 0.

Para V (x) = x2,

LV (x) = −2αx2 − 2x4 + σ2x2 = −2x4 − (2α− σ2)x2.

Se σ2 < 2α, então LV ≤ −(2α − σ2)x2 ≤ −c V , o que dá estabilidade
exponencial em média quadrática.
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2.6 Métodos Numéricos para EDEs

Como soluções anaĺıticas raramente estão dispońıveis, métodos numéricos são
indispensáveis para simular resultados e validar previsões teóricas. Veremos
a definição de convergência, a diferença entre convergência forte e fraca, e as
ordens de convergência dos métodos em questão.

Também veremos variantes Tamed dos métodos de Euler–Maruyama e
Milstein, que domam o crescimento do drift para evitar explosões, sem sacri-
ficar a ordem de convergência.

A ideia dos métodos que veremos é aproximar a EDE

dX(t) = f(X(t)) dt+ g(X(t)) dB(t), t ∈ [0, T ],

por um esquema em tempo discreto sobre 0 = τ0 < τ1 < · · · < τN = T , com
passo ∆t = T/N , gerando incrementos Brownianos

∆Bn := B(τn+1)−B(τn) ∼ N (0,∆t), independentes.

A qualidade da simulação depende (i) do método escolhido, (ii) do passo ∆t
e (iii) da regularidade/crescimento de f e g.

2.6.1 Convergência de métodos numéricos

Antes de escolher um método, precisamos de critérios para julgar sua qua-
lidade. Primeiro vamos definir o que é conevrgência para equações não es-
tocásticas e sua ordem, e depois teremos as definições de convergência forte
e fraca, que se aplicam a EDEs.

Seja Yn o n-ésimo passo da simulação de X(τn). Yn é convergente, se

lim
∆t→∞

Yn = X(τn)

para todo τn ∈ [0, T ] (Süli, 2022, p. 29).

2.6.2 Convergência forte.

Uma forma de analisarmos a convergência de métodos em EDEs é por meio
da taxa de decaimento da ”média dos erros”, que é a chamada ordem con-
vergência forte. Um método tem ordem forte γ > 0 se existe C tal que

E∥X(τn)− Yn∥ ≤ C∆tγ.

P ‌ara todo τn ∈ [0, T ] e ∆t suficientemente pequeno (Higham, 2001, p. 534).
Aproxima bem cada caminho amostral.
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2.6.3 Convergência fraca.

Agora vamos analisar a taxa de decaimento do ”erro das médias”. Um
método tem ordem fraca γ > 0 se, para uma classe de funções p,∣∣E p(X(τn)− E p(Yn)

∣∣ ≤ C∆tγ.

P ‌ara todo τn ∈ [0, T ] e ∆t suficientemente pequeno (Higham, 2001, p. 537).

Ordens t́ıpicas.

Esquema Ordem forte Ordem fraca
Euler–Maruyama 1/2 1
Milstein 1 1
Tamed–Euler 1/2 1
Tamed–Milstein 1 1

2.6.4 Métodos clássicos e variantes tamed

Euler–Maruyama. Dado Y0 = X(0), para n = 0, . . . , N − 1:

Yn+1 = Yn + f(Yn)∆t+ g(Yn)∆Bn, ∆Bn ∼ N (0,∆t).

(Higham, 2001, p. 532)

Milstein.

Yn+1 = Yn + f(Yn)∆t+ g(Yn)∆Bn +
1
2
g(Yn) g

′(Yn)
(
(∆Bn)

2 −∆t
)
.

(Higham, 2001, p. 539)

Tamed–Euler.

Yn+1 = Yn +
f(Yn)∆t

1 + ∆t ∥f(Yn)∥
+ g(Yn)∆Bn.

(Hutzenthaler, M.; Jentzen, A.; Pardalos, P. M., 2009, p.1614)

Tamed–Milstein.

Yn+1 = Yn +
f(Yn)∆t

1 + ∆t ∥f(Yn)∥
+ g(Yn)∆Bn +

1
2
g(Yn) g

′(Yn)
(
(∆Bn)

2 −∆t
)
.

(Wang, X.; Gan, S., 2013, p. 3)
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3 Equação de Sagirow

3.1 Introdução

A equação que estaremos estudando é uma equação derivada por Sagirow.
A equação é do estudo da influência de flutuações rápidas na densidade at-
mosférica da terra no movimento de satélites em uma órbita circular. A
equação é

ÿ(t) + β(1 + αḂ(t))ẏ(t) + (1 + αḂ(t))y(t)− γ sin(2y(t)) = 0 (III)

onde Ḃ(t) é um rúıdo branco escalar, α é uma constante representando a
intensidade do distúrbio, e β, γ são duas constantes positivas (Mao, 2011, p.
133).

3.2 Estabilidade por Lyapunov

Fazendo x = (x1, x2)
T = (y, ẏ)T , temos a equação de segundo grau:

{
dx1(t) = x2(t)dt

dx2(t) = [γ sin(2x1(t))− x1(t)− βx2(t)]dt− α[βx2(t) + x1(t)]dB(t)

Para a função de Lyapunov, vamos usar a forma quadrática para a parte
linear e integrar a parte não linear:

V (x, t) = ax2
1 + bx1x2 + x2

2 + c

∫ x1

0

sin(2y)dy = ax2
1 + bx1x2 + x2

2 + c sin2(x1)

Aplicando o operador diferencial:

LV (x, t) = −(b− α2)x2
1 + bγx1 sin(2x1)− (2β − b− α2β2)x2

2

+(2a− bβ − 2 + 2α2β)x1x2 + (c+ 2γ)x2 sin(2x1)

Se limitarmos 2a− bβ − 2 + 2α2β = 0 e c+ 2γ = 0, teremos:

V (x, t) =
1

2
(bβ + 2− 2α2β)x2

1 + bx1x2 + x2
2 − 2γ sin2(x1)

e
LV (x, t) = −(b− α2)x2

1 + bγx1 sin(2x1)− (2β − b− α2β2)x2
2

28



Além disso, note que

V (x, t) ≥ 1

2
(bβ + 2− 2α2β − 4γ)x2

1 + bx1x2 + x2
2

e
LV (x, t) ≤ −(b− α2 − 2bγ)x2

1 − (2β − b− α2β2)x2
2

Logo, se 2(bβ + 2 − 2α2β − 4γ) ≥ b2, então V (x, t) ≥ ϵ|x|2 para algum
ϵ > 0. E LV (x, t) ≤ −ϵ̄|x|2 para algum ϵ̄ > 0 se b − α2 − 2bγ > 0 e
2β − b− α2β2 > 0, isso é

2γ < 1 e
α2

1− 2γ
< b < 2β − α2β2

Portanto, caso γ < 1
2
e

max{ α2

1− 2γ
, β −

√
β2 + 4− 8γ − 4α2β}

< min{2β − α2β2, β +
√

β2 + 4− 8γ − 4α2β}

então, pelo teorema 2.5.7, a equação (III) é exponencialmente estável em
segundo momento ou média quadrada (Mao, 2011, p. 133 - 134).

4 Simulações

4.1 Resultados dos Métodos Clássicos

Os métodos de Euler–Maruyama e de Milstein, em sua forma clássica, exigem
que as funções de drift e de difusão satisfaçam uma condição de Lipschitz
global para que se obtenham resultados teóricos de convergência. No caso
da equação (III), tal hipótese não é válida, de modo que não era razoável
esperar boa convergência desses esquemas.

Para efeito de comparação numérica, foram considerados os parâmetros
α = 0,01, β = 0,01 e γ = 0,25, no intervalo de simulação [0, 10000], com passo
temporal ∆t = 0,1 e condição inicial (x1(0), x2(0)) = (y(0), ẏ(0)) = (0, 1).
Nessas condições, simulamos 100 trajetórias para y(t):
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Figura 1: Simulações de y(t) pelos métodos de Euler–Maruyama (esq.) e
Milstein (dir.) na forma clássica.

4.2 Resultados dos Métodos Adaptados

Por outro lado, as versões adaptadas (ou truncadas) dos métodos de Euler e
de Milstein apresentaram desempenho superior. Isso era esperado, uma vez
que esses esquemas foram especificamente concebidos para lidar com EDEs
cujas funções de drift e de difusão não são globalmente Lipschitz.

Foram utilizados os mesmos parâmetros das simulações anteriores, isto é,
α = 0,01, β = 0,01, γ = 0,25, intervalo [0, 10000], passo ∆t = 0,1 e condição
inicial (y(0), ẏ(0)) = (0, 1). Nessas condições, simulamos 100 trajetórias para
y(t):

Figura 2: Simulações de y(t) pelos métodos de Euler adaptado (esq.) e
Milstein adaptado (dir.).
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4.3 Variação de Parâmetros dos Métodos Clássicos

Aqui, estamos com os parâmetros α e β bem próximos da origem, e perto do
limite para garantir a estabilidade anaĺıtica provada anteriormente. Agora
vamos variar α e β para (0.05, 0.05), (0.1, 0.1), (0.1, 0.05), (0.05, 0.1) e γ para
1
40
:

Figura 3: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.05, γ = 1
4
.

Figura 4: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.1, β = 0.1, γ = 1
4
.
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Figura 5: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.1, β = 0.05, γ = 1
4
.

Figura 6: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1
4
.

Abaixo temos a região de estabilidade, e vemos que as únicas simulações
acima que apresentaram estabilidade, com convergência para a origem, foram
as mais distantes da fronteira, ao passo que as simulações da Figura 4, que
também estão longe da fronteira, apresentaram uma explosão consideravel-
mente menor que as demais.
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Figura 7: Região de estabilidade para γ = 1
4
, onde α é o eixo x e β o eixo y.

Vamos mostrar aqui também a mesma variação de parâmetros, agora
considerando γ = 1

40
. Simulações considerando γ = 1

8
também foram feitas,

porém os resultados foram muito semelhantes aos vistos acima.

Figura 8: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.05, γ = 1
40
.
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Figura 9: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.1, β = 0.1, γ = 1
40
.

Figura 10: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.1, β = 0.05, γ = 1
40
.

Figura 11: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1
40
.
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Abaixo temos a região de estabilidade, e embora as Figuras 8, 9 e 10
apresentem comportamentos semelhantes aos vistos para γ = 1

4
, as últimas

simulações não apresentam a mesma estabilidade que vimos antes.

Figura 12: Região de estabilidade para γ = 1
40
, onde α é o eixo x e β o eixo

y.

Observa-se que os métodos clássicos apresentam comportamento numérico
menos estável.

4.4 Variação de Parâmetros dos Métodos Adaptados

Assim como fizemos com os métodos clássicos, vamos variar α e β para
(0.05, 0.05), (0.1, 0.1), (0.1, 0.05), (0.05, 0.1) e γ para 1

40
:

Figura 13: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.05, γ = 1
4
.
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Figura 14: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.1, β = 0.1, γ = 1
4
.

Figura 15: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.1, β = 0.05, γ = 1
4
.

Figura 16: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1
4
.
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E agora, veremos com γ = 1
40
:

Figura 17: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.05, γ = 1
40
.

Figura 18: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.1, β = 0.1, γ = 1
40
.
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Figura 19: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.1, β = 0.05, γ = 1
40
.

Figura 20: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1
40
.

Como podemos ver, os métodos tamed conseguem reproduzir a estabili-
dade em mais casos que os métodos clássicos, e dentre eles o método de Euler
adaptado apresenta melhores resultados que o método de Milstein adaptado,
mantendo-se limitado em casos como das Figuras 13 e 17 enquanto o método
de Milstein explode e convergindo nas Figuras 14, 16, 18 e 20. Sabemos que,
no caso clássico, o método de Euler–Maruyama possui ordem de convergência
forte 1/2, enquanto o método de Milstein atinge ordem 1. Contudo, a região
de estabilidade dos métodos do tipo θ-Maruyama é, em geral, mais ampla do
que a dos métodos θ-Milstein (Buckwar, E.; Sickenberger, T., 2012, p. 27 -
28).
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4.5 Variação timestep

Vamos analisar agora o impacto do ∆t na estabilidade, para tal usaremos os
parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1

4
, onde todas as simulações apresentaram

convergência, como visto nas Figuras 6 e 16.

Figura 21: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1
4
e

∆t = 0.2.
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Figura 22: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1
4
e

∆t = 0.125.

Figura 23: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1
4
e

∆t = 0.01.

Como podemos ver, a diminuição do timestep para 0.01 acelera a con-
vergência de todos os métodos, que já convergiam com 0.1. Ao passo que
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para 0.2 e 0.125 todos os métodos, exceto Euler adaptado, explodem, en-
quanto Euler adaptado apresenta convergência apenas no caso 0.125. Ten-
tamos realizar simulações com ∆t = 0.25, porém a explosão acontece an-
tes mesmo que o gráfico possa ser feito, com erro de overflow numérico.
Abaixo vemos também, os efeitos de um timestep menor para o caso de
α = 0.05, β = 0.1, γ = 1

40
, onde os métodos clássicos e Milstein adaptado ex-

plodiam, conseguimos um resultado de convergência em todos os 4 métodos.

Figura 24: Simulações de y(t) com parâmetros α = 0.05, β = 0.1, γ = 1
40

e
∆t = 0.01.
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5 Conclusão

Este trabalho investigou condições de estabilidade para sistemas dinâmicos
afetados por rúıdos aleatórios, focando no modelo de Sagirow. Partimos de
uma revisão de EDOs e das principais noções de estabilidade determińıstica.
Em seguida, estabelecemos o ferramental do cálculo estocástico e formali-
zamos as EDEs, com hipóteses de existência e unicidade. Nesse contexto,
apresentamos definições de estabilidade estocástica e teoremas ,via funções
de Lyapunov, para obter diferentes tipos de estabilidade.

Aplicamos à equação de Sagirow, para demonstrar a estabilidade expo-
nencial em segundo momento da solução trivial. As desigualdades obtidas
fornecem regiões de estabilidade em termos de (α, β, γ), úteis para simulações.

No plano computacional, executamos simulações comparando métodos
clássicos (Euler–Maruyama e Milstein) e variantes tamed. Observamos que,
em problemas com crescimento superlinear, métodos clássicos podem apre-
sentar instabilidades numéricas mesmo para passos pequenos, enquanto as
variantes tamed mostraram maior robustez e melhor aderência qualitativa às
previsões teóricas de estabilidade. Isso reforça que em EDEs não globalmente
Lipschitz, a escolha do método de simulação é parte importante da análise
de estabilidade, e não apenas uma etapa ilustrativa.
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