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Resumo

Esta dissertagao investiga a estabilidade de sistemas dinamicos sujeitos
a incertezas, regidos por Equagoes Diferenciais Estocasticas (EDEs), com
foco na dinamica da trajetéria de satélites modelada pela equacao de Sagi-
row. Para isso, revisamos nogoes de estabilidade deterministica (Lyapunov,
assintotica, exponencial) e estocastica (em probabilidade, em p-ésimo mo-
mento e exponencial em média). No ntcleo tedrico, empregamos o método
de Lyapunov estocastico para deduzir condigoes suficientes de estabilidade
da solucao trivial do modelo. Ademais, realizamos um estudo numérico sis-
tematico com Euler—-Maruyama, Milstein e suas versoes Tamed, avaliando
quais métodos sao capazes de reproduzir a estabilidade tedrica . A com-
paracao teoria—simulacao delimita fronteiras praticas de estabilidade e evi-
dencia quando métodos classicos falham por explosao, apontando as vanta-
gens das variantes Tamed. Os resultados contribuem com critérios verificaveis
de estabilidade para a equagao de Sagirow e com diretrizes numéricas para
simulacao confidvel de EDEs.



Abstract

This dissertation investigates the stability of dynamical systems subject
to uncertainties, governed by Stochastic Differential Equations (SDEs), focu-
sing on the trajectory dynamics of satellites modeled by the Sagirow equation.
With that purpose, we review notions of deterministic stability (Lyapunov,
asymptotic, exponential) and stochastic stability (probability, p-th moment,
and average exponential). In the theoretical core, we employ the stochas-
tic Lyapunov method to deduce sufficient stability conditions for the trivial
solution of the model. Furthermore, we conduct a systematic numerical
study with Euler—Maruyama, Milstein, and their Tamed versions, evaluating
which methods are capable of reproducing theoretical stability. The theory-
simulation comparison delimits practical stability boundaries and highlights
when classical methods fail by explosion, pointing out the advantages of
Tamed variants. The results contribute verifiable stability criteria for the
Sagirow equation and numerical guidelines for reliable simulation of SDEs.
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1 Introducao

A modelagem matematica por equacoes diferenciais é uma das linguagens
fundamentais da ciéncia e da engenharia. Por meio delas descrevemos como
grandezas fisicas evoluem no tempo e no espaco, traduzindo principios de
conservacao, leis de forca e restrigoes geométricas em relagoes matematicas.
E assim que conseguimos representar fenomenos tao distintos quanto a de-
caimento radioativo, o movimento de um péndulo ou mesmo variacoes popu-
lacionais de espécies interagindo entre si (Viana; Espinar, 2021, p. 1). Essa
capacidade de converter leis fisicas em equacgoes diferenciais deterministicas
apresenta duas consequéncias diretas:

1. possibilita prever o comportamento futuro de um sistema a partir de
condicoes iniciais

2. permite analisar propriedades estruturais do modelo, como conservagao
de energia, pontos de equilibrio, periodicidade, regimes assintoticos e,
sobretudo, condi¢oes de estabilidade.

Entretanto, esse quadro deterministico €, por construcao, uma idealizagao
(Gard, 1988, p. 35). Em aplicagoes reais, parametros medidos estao sujei-
tos a imprecisoes, como erros, atrasos e incertezas de sensores, pequenas
oscilagoes de densidade e temperatura do meio. Além disso, quase sempre
hé efeitos que nao foram incluidos no modelo base prezando pela simplici-
dade. Por exemplo, em sistemas aeroespaciais, podem ocorrer durante o voo
perturbagoes devido a rajadas, turbuléncia ou variacao de propriedades ae-
rodinamicas. Em sistemas mecanicos, folgas e atritos nao modelados podem
atuar como ruidos aleatorios. Em sistemas elétricos, a fonte de potencial pode
estar sujeita a ruido ambiental (Gard, 1988, p. 64 - 65). Assim, um modelo
puramente deterministico descreve o comportamento geral da dinamica, mas
nao captura toda a variabilidade observada em dados experimentais.

E justamente nesse ponto que entram os processos estocasticos. De forma
resumida, um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatérias in-
dexadas no tempo, ou seja, para cada instante, existe uma varidvel aleatoria
representando o estado do sistema. Dessa forma, conseguimos modelar in-
certezas que evoluem no tempo, em uma abordagem mais realista do que
assumir um erro inicial, que pode, ou nao, afetar drasticamente os resul-
tados. Entre os processos mais utilizados hd o movimento browniano (ou



processo de Wiener), que aparece tanto como modelo de ruido de senso-
res quanto como limite de somas de perturbagoes pequenas e rapidas. O
movimento browniano foi primeiro descrito por Robert Brown, como o movi-
mento de particulas suspensas em um meio. A trajetéria de um movimento
browniano ¢ altamente irregular, e pode ser representada como uma soma in-
finita de pequenos movimentos. Tais movimentos seriam o chamado "ruido
branco” (trata-se da derivada formal do movimento browniano) uma idea-
lizagao de uma excitacao muito rapida, de média zero, sem "memoria”e de
variancia finita.

De maneira simplificada, quando combinamos equagoes diferenciais com
processos estocasticos, obtemos as equagoes diferenciais estocasticas (EDEs).
Uma EDE nos fornece um sistema que evolui segundo uma tendéncia deter-
ministica, mas que é afetada por um ruido aleatorio. Esse ruido pode se
apresentar de duas formas principais: um ruido independente, cuja ordem
de grandeza do termo aleatério independe do tamanho do estado - isso se
aplica bem em ruido de leitura de sensor ou uma forca externa pequena e
quase constante; ou um ruido dependente, cujo estado do sistema afeta dire-
tamente o crescimento do termo aleatério, quanto maior a velocidade, maior
a oscilacao, o que é tipico em modelos de turbuléncia e em problemas em que
o meio reage de forma proporcional ao estado.

H& varias situagoes em que é melhor ou até necessario usar uma mode-
lagem estocastica no lugar de uma deterministica (Gard, 1988, p. 35 e p.
158):

1. Excitagoes do meio: quando o sistema é afetado por um ambi-
ente com flutuagoes de pequena escala (densidade do ar, temperatura,
pressao), é mais vantajoso modelar isso como ruido do que tentar es-
crever uma EDO com vérios termos.

2. Incerteza de parametros: pequena variacao de parametros impor-
tantes para a modelagem, durante a evolugao do sistema. Como em
voo de satélites, coeficientes aerodinamicos ou forcas de arrasto podem
oscilar ao longo da orbita, em estruturas flexiveis, a rigidez pode va-
riar levemente. Modelar esses efeitos como ruido torna o modelo mais
realista.

3. Risco e confiabilidade: muitas vezes além da trajetéria, podemos
querer a probabilidade de escapar de uma regiao, o tempo médio até um
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evento ou a variancia de uma populagao modelada. Essas informacgoes
sao intrinsecas a modelagem estocastica.

Dentro desse contexto, o tema central desta dissertagao é o estudo de esta-
bilidade. Em sistemas deterministicos, estabilidade de uma solucao significa,
simplificadamente, que trajetérias que comecam perto dessa solucao perma-
necem perto ou até convergem para ela (Mao, 2011, p. 107). Dependendo
do das exigéncias, obtemos diferentes nogoes: estabilidade, estabilidade as-
sintotica e estabilidade exponencial.

Nos modelos estocasticos, as nogoes de estabilidade se modificam, ja que
a trajetdria se torna aleatéria. De acordo com a necessidade da analise a
ser realizada, se pode necessitar uma trajetéria perto da solucao com alta
probabilidade (estabilidade em probabilidade), ou que o0 momento de ordem
p do erro decaia exponencialmente (estabilidade exponencial em p-ésimo mo-
mento). Essas nog¢oes nao coincidem em geral, e um sistema pode ser estével
em probabilidade mas nao em momento, ou vice-versa. Portanto, também é
importante saber as condigoes para passar de uma para outra.

Para estudar estabilidade de EDEs, assim como em EDOs, é possivel
testar as condigoes na propria solugao, porém nem sempre é possivel ou
simples encontrar uma solucao analitica. Assim, uma ferramenta poderosa
é o0 método de Lyapunov (Mao, 2011, p. 108). Para EDEs, escolhe-se uma
fungao energia V(x,t), positiva definida, e se estuda o sinal de

LV (2,t) = Vi + Vo f + 3t1(9" Viug).

Condigoes aplicadas a LV nos darao estabilidade em probabilidade, estabi-
lidade assintética ou mesmo exponencial em momento. A ideia é que se a
energia do sistema diminuir, entao a trajetoria se manterd limitada ou mesmo
convergir. A vantagem é que nao precisamos saber a solucao da EDE, ape-
nas de boas estimativas de f e g. A desvantagem é que nem sempre existe
uma funcao V simples e, mesmo existindo, encontra-la pode ser muito com-
plexo, contraintuitivo ou mesmo exigir apoio computacional. Em modelos
mecanicos, uma escolha natural é a energia mecanica, ja em modelos mistos,
com ruido multiplicativo atuando tanto sobre o estado quanto sobre sua de-
rivada, muitas vezes sao necessarias fungoes de Lyapunov quadraticas e nao
autonomas.

Outra limitagao é que, em modelos complexos mais préximos de sistemas
reais, os termos deixam de ser globalmente Lipschitz, condicao importante
para existéncia e unicidade e convergéncia de métodos numéricos, e passam a
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ter crescimento superlinear (Hutzenthaler, M.; Jentzen, A.; Pardalos, P. M.,
2009, p.1613). Por isso esta dissertagao também discute métodos numéricos
especificos para EDEs. Para EDEs com coeficientes suaves e crescimento
moderado, os métodos de Euler-Maruyama e Milstein sao os mais usados:
o primeiro é simples e tem ordem forte 1/2, o segundo é mais acurado, com
ordem forte 1 (em 1D ou ruido comutativo). Entretanto, quando o drift
cresce rapido, esses métodos podem produzir solugdes numéricas que explo-
dem mesmo com passos de tempo pequenos. Para contornar isso surgiram as
variantes Tamed-Euler e Tamed-Milstein, que visam domar o drift dividindo-
o por um fator que cresce com ele mesmo. Isso preserva a estrutura basica dos
métodos, e ainda ajuda a controlar a possivel explosao. Métodos numéricos
nao servem apenas para ilustrar os resultados, eles fazem parte da andlise.
Por meio deles que conseguimos verificar se as caracteristicas obtidas anali-
ticamente aparecem nas trajetérias simuladas e sob quais condicoes.

Todo esse arcaboucgo tedrico sera aplicado a um problema concreto de
dinamica de satélites, por meio da chamada equacao de Sagirow. Equagao
derivada no estudo da influéncia de uma rapida variacao na densidade at-
mosférica na trajetéria de um satélite em érbita circular (Mao, 2011, p. 133).

gt) + B(1+aB)yt) + (1+aB)yt) — vsin(2y(t)) = 0,

em que B; é o movimento browniano (de modo que B, representa ruido
branco), a > 0 representa a intensidade da variagao, § > 0 e v > 0 sdo
constantes positivas.

Nesse modelo, o ruido entra de forma dependente, o que torna a analise
menos trivial. E temos um parametro fisico claro, «, que controla a incerteza
que estamos injetando, o que permite estudar como a estabilidade diminui
com o aumento do ruido, mesmo que o sistema deterministico correspondente
seja estavel.

O objetivo especifico da dissertacao serd, primeiro, estabelecer condigoes
de estabilidade para a equagao de Sagirow acima, utilizando o método de Lya-
punov. A ideia é identificar regides no espaco de parametros (o, (3,7) em que
a solugao trivial y(t) = 0 permanega estével. Segundo, vamos testar numeri-
camente esses resultados tedricos, comparando: os métodos classicos (Euler-
Maruyama e Milstein), que sdo a base da literatura numérica em EDEs; e
as suas versoes Tamed, que sao mais recentes e adequadas a nao linearida-
des fortes. A comparacao serd feita observando se os métodos conseguem
ou nao reproduzir, para passos de tempo realistas, as regioes de estabilidade
previstas analiticamente.
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Iniciaremos com uma revisao de equagoes diferenciais deterministicas,
enfatizando nocoes de estabilidade, funcoes de Lyapunov para estudar es-
tabilidade. Passaremos entao a processos estocasticos e a formulacao de
EDEs, introduzindo as nocoes de estabilidade estocéastica e o operador gera-
dor. Em seguida, apresentaremos a equagao de Sagirow e estudaremos sua
estabilidade. E, por fim, realizaremos experimentos numéricos comparando
métodos classicos e modernos na simulagao da dinamica. Dessa forma, o tra-
balho pretende conectar o modelo fisico, a teoria de estabilidade e a pratica
de simulacao.
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2 Referencial tedrico

2.1 Notacao

g.c. : quase certamente.
tr(M): trago da matriz M.

C*Y(D xR,;R): familia de fungoes V(z,t) : D xR, — R que sdo duas
vezes continuamente diferenciaveis em x € D e uma vez para t € R,.

LP([a, b]; RY): familia de processos {f(t)}a<t<p, Fi-adaptados com valo-
res em R?, tais que fab |f(t)[Pdt < 0o q.c.

LP(Ry;RY): familia de processos {f(t)}+>o tais que para todo T > 0,
{f(®)Yo<i<r € LP([0,T]; RY).

MP([a,b];RY): familia de processos {f(t)}a<i<p em LP([a,b]; R?) tais
que E[ )| f(t)["dt] < oo.

2.2 EDOs

Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) s@o a base da modelagem dindmica
deterministica. Elas descrevem como um estado z(t) evolui no tempo, per-
mitindo caracterizar equilibrios, 6rbitas peridédicas, invariantes e regimes as-
sintoticos. Em engenharia e fisica, o estudo de estabilidade indica a taxa
com a qual perturbacoes iniciais crescem ou decaem, informacao crucial para
garantir desempenho e seguranca em sistemas reais (Viana; Espinar, 2021,
p. 1).

Nesta parte, revisamos existéncia e unicidade de solugoes, estabilidade e o
método de Lyapunov. Esses conceitos deterministicos servirao de referéncia
para o cenario estocastico, no qual o ruido altera tanto a dinamica quanto
as nogoes de estabilidade.

Primeiro vamos revisar a estabilidade em Equacgoes Diferenciais Ordinérias,
para depois tratarmos de Equagoes Diferenciais Estocasticas e enfim com-
para-las. Para isso, seja a equacao diferencial ordinaria d-dimensional

(t) = f(x(t),t) em t > t. (I)

14



Assuma que, para todo valor inicial z(ty) = zo € R?, existe solucao global
unica x(t; to, x9). Assuma também que

f(0,t) =0 para todo t > t,

de modo que z(t) = 0 é solu¢ao para o valor inicial z(tg) = 0, chamada de
solucao trivial.

2.2.1 Estabilidade

Em estabilidade, a pergunta central é: se comegarmos perto de uma solucao
(aqui, a trivial), as trajetérias permanecem préximas ao longo do tempo?
E, mais que isso, convergem para a solucao de referéncia? As nocoes abaixo
formalizam “quao perto” e “com que velocidade”. Isto é, dada uma solucao
de uma EDO, queremos ver o quanto podemos modificar as condi¢oes inicias
dessa solucao de tal forma que as solugoes modificadas se mantenham perto o
suficiente da solucao original em tempo infinito. As variacoes de estabilidade
nos darao limites diferentes de modificacoes das condicoes iniciais, assim
como definigoes diferentes do que seria "perto o suficiente” da original (Mao,
2011, p. 107).

A solugao trivial é estavel se, para todo € > 0, existe § = d(e, tg) > 0 tal
que

|z (t; to, x0)|| < € para todo t > t,

sempre que ||zo|| < d (Mao, 2011, p. 107).

Exemplo 1.
Considere ©+ = ———. A solucao é

1+ ¢2
z(t) = zy exp(arctan(to) — arctan(t)),

que permanece pequena se g é pequeno, mas o decaimento é lento: arctan(t) —
7 /2. Hé estabilidade (trajetérias nao explodem), porém sem garantia de taxa
exponencial.

2.2.2 Estabilidade Assintotica

A solucao trivial é assintoticamente estavel se for estavel e existir §g =
do(to) > 0 tal que
lim z(t;to, z0) =0

t—o00
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sempre que ||zg|| < o (Mao, 2011, p. 108).
Exemplo 2.

Em & = —a2, a solucao é
V14222 (t —to)

z(t)
portanto z(¢) — 0 com taxa polinomial (~ t~/2), ndo exponencial.

2.2.3 Estabilidade Exponencial

A solucao trivial é exponencialmente estavel se for assintoticamente estavel
e existirem &g = dg(tg) > 0, C' > 0, ¢ > 0 tais que

|z (t; to, mo)|| < Ce W) ||a(to; to, x0)||  para todo t > to,

sempre que ||zo|| < dp (Viana; Espinar, 2021, p. 219 - 220).

Exemplo 3.
Para & = —ar com a > 0, z(t) = xoe” ). Tomando C' = 1 e ¢ = a,
obtemos decaimento exponencial.

2.2.4 Funcao de Lyapunov

Caso seja possivel encontrar uma solucao analitica, é facil e rapido de checar
a estabilidade de uma equacao, usando as condigoes acima. Porém, existem
muitos casos nos quais uma solucao analitica nao é possivel, logo é de interesse
um método que nao precise da solugao para determinar a estabilidade de uma
equagao. O método de Lyapunov permite concluir estabilidade a partir de
uma funcao energia V' que decresce ao longo das trajetérias (Mao, 2011, p.
108).

Seja K a familia de funcoes continuas nao descrescentes p : Rt — R* tal
que p(0) =0e pu(r) > 0ser > 0. Para h > 0, seja S, = {z € R?: ||z]| < h}.
Além disso:

(i) V(z,t) é positiva definida em Sj, X [ty,00) se V(0,¢) = 0 e existe
1 € K tal que

V(z,t) = m(lel) V(1) € S x [to,00).
Uma funcao V é negativa definida se —V é positiva definida.
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(ii) V(z,t) é decrescente se existe uy € K tal que
V(et) < pallzl) ¥(@t) € S x [to, 00).

(iii) V(z,t) é radialmente ilimitada (ou propriamente coerciva) se

lim inf V(z,t) = oc.

el =00 t2to

(Mao, 2011, p. 108)

2.2.5 Estabilidade por Funcao de Lyapunov

Seja CH1(S), x [tg,00); RT) a familia das fungoes continuas V(z,t) : Sy X
[tg, 00) — R com derivadas parciais de primeira ordem continuas em relagao
a todos os componentes de x e t. Seja x(t) uma sol¢do da equagao (I) e
V(z,t) € CH (S, x (to,00);RT). Entao v(t) = V(z(t),t) representa uma
funcao de t com derivada (Mao, 2011, p. 108; Viana; Espinar, 2021, p. 228)

U(t) - Vt(x(t)ﬂ t) + V:Jc(x<t)7 i)f(l’(t), t)

G\% ¢ oV
= 5 (@(®):t) +

(@(t), 1) fi(x(t), 1)

i1 85El
Se existir:
(i) fungao positiva definida V (z(t),t) € C'(Sy x [tg, 00); RT).
(ii) V (2(t),t) é ndo positiva.
Entao V(z(t),t) é chamada de Fungao de Lyapunov. Além disso, se
V(z(t),t) for negativa definida, trata-se de uma Funcéo de Lyapunov Estrita.

Agora, conseguimos definir estabilidade por Lyapunov (Mao, 2011, p. 109;
Viana; Espinar, 2021, p. 231):

(i) Se existir Fungao de Lyapunov V' (z(t), t) para z(ty) = 0, entao a solu¢ao
trivial ¢ estavel.

(ii) Se a condi¢@o acima for cumprida e além disso, V' for uma Fungao de
Lyapunov Estrita, entao a solucao trivial é assintéticamente estavel.
(iii) Por fim, se houver constantes a,b,c > 0 e p > 1 tais que

allzlP < Viz,t) < bz, V(e,t) < —cfzf”,

para todo z, temos estabilidade exponencial.
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Exemplo 4.

Para & = —az (a > 0), tome V(z) = 122, Entio V = z(—az) = —az? =
—2a V. Dal: exponencial global.

Exemplo 5.
Seja © = Az, A = {:i _11} . Escolha P > 0 como solucao de ATP + PA =

—1I e defina V(z) = 2" Pz. Entao
V=z(ATP4+PAz=—z"z=—|z|?

o que implica estabilidade exponencial global. Este exemplo ilustra o critério
de Lyapunov para sistemas lineares.

2.3 Formula de Ito

A Foérmula de It é a regra da cadeia do calculo estocastico. Dado um pro-
cesso de Itd6 X (f) e uma fungao suave V', a férmula fornece o diferencial de
V(X(t),t), revelando um termo de segunda ordem que surge da varia¢ao
quadrética do browniano (Mao, 2011, p. 31; Gard, 1988, p. 81). Vamos
rever o processo e a Formula de 1to para os casos unidimensionais e multidi-
mensionais.

2.3.1 Processo de Ito Unidimensional

Seja { B; }+>0 um movimento Browniano unidimensional definido em um espago
de probabilidade completo (2, F,P), adaptado a filtracdo {F;}+>0. Um pro-
cesso de It6 unidimensional é um processo x(t), t > 0, continuo e adaptado,
que pode ser escrito como

x(t) = x x(s),s)ds x(s), s) dBs,

) = 20) + [ sl s)ds + [ atals) 9

onde f € L}(R;R) e g € L2(R,;R). Em notagao diferencial,
dx(t) = f(z(t),t)dt + g(x(t),t)dB;.

(Mao, 2011, p. 31)
Obs:
(dB;)*> =dt,  dB;dt=0, (dt)* = 0.
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2.3.2 Foérmula de Ito Unidimensional

Seja x(t) um processo de It6 com
da(t) = f(x(t),t) dt + g(x(t),t) dBi,

eseja V € C*(R x Ry;R). Entao V(x(t),t) é um processo de Ito e

AV(@(t).1) = |Vi((),t) + Val((t), 1) F@(t). 1) + § Vaula(t). 1) *(a(t), 1)|
+ Vala(t),0) g(a(t), 1) dB;  qec.

Na forma integral, para 0 < s < t,

V(z(t),t) = V(z(s),s) = / [Vt + Vof + Voo | (z(u), u) du + /Vx(x(u), u) g(x(u), u) dB,.

(Mao, 2011, p. 32)
Exemplo 1.

Se dx = fdt+ gdB; e V(z) = 222, entdo

d(32%) =wde+ 3(dz)? = af dt + xgdB, + 1g° dt = (zf + 3g°) dt + xg dB,.

Exemplo 2.
Para dv = —0x dt + o dB; (0,0 > 0) e V(z) = 2?,

d(]jz) — ( — 202 + 02) dt +20xdB; = %E[$Z] — —90 E[xz] + 02,

logo E[z%(t)] — 02/(20).
Exemplo 3.
Para dX = pX dt +0cX dB; e V(z) =Inz (em x > 0),
d(In X) = (u . %02) dt + o dB;,

e, integrando: X () = X (0)exp((pn — 0%t + 0 By).

2.3.3 Processo de Ito Multidimensional

Seja B(t) = (Bi(t),...,Bn(t))", t > 0, um Browniano m-dimensional (com
componentes independentes), adaptado a filtracao {F;}. Um processo de It6
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d-dimensional é um processo x(t) = (z1(t),...,74(t))" que pode ser escrito

como
/f @+/9 B(s).
0
com f = (fi,....fa)7 € LYRGRY e g = (gi)axm € L2(R;RZ™). Em
diferencial,

dxz(t) = f(x(t),t) dt + g(x(t),t) dB(t).
(Mao, 2011, p. 36)

Obs:
Parai,j € {1l,...,m}:

dB;(t) dB;(t) = &;; dt, dB;(t)dt =0, (dt)? = 0.

2.3.4 Férmula de Ité6 Multidimensional
Se x(t) satisfaz
dv = fdt + gdBeV € C*'(R? x R,;R)
entéo
dV(z(t),t) = |Vi(z(t), 1) + Va(z(t), 1) f(2(t), 1) + %tr(g(x(t),t)TVm(r(t),t)g(:v(t)i))] dt
+ Va(z(t), t)g(z(t), t) dB(t)  q.c.

(Mao, 2011, p. 36).
Exemplo 4.
Considere o sistema bidimensional com ruidos independentes

{dxl—alxl dt+01dBl(t), B. LB
1 29

dl’g = Q92 To dt + 09 dBQ(t)7

e tome V(z) = 22 + 22. Entdo VV = (211,22,)" e V2V = 21. Pela férmula
de Tto,

AV = (20122 + 2a922 + 02 + 02) dt + 20,21 dBy(t) + 20915 dBo(t).
1 2 1 2

Tomando esperanga (os termos em dB; tém média zero),

d
p E[z? + 23] = 2a; E[22] + 2ay E[23] + 07 + o3,
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o que mostra, de forma direta, como drift e difusao contribuem para a energia
média.

Exemplo 5.
Se dx = f(x,t)dt + g(x,t)dB e V(z,t) = e* ¢(x), entao

4V = e [ad(x) + Vo(x) T + 3 ti(gg V() |dt + e Vo(x) TgdB,

util para testar decaimentos/estabilidade “ponderados” no tempo.

2.4 EDEs

Equagoes Diferenciais Estocasticas (EDEs) estendem EDOs ao incorporar
ruido:

dX(t) = f(X(t),t)dt + g(X(t),t)dB(t).

De forma simplificada, f representa a tendéncia média, enquanto gdB é a
agitacao aleatéria. KEssa combinagao descreve cendrios com um comporta-
mento “central“ deterministico e algum tipo de ruido que pode ser indepen-
dente do estado, aditivo, ou que varia de intensidade dependendo do estado,
multiplicativo.

Aqui revisamos a definicao de EDEs e hipoteses de existéncia e unicidade.

2.4.1 Equacgoes Diferenciais Estocasticas

Seja (€2, F,P) um espaco de probabilidade completo, com filtracao {F;}:>o
continua a direita, e seja B(t) = (Bi(t),..., Bn(t))" um movimento Brow-
niano m-dimensional adaptado a {F;}. Considere zy :  — R? uma v.a.
Fi,—mensurdvel, com E |zo]|> < oco. Sejam f : R? x [to,7] - R? e g :
RY x [to, T] — R>™ mensurdveis de Borel. A equagao diferencial estocdstica
(EDE) ¢é

dx(t) = f(x(t),t) dt + g(z(t),t) dB(t), to <t<T, x(ty) = xo.

Ela é equivalente, q.c., a equagao integral estocéstica °
Dizemos que um processo {z(t) }s,<t<r ¢ solugao se:

(i) {z(t)} é continuo e Fi—adaptado;

(i) {/(a(t), 1)} € £'([to, THRY e {g(x(t), )} € L2([to, T RS™);
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(iii) aigualdade integral acima vale para todo t € [ty, 7], com probabilidade
1.

A unicidade da solugao significa que, se Z(t) é outra solugdo com o mesmo
Browniano e o mesmo xg, entao

P{z(t) = z(t) para todo t € [ty, T]} = 1.

(Mao, 2011, p. 48)

2.4.2 Existéncia e Unicidade em EDEs

Considere a EDE d-dimensional
dx(t) = f(x(t),t)dt + g(x(t),t) dB(t) em t > t. (IT)

Suponha que valem:

(i) Lipchitz. Existe K tal que, para todo t € [tg,T] e x,y € R4,
max ([ f(z,t) = fy. OI% llg(@. ) =gy, O*) < Klla—yl*
(ii) Crescimento linear. Existe K > 0 tal que, para todo (z,t) € R? x [to, T7,
max (| f(z, )%, gz, )*) < K(L+ [|l=]*),

Entao existe solucao tinica global z(t) para (II) e z € M?([ty, T]; R?) (isto
é, x ¢ continuo, adaptado e E[sup, <,<7|lz(t)]|*] < o) (Mao, 2011, p. 51).
A condicao (i) garante existéncia/unicidade local, a (ii) evita explosdes em
tempo finito.

Exemplo 1.
Considere

dz(t) = Az(t)dt + GdB(t), A e R G eR>™,

Temos f(z,t) = Az e g(z,t) = G. Sao Lipchitz globais e a' f(x,t) +
Hlg(z, )% = 2" Az + 1||G|% < K(1 + ||z[|*) para algum K. Logo, (II)
possui solucao tnica global.

Exemplo 2.
No caso escalar (d = 1),

dz(t) = (ax(t) — 2°(t)) dt + o dB(t), a,o € R.
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Aqui f(z) = ax — 23 e g(x) = 0. f e g sao localmente Lipchitz; além disso,

v f(z)+1g° = (a+1i0%)2” — 2" < K(1+2%),

pois o termo —z* é ndo positivo. Portanto, pelas hipéteses (i)—(ii), existe

solucao forte global para todo t > t.

2.5 Estabilidade em EDEs

No contexto estocastico, a presenca de ruido altera os conceitos deterministicos
de estabilidade que vimos. Podemos exigir que a solugao permaneca préxima
com alta probabilidade, que momentos do erro decaiam, ou que haja decai-
mento exponencial em média quadratica. Essas nocoes nao sao equivalentes
e devem ser escolhidas conforme a aplicacao (Mao, 2011, p. 107).

Nesta parte, apresentamos defini¢oes, o gerador L, e enunciamos teoremas

de estabilidade.

2.5.1 Estabilidade em Probabilidade

A solugao trivial da equagao (II) é estdvel em probabilidade se, para todo

par e € (0,1) e r > 0, existe 6 = d(¢,7,t9) > 0 tal que, sempre que |xy| < 6,
P(|x(t;to, mo)| < r paratodot>ty) > 1—e.

(Mao, 2011, p. 110) Isso significa que, comegando suficientemente perto da

origem, a probabilidade de a trajetéria nunca sair de uma bola de raio r ao
redor de 0 pode ser tornada tao préxima de 1 quanto quisermos.

Nota. Para que z = 0 seja, de fato, uma solugao (o “equilibrio trivial”),
assumiremos f(0,t) = 0 e g(0,¢) = 0 para todo t > .

2.5.2 Estabilidade Assintdtica

A solugao trivial de (II) é estocasticamente assintoticamente estavel se
for estdvel em probabilidade e, para cada € € (0, 1), existir 09 = do(€,%9) > 0
tal que, sempre que |zo| < do,

]P’( lim x(t;to, o) = O) > 1—c¢

t—00

(Mao, 2011, p. 111). Além de permanecer préxima, a trajetéria converge a
origem com alta probabilidade quando partimos suficientemente perto.
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2.5.3 Estabilidade em Momento

Fixe p > 0. Dizemos que a solugao trivial é exponencialmente estavel
em p—ésimo momento se existirem constantes positivas A e C' tais que

E|z(t;to, z0)[P < Clxol? e~ Mt=t0) (t > to),

para todo o € R? (Mao, 2011, p. 127).

2.5.4 Operador Diferencial

Sob as hipdteses de existéncia e unicidade para (II), e assumindo f(0,t) =
g(0,t) = 0 para todo t > t¢, definimos o operador

d
1 0?

ij:l

Para V € C*1(S), x R,;R,), escrevemos

LV (z,t) = Vi(z,t) + Vi(z,t) flz,t) + Ltx(g" (2,t) Viulz,t) g(z,t)).
Pela Férmula de Ito, enquanto z(t) € Sy,

dV(xz(t),t) = LV (x(t),t)dt + Vi(x(t),t) g(z(t),t) dB(t).
Esse operador sera essencial para os teoremas de estabilidade que veremos
abaixo (Mao, 2011, p. 110).
2.5.5 Teorema (Estabilidade em Probabilidade via Lyapunov)
Se existir V(z,t) € C*1(Sy, x [tg,00); RT), positiva definida, tal que
LV (z,t) < 0 em Sy, X [tg, 00),

entao a solugao trivial é estdvel em probabilidade (em Sj) (Mao, 2011,
p. 111).
2.5.6 Teorema (Estabilidade Assintética via Lyapunov)

Se existe funcdo positiva definida decrescente V (x,t) € C%1(S), X [tg, 00); RT)
tal que LV (x,t) seja negativa definida, entao a solugao trivial da equacao (II)
¢ estocasticamente assintoticamente estavel (Mao, 2011, p. 112).
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2.5.7 Teorema (Estabilidade Exponencial em Momento via Lya-
punov)

Suponha que exista V (z,t) € C*!(R?x [tg, 00); R) e constantes ¢, ¢z, c5 > 0
tais que, para algum p > 0,

QP < V) < elef, VD) < eV, Vo)
Entéao, para todo z € R¢,

E|z(t:to, z0)[P < 2 |zolPe 1) (£ > t,).
C1

Logo, a solugao trivial ¢ exponencialmente estavel em p—ésimo mo-
mento (Mao, 2011, p. 130).

Exemplo 1.
Considere

dx(t) = —ax(t) dt + o x(t) dB(t), a>0,02>0.
Tome V(z) = z* (p = 2). Temos V, = 2z, V,p, = 2, f(z) = —ax, g(x) = oz e
LV (z) = 2z(—ax) + 5 (2) (02)* = (—2a+ o°) 2"
Se 02 < 2a, entdo LV < —c3V com c3 = 2a — 0? > 0 e, pelo teorema,
Ex(t)? < Ea?e (Geo?)(tto),

Logo, a origem ¢ estavel exponencialmente em média quadratica.
Exemplo 2.

dz(t) = (— ax(t) — 2°(t)) dt + o z(t) dB(1), a > 0.
Para V(z) = 22,
LV (z) = —2a2® — 22" + 0%2® = —22* — (2a — 07) 2°.

Se 0? < 2a, entao LV < —(2a — 0?)z? < —cV, o que d4 estabilidade
exponencial em média quadratica.
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2.6 Métodos Numéricos para EDEs

Como solucoes analiticas raramente estao disponiveis, métodos numéricos sao
indispensaveis para simular resultados e validar previsoes teéricas. Veremos
a definicao de convergéncia, a diferenca entre convergéncia forte e fraca, e as
ordens de convergéncia dos métodos em questao.

Também veremos variantes Tamed dos métodos de Euler—-Maruyama e
Milstein, que domam o crescimento do drift para evitar explosoes, sem sacri-
ficar a ordem de convergéncia.

A ideia dos métodos que veremos é aproximar a EDE

AX () = f(X() dt+g(X (1) dB(t),  te[0,T]

por um esquema em tempo discreto sobre 0 =19 <7 < --- < 7y =T, com
passo At = T'/N, gerando incrementos Brownianos

AB,, := B(Tn41) — B(1,) ~ N(0,At), independentes.

A qualidade da simulagao depende (i) do método escolhido, (ii) do passo At
e (iii) da regularidade/crescimento de f e g.

2.6.1 Convergéncia de métodos numéricos

Antes de escolher um método, precisamos de critérios para julgar sua qua-
lidade. Primeiro vamos definir o que é conevrgéncia para equacoes nao es-
tocasticas e sua ordem, e depois teremos as defini¢coes de convergéncia forte
e fraca, que se aplicam a EDEs.
Seja Y, o n-ésimo passo da simulagdo de X (7,). Y,, é convergente, se
lim Y, = X(7,)

At—00

para todo 7, € [0, 7] (Siili, 2022, p. 29).

2.6.2 Convergéncia forte.

Uma forma de analisarmos a convergéncia de métodos em EDEs é por meio
da taxa de decaimento da "média dos erros”, que é a chamada ordem con-
vergéncia forte. Um método tem ordem forte v > 0 se existe C' tal que

E|X (1) — Y| < CAt.
Para todo 7, € [0,T] e At suficientemente pequeno (Higham, 2001, p. 534).

Aproxima bem cada caminho amostral.
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2.6.3 Convergéncia fraca.

Agora vamos analisar a taxa de decaimento do "erro das médias”. Um
método tem ordem fraca v > 0 se, para uma classe de fungoes p,

[Ep(X(r,) —Ep(Ya)| < CA.
Para todo 7, € [0,T] e At suficientemente pequeno (Higham, 2001, p. 537).

Ordens tipicas.

Esquema Ordem forte | Ordem fraca
Euler-Maruyama 1/2 1
Milstein 1 1
Tamed-Euler 1/2 1
Tamed—Milstein 1 1

2.6.4 Meétodos classicos e variantes tamed
Euler—-Maruyama. Dado Y, = X(0), paran=20,...,N — 1:

Yo =Y.+ f(Y) At +g(Y,) AB,, AB, ~N(0,At).
(Higham, 2001, p. 532)

Milstein.
Vo1 =Y, + f(Ya) At + g(Y,) AB, + L g(Y,) ¢'(Ya) ((AB,)? — At).
(Higham, 2001, p. 539)

Tamed—Euler.
f(Y,) At
L+ At f(Yn)

(Hutzenthaler, M.; Jentzen, A.; Pardalos, P. M., 2009, p.1614)

Tamed—Milstein.
f(Y,) At
L+ At f(Ya)]]

(Wang, X.; Gan, S., 2013, p. 3)
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3 Equacao de Sagirow

3.1 Introducao

A equacao que estaremos estudando é uma equagao derivada por Sagirow.
A equagao é do estudo da influéncia de flutuacoes rapidas na densidade at-
mosférica da terra no movimento de satélites em uma Oérbita circular. A
equacao é

(1) + B+ aB(1)y(t) + (1 +aB(t))y(t) — vsin(2y(t)) = 0 (I11)

onde B(t) é um ruido branco escalar, a é uma constante representando a
intensidade do distiirbio, e 3, sdo duas constantes positivas (Mao, 2011, p.
133).

3.2 Estabilidade por Lyapunov

Fazendo x = (z1,12)T = (y,9)?, temos a equagio de segundo grau:

{dxl(t) = ao(t)dt
dxo(t) = [ysin(2z1(t)) — z1(t) — Bra(t)]dt — a[Bxa(t) + z1(t)]dB(t)

Para a funcao de Lyapunov, vamos usar a forma quadratica para a parte
linear e integrar a parte nao linear:

1
V(x,t) = ar] + bryay + 25 + c/ sin(2y)dy = ax? + brwy + 23 + csin®(z;)
0
Aplicando o operador diferencial:

LV (x,t) = —(b— a®)x? + by sin(211) — (28 — b — o*%)2)

+(2a — bB — 2+ 202 B)z 129 + (¢ + 27) w9 5in(271)
Se limitarmos 2a — b8 — 2 + 2028 = 0 e ¢ + 2y = 0, teremos:

1
V(z,t) = §(bﬁ +2 — 20 B)x? + bxyxo + 25 — 27y sin®(z1)

LV (x,t) = —(b— a®)x? + by, sin(2x1) — (28 — b — o?%)22
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Além disso, note que

V() > ~(b8 + 2 — 20°8 — 47)a> + bara + 22

DN —

LV (z,t) < —(b—a® — 2by)z] — (28 — b — a?B%) 5

Logo, se 2(bf + 2 — 2a%8 — 4v) > b?, entao V(z,t) > €|x|* para algum
e > 0. E LV(x,t) < —¢€|x|? para algum € > 0 se b —a®> —2by > 0 e
26 —b—a?B? >0, isso é

<b<28—a’p?

(0%
2v <1

1
Portanto, caso v < 5 e

o2
1—2v’

B3 +4—8y— 1023}

max{

< min{28 — o?B* B + \/52 +4 — 8y — 4025}

entdo, pelo teorema 2.5.7, a equacao (IIT) é exponencialmente estdvel em
segundo momento ou média quadrada (Mao, 2011, p. 133 - 134).

4 Simulacoes

4.1 Resultados dos Métodos Classicos

Os métodos de Euler-Maruyama e de Milstein, em sua forma classica, exigem
que as fungoes de drift e de difusao satisfagam uma condicao de Lipschitz
global para que se obtenham resultados tedricos de convergéncia. No caso
da equagao (III), tal hipétese nao é vélida, de modo que nao era razodvel
esperar boa convergéncia desses esquemas.

Para efeito de comparagao numérica, foram considerados os parametros
a=0,01,8=0,01 ey = 0,25, no intervalo de simulacao [0, 10000], com passo
temporal At = 0,1 e condigao inicial (z1(0),22(0)) = (y(0),9(0)) = (0,1).
Nessas condigoes, simulamos 100 trajetorias para y(t):
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Figura 1: Simulagoes de y(t) pelos métodos de Euler-Maruyama (esq.) e
Milstein (dir.) na forma cléssica.

4.2 Resultados dos Métodos Adaptados

Por outro lado, as versoes adaptadas (ou truncadas) dos métodos de Euler e
de Milstein apresentaram desempenho superior. Isso era esperado, uma vez
que esses esquemas foram especificamente concebidos para lidar com EDEs
cujas fungoes de drift e de difusao nao sao globalmente Lipschitz.

Foram utilizados os mesmos parametros das simulagoes anteriores, isto ¢,
a=0,01, 8 =0,01, v = 0,25, intervalo [0, 10000], passo At = 0,1 e condigao
inicial (y(0),9(0)) = (0,1). Nessas condigbes, simulamos 100 trajetdrias para
y(t):

Tamed Euler le71 Tamed Milstein

150

100

0 2000 4000 6000 8000 10000 o 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 2: Simulacoes de y(t) pelos métodos de Euler adaptado (esq.) e
Milstein adaptado (dir.).

30



4.3 Variagao de Parametros dos Métodos Classicos

Aqui, estamos com os parametros a e  bem proximos da origem, e perto do
limite para garantir a estabilidade analitica provada anteriormente. Agora

vamos variar « e 3 para (0.05,0.05), (0.1,0.1), (0.1,0.05), (0.05,0.1) e v para
1.
E.

lel11 Euler 1e111 Milstein

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 3: Simulagoes de y(t) com parametros v = 0.05, § = 0.05, v = ;.

s Euler 166 Milstein

0 2000 000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

1

Figura 4: Simulacoes de y(t) com parametros o = 0.1, § = 0.1, v = 7.
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0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 5: Simulagoes de y(t) com parametros a = 0.1, = 0.05, v = i.

Euler Milstein
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05 05

00 00 %

05 -05

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 G000 5000 10000

Figura 6: Simulagdes de y(t) com parametros v = 0.05, = 0.1, v = 1.

Abaixo temos a regiao de estabilidade, e vemos que as Unicas simulagoes
acima que apresentaram estabilidade, com convergéncia para a origem, foram
as mais distantes da fronteira, ao passo que as simulacoes da Figura 4, que
também estao longe da fronteira, apresentaram uma explosao consideravel-
mente menor que as demais.
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Figura 7: Regiao de estabilidade para v = %, onde o é 0 eixo X e § 0 eixo y.

Vamos mostrar aqui também a mesma variagdo de parametros, agora
considerando vy = %. Simulagoes considerando v = % também foram feitas,
porém os resultados foram muito semelhantes aos vistos acima.

1e111 Euler 1e111 Milstein
100 100
075 075
030 050
025 025
000 200
05 025
050 050
075 075
o0 1.00
20 000 0 2000 10 a0 an0n fn 00 0

Figura 8: Simulagdes de y(t) com parametros a = 0.05, § = 0.05, v = 1.
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Figura 9: Simula¢des de y(t) com parametros a = 0.1, § = 0.1, v = 4.
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Figura 10: Simulagoes de y(t) com parametros v = 0.1, § = 0.05, v = 7.
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Figura 11: Simulagées de y(t) com parametros v = 0.05, 3 = 0.1, v = 4.
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Abaixo temos a regiao de estabilidade, e embora as Figuras 8, 9 e 10

apresentem comportamentos semelhantes aos vistos para v = i, as ultimas

simulagoes nao apresentam a mesma estabilidade que vimos antes.

1

Figura 12: Regiao de estabilidade para v = 4,

y.

onde « é 0 eixo x e 8 0 eixo

Observa-se que os métodos classicos apresentam comportamento numérico
menos estavel.

4.4 Variagao de Parametros dos Métodos Adaptados

Assim como fizemos com os métodos classicos, vamos variar o e 3 para

(0.05,0.05), (0.1,0.1), (0.1,0.05), (0.05,0.1) e  para ;5

Tamed Euler

10191 Tamed Milstein

2000 4000 6000 E000 10000 000 2000 6000 8000 10000

Figura 13: Simulagoes de y(t) com parametros o = 0.05, 5 = 0.05, v = 1.
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Figura 14: Simulagées de y(t) com parametros a = 0.1, f = 0.1, v = 1.
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Figura 15: Simulagoes de y(t) com parametros a = 0.1, § = 0.05, v = 1.
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Figura 16: Simulagées de y(t) com parametros a = 0.05, 3 =0.1, v = 1.

36



1.

E agora, veremos com v = 45:

Tamed Euler 1e192 Tamed Milstein

2000 4000 6000 8000 10000 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 17: Simulacoes de y(t) com parametros v = 0.05, 3 = 0.05, v = .

Tamed Euler

12266 Tamed Milstein

150

Figura 18: Simulagoes de y(t) com parametros v = 0.1, = 0.1, v = .
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Figura 19: Simulagées de y(t) com parametros a = 0.1, § = 0.05, 7 = .

Tamed Euler lel2s Tamed Milstein
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0 2000 2000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 20: Simulagoes de y(t) com parametros o = 0.05, § = 0.1, v = %.

Como podemos ver, os métodos tamed conseguem reproduzir a estabili-
dade em mais casos que os métodos classicos, e dentre eles o método de Euler
adaptado apresenta melhores resultados que o método de Milstein adaptado,
mantendo-se limitado em casos como das Figuras 13 e 17 enquanto o método
de Milstein explode e convergindo nas Figuras 14, 16, 18 e 20. Sabemos que,
no caso classico, o método de Euler-Maruyama possui ordem de convergéncia
forte 1/2, enquanto o método de Milstein atinge ordem 1. Contudo, a regiao
de estabilidade dos métodos do tipo -Maruyama ¢é, em geral, mais ampla do
que a dos métodos 0-Milstein (Buckwar, E.; Sickenberger, T., 2012, p. 27 -
28).
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4.5 Variacao timestep

Vamos analisar agora o impacto do At na estabilidade, para tal usaremos os
parametros a = 0.05, 5 = 0.1,~v = ;11, onde todas as simulagoes apresentaram
convergéncia, como visto nas Figuras 6 e 16.

1218 Euler 1218 Milstein

10 10

10 10

o 2000 000 €000 000 10000 1] 2000 000 00 00 10000

Tamed Euler 26190 Tamed Milstein

] 2000 000 €00 #00 10000 [ 2000 000 00 00 10000

Figura 21: Simulagoes de y(t) com parametros o = 0.05, 5 = 0.1, v = 711 e

At =0.2.
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Figura 22: Simulagoes de y(t) com parametros o = 0.05, 5 = 0.1, v = ;11 e
At = 0.125.

Euler Milstein
10 10
05 05
00 00
05 05
10 10

3 2000 000 000 000 10000 0 2000 000 00 00 10000

‘Tamed Euler ‘Tamed Milstein

10 10
05 05
00 00
05 05
10 10

3 2000 000 000 000 10000 0 2000 000 00 00 10000

Figura 23: Simulagoes de y(t) com parametros o = 0.05, 5 = 0.1, v = ;11 e
At = 0.01.

Como podemos ver, a diminui¢ao do timestep para 0.01 acelera a con-
vergéncia de todos os métodos, que ja convergiam com 0.1. Ao passo que
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para 0.2 e 0.125 todos os métodos, exceto Euler adaptado, explodem, en-

quanto Fuler adaptado apresenta convergéencia apenas no caso 0.125. Ten-

tamos realizar simulagoes com At = 0.25, porém a explosao acontece an-

tes mesmo que o grafico possa ser feito, com erro de overflow numérico.

Abaixo vemos também, os efeitos de um timestep menor para o caso de
1

a=0.05,8=0.1,7 = 45, onde os métodos classicos e Milstein adaptado ex-

plodiam, conseguimos um resultado de convergéncia em todos os 4 métodos.

Euler Milstein

0 200 2000 00 000 10000 [ 2000 2000 000 000 10000

Tamed Euler Tamed Milstein

[ 200 2000 00 000 10000 [ 2000 2000 000 000 10000

Figura 24: Simulagoes de y(t) com parametros a = 0.05, 5 = 0.1, v = % e
At = 0.01.
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5 Conclusao

Este trabalho investigou condigoes de estabilidade para sistemas dinamicos
afetados por ruidos aleatérios, focando no modelo de Sagirow. Partimos de
uma revisao de EDOs e das principais nocoes de estabilidade deterministica.
Em seguida, estabelecemos o ferramental do cédlculo estocastico e formali-
zamos as EDEs, com hipodteses de existéncia e unicidade. Nesse contexto,
apresentamos defini¢coes de estabilidade estocdstica e teoremas ,via fungoes
de Lyapunov, para obter diferentes tipos de estabilidade.

Aplicamos a equagao de Sagirow, para demonstrar a estabilidade expo-
nencial em segundo momento da solucao trivial. As desigualdades obtidas
fornecem regioes de estabilidade em termos de (a, 3, 7), titeis para simulagoes.

No plano computacional, executamos simulagoes comparando métodos
classicos (Euler-Maruyama e Milstein) e variantes tamed. Observamos que,
em problemas com crescimento superlinear, métodos classicos podem apre-
sentar instabilidades numéricas mesmo para passos pequenos, enquanto as
variantes tamed mostraram maior robustez e melhor aderéncia qualitativa as
previsoes tedricas de estabilidade. Isso reforca que em EDEs nao globalmente
Lipschitz, a escolha do método de simulacao é parte importante da andlise
de estabilidade, e nao apenas uma etapa ilustrativa.

42



6 Referéncias

[1] MAO, X. Stochastic Differential Equations and Applications. [s.].] Else-
vier, 2007.

2] VIANA, M.; ESPINAR, J. M. Differential Equations. [s.l.] American
Mathematical Society, 2021.

3] WANG, X.; GAN, S. The tamed Milstein method for commutative sto-
chastic differential equations with non-globally Lipschitz continuous coeffi-
cients. Journal of Difference Equations and Applications, v. 19, n. 3, p.
466-490, 1 mar. 2013.

[4] HUTZENTHALER, M.; JENTZEN, A.; PARDALOS, P. M. Strong and
weak divergence in finite time of Euler’s method for stochastic differential
equations with non-globally Lipschitz continuous coefficients. v. 467, n.
2130, p. 1563-1576, 4 maio 2009.

[5] BURDEN, R. L.; FAIRES, J. D.; BURDEN, A. M. Anélise numérica. Sao
Paulo: Cengage Learning, 2016.

(6] GARD, T. C. Introduction to stochastic differential equations. New York:
M. Dekker, 1988.

[7] J. MICHAEL STEELE. Stochastic Calculus and Financial Applications.
s.l.] Springer Science & Business Media, 2012.

[8] HIGHAM., D. J. An Algorithmic Introduction to Numerical Simulation
of Stochastic Differential Equations. SIAM Review, v. 43, n. 3, p. 525-546,
jan. 2001.

[9] SULL, E. Numerical Solution of Ordinary Differential Equations. Oxford:
Universidade de Oxford 2 mar. 2022. Notas de aula.

[10) BUCKWAR, E.; SICKENBERGER, T. A structural analysis of asymp-
totic mean-square stability for multi-dimensional linear stochastic differential
systems. Applied Numerical Mathematics, v. 62, n. 7, p. 842-859, 1 jul.
2012.

43



	1 Introdução
	2 Referencial teórico
	2.1 Notação
	2.2 EDOs
	2.2.1 Estabilidade
	2.2.2 Estabilidade Assintótica
	2.2.3 Estabilidade Exponencial
	2.2.4 Função de Lyapunov
	2.2.5 Estabilidade por Função de Lyapunov

	2.3 Fórmula de Itô
	2.3.1 Processo de Itô Unidimensional
	2.3.2 Fórmula de Itô Unidimensional
	2.3.3 Processo de Itô Multidimensional
	2.3.4 Fórmula de Itô Multidimensional

	2.4 EDEs
	2.4.1 Equações Diferenciais Estocásticas
	2.4.2 Existência e Unicidade em EDEs

	2.5 Estabilidade em EDEs
	2.5.1 Estabilidade em Probabilidade
	2.5.2 Estabilidade Assintótica
	2.5.3 Estabilidade em Momento
	2.5.4 Operador Diferencial
	2.5.5 Teorema (Estabilidade em Probabilidade via Lyapunov)
	2.5.6 Teorema (Estabilidade Assintótica via Lyapunov)
	2.5.7 Teorema (Estabilidade Exponencial em Momento via Lyapunov)

	2.6 Métodos Numéricos para EDEs
	2.6.1 Convergência de métodos numéricos
	2.6.2 Convergência forte.
	2.6.3 Convergência fraca.
	2.6.4 Métodos clássicos e variantes tamed


	3 Equação de Sagirow
	3.1 Introdução
	3.2 Estabilidade por Lyapunov

	4 Simulações
	4.1 Resultados dos Métodos Clássicos
	4.2 Resultados dos Métodos Adaptados
	4.3 Variação de Parâmetros dos Métodos Clássicos
	4.4 Variação de Parâmetros dos Métodos Adaptados
	4.5 Variação timestep

	5 Conclusão
	6 Referências

