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RESUMO

Esse trabalho apresenta análise combinada entre a macroeconomia e a estrutura a termo
das taxas de juros, através de duas modelagens distintas. Primeiramente, utiliza-se o
modelo Novo Keynesiano de pequeno porte, que é combinado com o modelo dinâmico
de Nelson-Siegel. Em seguida estima-se o modelo dinâmico de Nelson-Siegel integrado
com variáveis macroeconômicas. São empregados dados mensais referentes aos contratos
futuros de DI, de Setembro de 2002 a Dezembro de 2017. A comparação das modelagens
mostra que o modelo combinado apresenta resultados mais consistentes do que o modelo
integrado.

Palavras-chave: DSGE. Diebold-Li Modelos de Espaço de Estados Nelson-Siegel. Neo-
Keynesiano.



ABSTRACT
This paper aims to present a combined analysis between macroeconomics and the term
structure of interest rates, through two different models. Firstly, a small New Keynesian
model is used, which is combined with the dynamic Nelson-Siegel model. Then the Nelson-
Siegel dynamic model integrated with macroeconomic variables is estimated. Monthly data
on DI futures contracts are used from September 2002 to December 2017. Comparison
of modeling shows that the combined model presents more consistent results than the
integrated model.

Keywords: DSGE. Diebold-Li Nelson-Siegel. New Keynesian State Space Models..
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1 Introdução

Um tema central na macroeconomia é a natureza da dinâmica de curto prazo
da inflação. Ao longo da história, a análise macroeconômica caracterizou-se pelo uso de
uma variedade de modelos. O desenvolvimento nos últimos anos de pequenos modelos
macroeconômicos otimizadores, similares ao modelo IS-LM tradicional, mas com base
em fundamentos microeconômicos sólidos, que refletem o comportamento dos agentes
econômicos, conduziu a um forte interesse na avaliação da política monetária. Esses
modelos, denominados Novo Keynesianos, tem como principais características:

∙ Competição monopolística: cada firma tem uma curva de demanda pela mercadoria
que produz bem definida, e determina seus preços objetivando maximizar o lucro
descontado;

∙ Rigidez Nominal: principal fonte de não-neutralidade da política monetária;

∙ Ênfase nos componentes endógenos de política monetária e nas consequências da
especificação desses componentes;

∙ Determinação da regra de política monetária mais desejável do ponto de vista social,
tendo por critério a maximização do bem-estar social;

A denominação novo keynesiana é dada devido à incorporação de extensões ne-
oclássicas na formulação original criada por Keynes. Os modelos novo keynesianos, em
oposição aos modelos keynesianos tradicionais, permitem expectativas racionais, e têm seu
prestígio no 𝑓𝑜𝑟𝑒𝑐𝑎𝑠𝑡𝑖𝑛𝑔 e na análise da política macroeconômica de curto e médio prazo.
Estabeleceram seu valor dado o extensivo uso em governos, organizações de pesquisa e
grandes empresas, tornando-se o modelo convencional para analisar a relação entre inflação,
política monetária e ciclo econômico Clarida, Gali e Gertler (1999).

Por outro lado, a estrutura a termo da taxa de juros (ou curva de juros) tem
um papel central na economia, sendo um ponto de atenção para investidores, analistas
de mercado e formuladores da política monetária. A modelagem da estrutura a termo
ajuda esses agentes econômicos a não somente entenderem a precificação e riscos de um
instrumento financeiro específico, ou portfólios de investimento, como também avaliar
o potencial impacto que mudanças na política monetária tem sobre a curva de juros.
As taxas de juros atuais tem informação relevante para a previsão das futuras taxas de
curto prazo e, potencialmente, também para a atividade econômica real, inflação e outras
variáveis econômicas chaves (Piazzesi (2010)). Os participantes do mercado utilizam essas
previsões para a precificação de ativos financeiros, tomada de decisão sobre investimentos
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e o gerenciamento de riscos financeiros. Bancos Centrais utilizam essas previsões para
informações sobre a política monetária, enquanto os consumidores as utilizam para a
tomada de decisão sobre seus gastos e economias.

O objetivo desse trabalho é a integração do modelo Novo Keynesiano com o modelo
Nelson-Siegel dinâmico, a fim de estimar o que os preços dos títulos indicam do ponto de
vista de trajetória do juro base e variáveis econômicas de interesse (taxa básica de juros,
inflação e produção industrial), ou seja, uma análise combinada entre a macroeconomia e
a estrutura a termo das taxas de juros.

Inicialmente é fornecida uma apresentação compacta da estrutura e do procedimento
de solução através do método bayesiano para o modelo novo keynesiano básico, composto
de três equações. Para isso, primeiramente estima-se os parâmetros do modelo, e em
seguida é feita a análise das funções resposta ao impulso do modelo devido à ocorrência
de choques exógenos, a fim de identificar os impactos, no médio e longo prazo, de cada
um desses choques.

Posteriormente, modela-se a curva de juros do Brasil utilizando o modelo dinâmico
de Nelson-Siegel. Esse modelo possui a vantagem de seus fatores terem clara interpretação
econômica. O estudo propõe adaptar para o caso brasileiro as análises realizadas em Diebold,
Rudebusch e Aruoba (2006). Como os fatores do modelo são variáveis não observáveis, o
modelo é estimado pela metodologia de espaço de estados, via filtro de Kalman, utilizando
dados mensais dos contratos futuros de depósito interbancário. Nessa estrutura, a curva
de juros é composta por três parâmetros dinâmicos, interpretados como fatores variantes
no tempo de nível, inclinação e curvatura. Esses fatores resumem convenientemente toda
a informação das taxas de um grande volume de intrumentos em um ponto no tempo.

Por fim, estima-se o modelo macro-financeiro que integra as duas abordagens acima.
Essa modelagem é feita de duas maneiras distintas, de modo que se possa comparar as
vantagens e desvantagens de cada abordagem. Estima-se a integração do modelo dinâmico
de Nelson-Siegel com o modelo macroeconômico de pequeno porte, e também estima-se o
modelo dinâmico de Nelson-Siegel já considerando as variáveis macroeconômicas como
inputs do modelo de espaço de estados.

O trabalho é dividido da seguinte maneira, além dessa Introdução: Na seção 2
apresentamos a literatura relacionada. Na seção 3 apresentamos o a metodologia de solução
do modelo Novo Keynesiano de pequeno porte. Na quarta seção, introduzimos os dados
e metodologia aplicada para a solução do modelo dinâmico de Nelson-Siegel. Na quinta
seção é apresentado o modelo integrado e os resultados comparativos. Finalmente, na
seção seis, conclui-se o trabalho.
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2 Revisão Bibliográfica

2.1 Modelo Neo Keynesiano
Mankiw e Romer (1991) definem o Novo Keynesianismo como teorias dos ciclos de

negócios onde as flutuações nas variáveis nominais, como oferta de moeda, influenciam
nas variáveis reais, como a produção e o emprego,e que imperfeições reais do mercado,
tais como concorrência imperfeita ou informação imperfeita, também têm uma influência
importante nas flutuações económicas. A primeira onda de modelos novo keynesianos
seguindo a revolução das expectativas racionais, tais como Fischer (1977), Phelps e Taylor
(1977)s e Taylor (1979) utilizaram contratos nominais de longo prazo para explicar como a
mudança na demanda causa flutuações reais, mesmo que as expectativas sejam racionais,
e a mudança antecipada. Uma nova onda de modelos novo keynesianos surgiu em seguida,
visando unir os elementos principais dos modelos RBC e dos modelos novo keynesianos. O
modelo de pequeno porte de Goodfriend e King (1997) e de Rotemberg e Woodford (1997)
foi rapidamente extendido com aspectos de decisão e restrições adicionais. Esses modelos
são chamados de Modelos Novo Keynesianos Estocásticos de Equilíbrio Geral (DSGE).
Em Clarida, Gali e Gertler (1999), os autores procuram resumir os principais avanços
na pesquisa sobre política monetária com o uso de modelos DSGE Novo Keynesiano até
então. Para tanto eles expõem as características básicas da política monetária sobre esse
arcabouço; em seguida fazem considerações sobre as dificuldades na implementação desse
modelo. O primeiro modelo DSGE para a área do Euro foi estimado por Smets e Wouters
(2002), com rigidez real e nominal, e também formação de hábitos. Christiano, Eichenbaum
e Evans (2005) estudaram os efeitos de choques monetários em um modelo DSGE com
utilização variável de capital e custos de ajuste de investimento. Para a economia americana,
citamos como exemplo o modelo de Christiano, Eichenbaum e Evans (2005). Adolfson et al.
(2007a) incorpora características de economia aberta ao modelo de Christiano, Eichenbaum
e Evans (2005). Hoje em dia, esses modelos são largamente utilizados por bancos centrais
para avaliar a estabilização das políticas monetárias e fiscal.

No Brasil, a literatura com base no modelo DSGE ainda é escassa. No trabalho
de Bogdanski, Tombini e Werlang (2000) é discutida a abordagem básica que auxiliou
a tomada de decisão na fase inicial de meta de inflação no Brasil. Aqui é descrita a
família de modelos macroeconômicos de pequeno porte que tem sido utilizados para
as discussões de política monetária no Banco Central do Brasil. No trabalho de Valli
e Carvalho (2010) foram analisados os impactos econômicos advindos da coordenação
de políticas fiscais e monetárias para o Brasil, afirmando que cada instrumento fiscal
apresenta impactos diferentes sobre a dinâmica do modelo. O estudo de maior relevância
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na literatura brasileira até o momento foi feito por Castro et al. (2015). Nesse trabalho
é demonstrada a construção do modelo SAMBA (Stochastic Analytical Model with a
Bayesian Approach) que implementa regras tanto para a política fiscal quanto para a
monetária, além de famílias não ricardianas. Deve-se ressaltar também o estudo de Palma
e Portugal (2012), que utilizaram um modelo DSGE para estimar as preferências do Banco
Central brasileiro, sob um ambiente de discricionariedade e uma autoridade monetária
que minimiza uma função perda quadrática, distintamente dos demais trabalhos que
modelaram o comportamento do Banco Central por meio de uma regra de Taylor.

2.2 Modelo Nelson-Siegel dinâmico sem Variáveis Macroeconômi-
cas
Nas útimas décadas foram produzidos grandes avanços em relação a modelos teóricos

da estrutura a termo das taxas de juros, assim como a sua estimação. Nelson e Siegel
(1987) introduziram o modelo paramétrico parsimonioso para a curva de juros, capturando
importantes atributos da relação taxa-vencimento. Através desse modelo simples os autores
caracterizam o formato da curva de juros de títulos norte-americanos e o modelo é capaz
de projetar as taxas para vencimentos além dos considerados na amostra. Diebold e Li
(2006) interpretam o modelo de Nelson & Siegel de uma forma dinâmica, como um modelo
de fatores latentes com três coeficientes representando o nível, inclinação e curvatura,
variantes no tempo, que são multiplicados pelos loadings a eles associados. Esses fatores
são os elementos chave da curva de juros. Nesse trabalho, os autores enfatizam a previsão
da curva de juros e argumentam que a natureza dos fatores e dos loadings do modelo
Nelson-Siegel facilitam a consistência com diferentes propriedades empíricas da curva de
juros. Diebold, Rudebusch e Aruoba (2006) testam o ajuste e previsão do modelo dinâmico
de Nelson-Siegel, como também sua eficácia no gerenciamento de risco de um potfolio de
bonds. Posteriormente, a fim de introduzir a consistência de modelos livre de arbitragem
na estrutura Nelson-Siegel, Christensen, Diebold e Rudebusch (2008) introduzem um
modelo generalizado no qual a condição de não arbitragem pode ser imposta. Diebold, Li
e Yue (2008) transformam o modelo dinâmico de fatores latentes em uma estrutura global
e modelam a curva de juros de um conjunto de países, a fim de capturar tanto fatores
globais, como também fatores específicos de cada país. Nessa estrutura, a não arbitragem,
condição que garante que não existam oportunidades de arbitragem entre vencimentos,
não é um premissa necessária.
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2.3 Modelo Nelson-Siegel dinâmico com Variáveis Macroeconômi-
cas
Existem diversas tentativas de incorporar fatores macroeconômicos em modelos

de taxas de juros. Inicialmente, os autores focaram somente na ligação em mão única
entre macroeconomia e taxas de juros, onde assume-se que a inflação e a produção são
determinadas independentemente do formato da curva de juros, mas o contrário não
acontece. Dessa maneira, as taxas dos títulos não são incluídas nas equações que regem
a economia. Esse método é empregado por Kozicki e Tinsley (2001), Hördahl, Tristani e
Vestin (2006) e Wu (2001). Em seguida, vários autores também consideraram as influências
da direção oposta e exploraram o poder de predição unidirecional da curva de juros na
macroeconomia. Entre esses, estao Estrella e Hardouvelis (1991) e Estrella e Mishkin (1998).
Ao contrário dos autores anteriores, Diebold, Rudebusch e Aruoba (2006) relacionam as
duas abordagens e analizam a influência bidirecional entre a curva de juros. Os autores
combinam a formulação de Nelson-Siegel com uma dinâmica de vetores autorregressivos
para a macroeconomia. Com o uso de estimação por máxima verossimilhança eles extraem
três fatores latentes - nível, inclinação e curvatura - para um conjunto de 17 vencimentos
de Treasuries americanas e os relacionam com variáveis observáveis chave que medem a
economia - o nível de atividade econômica em relação ao seu potencial, instrumento de
política monetária e a inflação de preços anual. Em seguida, eles comparam o modelo de taxa
de juros com fatores macroeconômicos com o modelo inicial sem esses fatores. Além desse
trabalho, há vários estudos que também exploram o papel de fatores macroeconômicos
na modelagem da curva de juros. Piazzesi (2005) considera a meta da taxa de juros
divulgada pelo Federal Reserve como um variável macroeconômica chave. Os resultados
desse trabalho sugerem que incorporar variáveis macroeconômicas podem levar a erros
de precificação significantemente menores quando comparados ao modelo padrão. Ang e
Piazzesi (2003) e Ang, Dong e Piazzesi (2007) utilizam fatores macroeconômicos como
medidas da atividade real e da inflação, e aplicam VARs para mostrar a dinâmica conjunta
desses fatores e dos fatores latentes. Por fim, Rudebusch e Wu (2008) também exploram
a ligação macro financeira e incorporam expectativas racionais e elementos inerciais em
seu modelo. Diebold, Piazzesi e Rudebusch (2005) discutem várias questões levantadas
nessa pesquisa e examinam a relação entre as duas maiores abordagens dinâmicas de
fatores latentes: o modelo de Nelson-Siegel e o modelo de estrutura a termo affine livre de
arbitragem.
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3 Conceitos Teóricos

Essa seção apresenta o conhecimento teórico necessário para a estimaçao do modelo.
Apresentamos aqui a teoria sobre o Filtro de Kalman e sobre a análise de componentes
principais. que serão utilizadas para estimaçao e validaçao do modelo.

3.1 Análise de Componentes Principais
A análise de Componentes Principais é um método utilizado para reduzir a dimensão

do problema em componentes não correlacionadas que são combinações lineares das
variáveis originais. Os componentes principais apresentam propriedades importantes:
cada componente principal é uma combinação linear de todas as variáveis originais, são
independentes entre si e estimados com o propósito de reter, em ordem de estimação,
o máximo de informação, em termos da variação total contida nos dados. A análise de
componentes principais é associada à idéia de redução de massa de dados, com menor
perda possível da informação. Em Litterman e Scheinkman (1991) é possivel encontrar
o procedimento de decomposição de componentes principais com taxas de juros. Nesse
estudo, foi aplicado o conceito de componentes principais aos 𝑡𝑟𝑒𝑎𝑠𝑢𝑟𝑖𝑒𝑠 norte-americanos
e concluíram que três fatores (nível, inclinação e curvatura) são necessários para explicar
os movimentos da estrutura a termo das taxas de juros.

3.2 O Filtro de Kalman
O Filtro de Kalman é um procedimento recursivo com o objetivo de encontrar o

estimador ótimo do vetor de estado no período 𝑡 (Harvey (2006)). A filtragem nos ajuda
a atualizar o conhecimento do vetor de estado assim que há uma nova observação 𝑦𝑡

disponível. O filtro é baseado no cálculo de uma média ponderada dos valores preditos e
medidos. A ponderação é construida com incerteza, onde o maior peso é dado ao valor
com a informação mais confiável. Como consequência, as estimativas produzidas por esse
método tendem a ser mais próximas da verdade do que as medições originais. O objetivo
do Filtro de Kalman é chegar na distribuição condicional de 𝛼𝑡+1 para 𝑡 = 1, ..., 𝑇 baseado
no conjunto de observações 𝑌𝑡 = 𝑦1, ..., 𝑦𝑡. É um procedimento recursivo que avalia os
estimadores um passo a frente. O filtro de Kalman é inicializado utilizando a média 𝑎𝑡+1 e
a covariância 𝑃𝑡+1 do vetor de estado, onde

𝑎𝑡+1 = 𝐸(𝛼𝑡+1|𝑌𝑡) (3.1)
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𝑃𝑡+1 = 𝑉 𝑎𝑟(𝛼𝑡+1|𝑌𝑡) (3.2)

A média da distribuição condicional de 𝛼𝑡+1 representa o estimador ótimo do
vetor de estado no tempo 𝑡 + 1 uma vez que minimiza a matriz de erro quadrático
médio 𝐸((𝛼𝑡+1 − 𝑎𝑡+1)(𝛼𝑡+1 − 𝑎𝑡+1)′|𝑌𝑡) para todo 𝛼𝑡+1. Assumindo que 𝛼𝑡 dado 𝑌𝑡−1 é
normalmente distribuído com média 𝑎𝑡 e convariância 𝑃𝑡, podemos mostrar que 𝑎𝑡+1 e 𝑃𝑡+1

podem ser calculados recursivamente a partir de 𝑎𝑡 e 𝑃𝑡 conforme descrito pelo sistema de
equações abaixo, chamado filtro de Kalman:

𝑎𝑡+1 = 𝑇𝑡𝑎𝑡 +𝐾𝑡𝑣𝑡 (3.3)

𝑃𝑡+1 = 𝑇𝑡𝑃𝑡𝐿
′
𝑡 +𝑅𝑡𝑄𝑡𝑅

′
𝑡 (3.4)

com
𝑣𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝐸(𝑦𝑡|𝑌𝑡−1) = 𝑦𝑡 − 𝑍𝛼𝑡 (3.5)

𝐹𝑡 = 𝑉 𝑎𝑟(𝑣𝑡) = 𝑍𝑃𝑡𝑍
′ +𝐻 (3.6)

𝐾𝑡 = 𝑍𝑃𝑡𝑍
′ +𝐻 (3.7)

𝐿𝑡 = 𝑇 −𝐾𝑡𝑍 (3.8)

onde 𝑡 = 1, ...𝑇 . O vetor 𝑣𝑡 é o erro de predição de 𝑦𝑡 um passo a frente, dado 𝑌𝑡−1, que
representa a nova informação contida na última observação. Os termos de inovação com
𝐸(𝑣𝑡|𝑌𝑡−1) = 𝐸(𝑣𝑡) = 0 e 𝐶𝑜𝑣(𝑦𝜏 , 𝑣𝑡) = 0 para 𝜏 = 1, ..., 𝑡− 1, tem um impacto maior no
processo de atualização para o estimador de 𝛼𝑡+1. A matrix 𝐾𝑡 é chamada de matrix de
ganho de Kalman. Por fim, assume-se que a matriz 𝐹𝑡 é não singular. A derivação completa
do modelo e uma análise detalhada podem ser encontradas em Durbin e Koopman (2012).

3.3 O Suavizador de Kalman
Após aplicarmos o filtro de Kalman, também utilizamos o suavizador de Kalman

para obter extrações ótimas do fatores de nível, inclinação e curvatura. O algorítmo de
suavização é recursivo e avalia a média e variância de distribuições condicionais específicas,
dado o conjunto inteiro de observações 𝑌𝑡, assumindo que 𝑎1 e 𝑃1 são conhecidos. Estamos
interessados em calcular a média condicional suavizada do estado 𝛼𝑡 = 𝐸[𝛼𝑡|𝑌𝑡] e a
variância condicional do estado 𝑉𝑡 = 𝑉 𝑎𝑟[𝛼𝑡|𝑌𝑡] dada toda a informação. O erro quadrático
médio é menor para o estimador de estado suavizado, uma vez que é baseado em mais
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informação que o estimador filtrado. O estado final da suavização, derivado por Durbin e
Koopman (2012), é apresentado abaixo:

𝛼𝑡 = 𝑎𝑡 + 𝑃𝑡𝑟𝑡−1 (3.9)

𝑟𝑡−1 = 𝑍 ′𝐹−1
𝑡 𝑣𝑡 + 𝐿′

𝑡𝑟𝑡 (3.10)

𝑉𝑡 = 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡𝑁𝑡−1𝑃𝑡 (3.11)

𝑁𝑡−1 = 𝑍 ′𝐹−1
𝑡 𝑍 + 𝐿′

𝑡𝑁𝑡𝐿𝑡 (3.12)

onde 𝑡 = 𝑇, ..., 𝑡, o vetor 𝑟𝑡−1 de dimensão (𝑚𝑥1) é a soma das inovações futuras, e 𝑁𝑡 é a
matriz de variância (𝑚𝑥𝑚) de 𝑟𝑡. A recursão é inicializada com 𝑟𝑇 = 0 e 𝑁𝑇 = 0. Também
assumimos que 𝛼1 ∼ 𝑁(𝑎1, 𝑃1). No mais, para a estimação e diagnótico dos parâmetros,
computamos também as perturbações suavizadas 𝜖𝑡 ∼ 𝐸(𝜖𝑡|𝑌𝑡) e 𝜈𝑡 ∼ 𝐸(𝜈𝑡|𝑌𝑡). A recursão
é dada pelo conjunto de equações:

𝑢𝑡 = 𝐹−1
𝑡 𝑣𝑡 −𝐾 ′

𝑡𝑟𝑡 (3.13)

𝐷𝑡 = 𝐹−1
𝑡 +𝐾 ′

𝑡𝑁𝑡𝐾𝑡 (3.14)

𝜖𝑡 = 𝐻𝑢𝑡 (3.15)

𝑉 𝑎𝑟(𝜖|𝑌𝑛) = 𝐻 −𝐻𝐷𝑡𝐻 (3.16)

𝜈𝑡 = 𝑄𝑅′𝑢𝑡 (3.17)

𝑉 𝑎𝑟(𝜈𝑡|𝑌𝑛) = 𝑄−𝑄𝑅′𝐷𝑡𝑅𝑄 (3.18)

𝑁𝑡−1 = 𝑍 ′𝐹𝑡−1𝑍 + 𝐿′
𝑡𝑁𝑡𝐿𝑡 (3.19)

onde 𝑡 = 𝑇, ..., 1. Por fim, o filtro de Kalman também nos permite calcular previsões,
uma vez que utilizamos a mesma metodologia como se observações restantes estivessem
faltando. O principal objetivo é gerar previsões para 𝑦1, ..., 𝑦𝑇 , denotadas como 𝑦𝑇 +𝑗 para
os prazos 𝑗 = 1, ..., 𝐽 ; Durbin e Koopman (2012) derivam as equações de previsão e chegam
ao resultado final com as equações apresentadas abaixo:

𝑎𝑇 +𝑗+1 = 𝑇𝑎𝑇 +𝑗 (3.20)
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𝑃 𝑇 +𝑗+1 = 𝑇𝑃 𝑇 +𝑗𝐿
′ +𝑅𝑄𝑅′ (3.21)

onde 𝑡 = 1, ..., 𝑇, 𝑣𝑇 +𝑗 = 0 e 𝐾𝑇 +𝑗 = 0.

3.4 Estimador de Máxima Verossimilhança
Uma vez que não sabemos os parâmetros do modelo ex ante, precisamos aplicar o

estimador de máxima verossimilhança. Assim, primeiramente precisamos de uma modelo
paramétrico, totalmente especificado através de função de probabilidade conjunta descrita
abaixo, assumindo erros independentes:

𝐿(𝑦, 𝜓) = 𝑝(𝑦1, ..., 𝑦𝑇 ) =
𝑇∏︁

𝑡=1
𝑝(𝑦𝑡) (3.22)

Avaliamos a função de verossimilhança Gaussiana de modelo de fatores latentes padrão
de Diebold e Li, sem as variáveis macroeconômicas utilizando a decomposição do erro
de predição da verossimilhança. A maximização da função de verossimilhança dada pela
equação abaixo é executada utilizando derivadas numéricas através da rotina BFGS
(Broyden-Fletcher-GoldFarb-Shanno), que é construída a partir do método de Newton
modificado, conforme descrito em Brinkhuis e Tikhomirov (2011). Como resultado, obtemos
o valores iniciais dos parâmetros utilizando o método de Diebold e Li (2006) em dois
estágios, para obtermos a matriz de transição inicial, inicializando todas as variâncias em
1.0, e inicializando 𝜆 conforme valor apresentado em Diebold e Li (2006). Na equação
apresentada abaixo, a forma logarítmica é utilizada de modo a simplificar o processo
de maximização. Essa metodologia não altera a solução, uma vez que a função é não
decrescente.

𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜓) = 𝑙𝑜𝑔𝑝(𝑦1, ..., 𝑦𝑇 ;𝜓) = −𝑇𝑝

2 𝑙𝑜𝑔(2𝜋) − 1
2

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑙𝑜𝑔|𝐹𝑡| + 𝑣′
𝑡𝐹

′
𝑡𝑣𝑡) (3.23)

onde 𝑣𝑡 é definido como na equação 3.5 e podemos interpretar como um vetor de erros de
predição. Uma vez que 𝐹𝑡 e 𝑣𝑡 são parte da saída do filtro de Kalman padrão para valores
dados de 𝜓, podemos obter a verossimilhança a partir do filtro através de rotina.

3.5 Filtro de Kalman Estendido
O filtro de Kalman Estendido é a versão não linear do Filtro de Kalman. Fulop

(2011) afirma que, mesmo que um modelo em finanças seja Normal, pode acontecer de
suas equações de medida e estado serem não lineares. Assim, utilizamos uma aproximação
linear, conforme Goodwin, para contornar essa limitação. Dessa forma, o filtro de Kalman
Estendido pode ser entendido como a linearização das equações de medida e estado, e em



Capítulo 3. Conceitos Teóricos 23

seguida, a aplicação do Filtro de Kalman Durbin e Koopman (2012). Considere o modelo
não-linear com as equações de transição e medição:

𝑦𝑡 = 𝑍𝑡(𝛼𝑡) + 𝜖𝑡 (3.24)

𝛼𝑡+1 = 𝑇𝑡(𝛼𝑡) + 𝜂𝑡 (3.25)

para 𝑡 = 1, ..., 𝑛, com 𝑍𝑡(𝛼𝑡) e 𝑇𝑡(𝛼𝑡) funções diferenciáveis de 𝛼𝑡, e os ruídos 𝜂𝑡 e 𝜖𝑡 sejam
ortogonais com média zero e matrizes de covariâncias 𝑄 e 𝐻. Analogamente ao Filtro de
Kalman, o filtro pe inicializado utilizando a média 𝛼𝑡+1 e a covariância 𝑃𝑡+1 do vetor de
estado. Considere que 𝑎𝑡 seja um estimador filtrado do estado 𝛼𝑡, com variância 𝑃𝑡, e 𝑎𝑡+1

seja o estimador de 𝛼𝑡+1 uma passo a frente, com 𝑃𝑡+1 sendo sua variância. Definimos

𝜕𝑍̇𝑡(𝛼𝑡)
𝜕𝛼′

𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼𝑡=𝑎𝑡

,
𝜕𝑇̇𝑡(𝛼𝑡)
𝜕𝛼′

𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼𝑡=𝑎𝑡

, (3.26)

Podemos então utilizar séries de Taylor para expandir as matrizes 𝑍𝑡(𝑎𝑡) e 𝑇𝑡(𝑎𝑡), centradas
no ponto 𝑎𝑡:

𝑍𝑡(𝛼𝑡) = 𝑍𝑡(𝑎𝑡) + 𝑍̇𝑡(𝛼𝑡 − 𝑎𝑡) + ... (3.27)

𝑇𝑡(𝛼𝑡) = 𝑇𝑡(𝑎𝑡) + 𝑇̇𝑡(𝛼𝑡 − 𝑎𝑡) + ... (3.28)

Substituindo essas expressões das equações (3.5) e (3.5), chegamos a um conjunto de
equações que constituem uma aproximação linear para o problema descrito acima.

𝑣𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝐸(𝑦𝑡|𝑌𝑡−1) = 𝑦𝑡 − 𝑍𝑎𝑡 (3.29)

𝐹𝑡 = 𝑉 𝑎𝑟(𝑣𝑡|𝑌𝑡−1) = 𝑍̇𝑅𝑡𝑍̇
′ +𝐻 (3.30)

𝑎𝑡|𝑡 = 𝑎𝑡 + 𝑃𝑡𝑍̇
′𝐹−1

𝑡 𝑣𝑡 (3.31)

𝑃𝑡|𝑡 = 𝑉 𝑎𝑟(𝛼𝑡|𝑌𝑡) = 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡𝑍̇
′𝐹−1

𝑡 𝑍̇𝑃𝑡 (3.32)

𝛼𝑡+1 = 𝑇𝑎𝑡|𝑡 + 𝑇𝑎𝑡 +𝐾𝑡𝑣𝑡 (3.33)

𝑃𝑡+1 = 𝑇̇𝑃 𝑇̇ ′ +𝑄 = 𝑇̇𝑃𝑡(𝑇̇ −𝐾𝑡𝑇̇ )′ +𝑄 (3.34)

Com o ganho de Kalman definido como 𝐾𝑡 = 𝑇̇𝑃𝑡𝑍̇
′𝐹−1

𝑡 . O filtro de Kalman clássico agora
pode ser aplicado seguindo o algoritmo de equações de atualização do tempo e de equações
de atualização das medições.
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4 Modelos Neo-Keynesianos de Pequeno
Porte

4.1 O modelo
O consenso dos novos keynesianos, relativamente à política monetária, consiste

num modelo dinâmico de equilíbrio geral. Esse tipo de modelo, desenvolvido, entre outros,
por King e Wolman (1996) e Goodfriend e King (1997), forma a espinha dorsal de um
grande conjunto de artigos de investigação sobre otimização da política monetária. Aqui
citamos como exemplo Clarida, Gali e Gertler (1999). O modelo é baseado na idéia de
regras de decisão com fundamentos microeconômicos, onde os consumidores maximizam
o seu bem estar sujeitos a restrição de orçamento, e as firmas maximizam o seu lucro,
sujeitas a rigidez nominal, caracterizando o ajustamento imperfeito dos preços no mercado
de bens. Por conveniência, os fundamentos microeconômicos do modelo e sua derivação
encontram-se no apêndice.

4.1.1 A equação IS

A curva de demanda agregada, também conhecida na literatura como curva IS,
reflete a utilidade que maximiza o consumo e a decisão de economia das famílias. Essa
curva expressa o hiato de produção, definido como o desvio percentual da produção do seu
estado natural (steady state) em função do hiato de produção futura esperada e do desvio
da taxa de juros real esperada do seu steady state. É uma curva prospectiva (forward
looking) e difere da curva IS tradicional porque ela é derivada do processo de maximização
intertemporal dos consumidores e das empresas. Em consequência, o consumo corrente
passa a depender da renda futura esperada, assim como da taxa de juros. A equação tem
a seguinte forma geral:

𝑦𝑡 = − 1
𝜎

(𝑖𝑡 − 𝐸𝑡(𝜋𝑡+1) − 𝑟𝑛
𝑡 ) + 𝐸𝑡(𝑦𝑡+1) (4.1)

onde 𝑟𝑛
𝑡 é a taxa de juros natural, dada por:

𝑟𝑛
𝑡 = 𝜌+ 𝜎𝜓𝑛

𝑦𝑎𝐸(Δ𝑎𝑡+1) (4.2)

em que
𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑌 𝑛

𝑡 : hiato da produção
𝑖𝑡: taxa de juros nominal
𝐸𝑡(𝜋𝑡+1): Expectativa da inflação no período 𝑡+ 1
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𝜎: medida para o nível absoluto de aversão ao risco
1
𝜎
: elasticidade de substituição intertemporal
𝑎𝑡+1: choque tecnológico
𝜓𝑛

𝑦𝑎 = 1+𝜑
(1−𝛼)+𝜑+𝛼

𝜑: elasticidade de Frisch
𝛼: capital share

4.1.2 A curva Phillips

A curva de oferta agregada, também conhecida na literatura como curva Phillips,
expressa a inflação como função do hiato do produto, da inflação futura esperada e choques
na oferta. A equação se parece com uma tradicional Curva de Phillips ampliada pelas
expectativas, mas é a expectativa de inflação futura que nela aparece, em oposição à inflação
corrente esperada. Isso significa que, em contraste com a curva de Phillips tradicional, não
há dependência da inflação passada, nem inércia na inflação. A forma geral da equação é:

𝜋𝑡 = 𝛽𝐸𝑡(𝜋𝑡+1) + 𝜅𝑦𝑡 + 𝑞𝑡 (4.3)

onde 𝜅 = 𝜆(𝜎 + 𝜑+𝛼
1−𝛼

) e 𝑦𝑡 = (𝑦𝑡 − 𝑌 𝑛
𝑡 ) representa o hiato do produto e 𝑞𝑡 são os fatores

não capturados pelas variáveis anteriores, que também influenciam na inflação.

4.1.3 A regra de política monetária (Regra de Taylor)

Utilizando essa modelagem, as variáveis não podem ser determinadas independen-
temente de uma regra de política monetária. Assim, o modelo é analisado utilizando uma
regra de Taylor simples, da forma abaixo:

𝑖𝑡 = 𝜌+ 𝜑𝜋𝜋𝑡 + 𝜑𝑦𝑦𝑡 + 𝑣𝑡 (4.4)

em que
𝜑𝜋: peso da inflação na regra de Taylor
𝜑𝑦: peso da produção na regra de Taylor
De acordo com essa regra, o Banco Central reage a desvios da taxa de inflação 𝜋𝑡 do seu
estado estacionário (steady state), que corresponde a meta de inflação do Banco Central,
e também reage a desvios do produto de seu steady state (hiato do produto), já que tal
situação leva a ajustes de preços longe da meta de inflação. Por fim, a equação também é
composta por um choque 𝑣𝑡 que representa um comportamento não-sistemático da taxa
de juros do Banco Central.
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4.1.4 As variáveis exógenas

Para as variáveis exógenas, todas seguem um processo AR(1)

𝑎𝑡 = 𝜌𝑎𝑎𝑡−1 + 𝜖𝑎 (4.5)

𝑣𝑡 = 𝜌𝑣𝑣𝑡−1 + 𝜖𝑣 (4.6)

𝑞𝑡 = 𝜌𝑞𝑞𝑡−1 + 𝜖𝑞 (4.7)

Onde 𝜖𝑎, 𝜖𝑣 e 𝜖𝑞 são variáveis aleatórias que seguem a distribuição normal com média zero
e desvio padrão 𝜎𝑎, 𝜎𝑣 e 𝜎𝑞, independentes e igualmente distribuídas.

4.2 Análise empírica
Nessa sessão, calibramos e estimamos os parâmetros estruturais do modelo utili-

zando dados da economia brasileira. Em seguida, utilizamos essas estimativas para calcular
funções resposta ao impulso, a fim de analisar os efeitos de choques estruturais nas variáveis
macroeconômicas dinâmicas.

4.2.1 Dados

Os dados utilizados são as séries mensais, de Setembro de 2002 a Dezembro de
2017 das seguintes variáveis:

∙ Índice de Produção Industrial

∙ Índice de Preços ao Consumidor Amplo

∙ Taxa Selic

Os dados foram obtidos do banco de dados ipeadata e do site do Banco Central do
Brasil. Como tratamento, todas as séries foram submetidas a ajustes para sazonalidade.
O componente de tendência para a produção industrial foi extraído utilizando o filtro de
Hodrick-Prescott, com o valor 𝜆 de 14400, padrão para dados mensais. As séries estão
expressas como desvios de sua média amostral.

4.2.2 Calibragem e Estimação Bayesiana

A inexistência de uma série de dados longa faz com que métodos econométricos
usuais, como o Método da Máxima Verossimilhança e dos Momento Generalizados, não
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apresentem resultados satisfatórios às estimações. Seguindo uma parte crescente da lite-
ratura empírica, usamos a abordagem bayesiana para estimar os parâmetros do modelo.
Canova (2011) afirma que a inferência bayesiana tem despontado como o instrumental mais
adequado ao problema, visto que esta supera os entraves decorrentes da singularidade nas
matrizes de covariância das variáveis endógenas, bem como aqueles advindos da incerteza
acerca do modelo efetivamente representar o processo gerador dos dados. Essa abordagem
pode ser considerada uma ponte entre a calibragem e o método da máxima verossimilhança.
A calibragem é vista na especificação das prioris, e a máxima verossimilhança, através
do processo de estimação baseado em confrontar o modelo com os dados. Deve-se ter em
mente que o método bayesiano não gera apenas uma estimativa para os parâmetros, e
sim distribuições posteriores a esses, e utilizamos essas distribuições para inferir acerca do
comportamento dos parâmetros.

Formalmente, um modelo Bayesiano consiste de uma distribuição conjunta dos dados
𝑌 e parâmetros 𝜃. Aqui, definimos a distribuição conjunta como 𝑝(𝑌, 𝜃). Essa distribuição
pode ser fatorada como uma distribuição do conjunto de dados dados os parâmetros, 𝑝(𝑌 |𝜃),
e uma distribuição a priori 𝑝(𝜃). A densidade 𝑝(𝑌 |𝜃), interpretada como uma função de
𝜃, é chamada de função de verossimilhança. A fim de transformar o modelo apresentado
anteriormente em um modelo Bayesiano, precisamos especificar uma distribuição de
probabilidade para as inovações dos choques exógenos, resolver as equações, desenvolver
um algoritmo para avaliar a função de verossimilhança e especificar a distribuição a priori.
Assumimos que os choques são normalmente distribuídos, e utilizaremos a solução do
modelo como equações de transição em uma representação de espaços de estado. As
equações de medição relacionam as variáveis de estado do modelo com as observações
das séries temporais coletadas. A avaliação da função de verossimilhança associada à
representação espaço estado do modelo requer um filtro que integre as variáveis de estado
do modelo. Ao assumirmos a normalidade nos choques exógenos, o problema de filtragem
é simplificado, e a função de verossimilhança pode ser avaliada com o filtro de Kalman.

A especificação das prioris para os parâmetros inicia-se com a seleção da forma
funcional mais adequada para a distribuição. Pode-se usar como guia, por exemplo,
o intervalo possível para os valores dos parâmetros. Assim, por exemplo, no caso de
parâmetros restritos a valores positivos, utiliza-se a distribuição gama inversa, a distribuição
beta para os parâmetros restritos a valores entre 0 e 1 e a distribuição normal para
parâmetros que não têm restrições em seus valores.

O método funciona da seguinte maneira: inicialmente assume-se uma distribuição
a priori com densidade 𝑝(𝜃) para o vetor 𝜃(𝜇, 𝜎, 𝜑) de parâmetros estruturais a serem
estimados, que resume as nossas crenças iniciais sobre a localização desses parâmetros,
isso é, toda a informação que temos além da base de dados 𝑌 𝑇 utilizada para a estimação.
Seguimos o procedimento usual de assumir que os parâmetros tem distribuições a priori
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independentes, de maneira que possamos especificar uma priori marginal para cada
parâmetro separadamente. Em seguida, a base de dados é utilizada para atualizar a
distribuição a priori de acordo com a regra de Bayes, dando origem a distribuição a
posteriori:

𝑝(𝜃|𝑌 𝑇 ) = 𝐿(𝜃|𝑌 𝑇 )𝑝(𝜃)
𝑝(𝑌 𝑇 ) (4.8)

onde 𝐿(𝜃|𝑌 𝑇 ) é a função de verossimilhança. Essa função é estimada via filtro de Kalman.
Com a função de verossimilhança e a especificação das prioris, é possível estimar a
distribuição a posteriori, que representa a probabilidade associada a diferentes valores do
parâmetro depois de observar os dados.

A determinação da posteriori envolve cálculo de integrais não triviais, e métodos
numéricos computacionalmente intensivos são necessários. Os métodos MCMC (Monte
Carlo em Cadeias de Markov) permitem esse cálculo. A idéia básica do método é construir
uma cadeia de Markov com espaço de estados no espaço paramétrico 𝜃, que é simples de
simular e cuja distribuição de equilíbrio seja dada exatamente pela distribuição a posteriori.
Um dos algoritmos utilizados para isso é o Metropolis-Hastings, que foi adotado neste
trabalho. A idéia por trás desse procedimento é simular uma cadeia de Markov que convirja
para a distribuição a posteriori. Por fim, computamos um resumo das estatísticas, a fim
de caracterizar a localização dos parâmetros estruturais. Denotamos por 𝑌 𝑇 o vetor de
variáveis observadas utilizado na estimação, que são proxies para as seguintes variáveis
endógenas do modelo: a produção 𝑦𝑡, a inflação 𝜋𝑡 e a taxa de juros nominal 𝑟𝑡. A base de
dados 𝑌 𝑇 é composta então por 𝑇 séries históricas das variáveis observadas.

4.2.3 Distribuições a Priori

As distribuições a priori refletem nossas crenças sobre os valores que os parâmetros
podem assumir. Grandes desvios padrões na distribuição a priori resultam em distribuições
difusas, o que significa que temos pouca informação além dos dados. Por outro lado,
pequenos desvios padrões na distribuição a priori significam que estamos confiantes que os
parâmetros tem valores ao redor de sua média. Grande parte de estudos anteriores para
estimar o modelo novo keynesiano através da abordagem bayesiana utiliza dados de países
desenvolvidos, que tem uma estabilidade macroeconômica muito maior do que a economia
brasileira. Assim, procuramos especificar prioris mais difusas que aquelas geralmente
encontradas na literatura, como forma de lidar com a incerteza sobre os parâmetros
brasileiros. Para definir a distribuição a priori de um dado parâmetro, duas escolhas são
necessárias: a distribuição paramétrica e os valores dos parâmetros dessa distribuição. Na
maioria dos casos, a escolha da distribuição está restrita pelo domínio em que os parâmetros
podem ter valores. Utilizamos a distribuição beta para os parâmetros no intervalo [0,1]. A
distribuição gamma inversa foi definida para para os desvios padrão dos choques. Como



Capítulo 4. Modelos Neo-Keynesianos de Pequeno Porte 29

essas variáveis assumem o valor zero no seu steady state, distribuições gamma inversa são
largamente utilizadas nesse tipo de modelo, pois incluem todo o conjunto de números
reais, dando um peso maior a valores próximos de zero. Para o parâmetro 𝜑𝜋 foi utilizada
a distribuição Normal.

A tabela a seguir traz um resumo das distribuições a priori

Parâmetro Descrição Distribuição Média Desvio Padrão

𝜃
Probabilidade de retenção
do preço antigo Beta 0,67 0,1

𝜑𝜋
Influência da inflação
na taxa de juros Normal 1,5 0,5

𝜑𝑦
Influência do hiato do
produto na taxa de juros Beta 0,12 0,01

𝜌𝑎
Persistência do choque
na oferta Beta 0,75 0,01

𝜌𝑣
Persistência do choque
na demanda Beta 0,75 0,01

𝜌𝑞
Persistência do choque
na política monetária Beta 0,25 0,01

𝜎𝑎
Desvio padrão
da variável exógena Gamma Inversa 0,03 4

𝜎𝑣
Desvio padrão
da variável exógena Gamma Inversa 0,03 4

𝜎𝑞
Desvio padrão
da variável exógena Gamma Inversa 0,03 4

Tabela 1 – Distribuições a Priori

Devido a limitação da base de dados, alguns parâmetros não podem ser estimados
com precisão suficiente, e assim, foram calibrados antes da estimação. Segundo Woodford
(2003), o valor escolhido para o parâmetro 𝜎 deve ser a unidade. O parâmetro 𝛽, chamado
de fator de desconto, é calibrado em 0,98, de modo a obtermos aproximadamente a média
histórica da taxa de juros nominal no seu 𝑠𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒, conforme Kanczuk (2004).

O processo de estimação dos parâmetros levou em conta 20 mil replicações do
algoritmo Metropolis-Hastings (MH), com cinco cadeias paralelas, e foi configurado o
parâmetro de escala em 0,8, para se obter a taxa de aceitação recomendada de 25% − 40%
(Griffoli (2007)). Se a taxa de aceitação é muito alta, as iterações do algorítmo nunca irão
visitar as caudas da distribuição, e se for muito baixa, as iterações ficarão presas em um
subespaço do intervalo do parâmetro.
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4.3 Resultados

4.3.1 Parâmetros Estimados

As distribuições a posteriori, assim como sua média, são apresentadas na tabela a
seguir.

Parâmetro Média Priori Média Posteriori Intervalo de Confiança
𝜃 0,670 0,670 0,653 - 0,686
𝜑𝜋 1,500 1,230 0,982 - 1,432
𝜑𝑦 0,120 0,126 0,110 - 0,141
𝜌𝑎 0,750 0,740 0,725 - 0,756
𝜌𝑣 0,750 0,746 0,732 - 0,760
𝜌𝑞 0,250 0,267 0,250 - 0,284
𝜎𝑎 0,030 0,021 0,018 - 0,024
𝜎𝑣 0,030 0,005 0,004 - 0,005
𝜎𝑞 0,030 0,007 0,006 - 0,008

Tabela 2 – Distribuições a Posteriori

A distribuição a posteriori do parâmetro de Calvo (𝜃) é bem próxima a sua priori,
tendo média de 0,670, o que implica uma duration média de preços de 3 meses. Para a
política monetária, o banco central reage 1.23 vezes mais a um desvio da inflação de seu
steady state (𝜙𝜋 = 1, 230), enquanto a resposta ao hiato do produto é limitada (𝜙𝑦 = 0, 126).
Na estimação dos choques, os choques na taxa de juros e tecnológico tem persistência
próximas, com coeficientes médios AR(1) de 0,74. O choque na inflação tem persistência
de de 0,26.

O teste diagnóstico de Metropolis-Hasting, proposto por Brooks e Gelman (1998),
representa a convergência geral e univariada dos valores estimados nas cadeias MH, sendo
considerado uma medida de estabilidade dos resultados. Os resultados, disponibilizados no
apêndice, indicam convergência satisfatória das séries. A idéia por trás desses gráficos é
que se os resultados de uma cadeia são sensíveis e o otimizador não fica preso em uma
área dos parâmetros, os resultados das iterações das simulações devem ser similares e
os resultados entre as cadeias devem convergir. As linhas vermelha e azul representam
medidas específicas dos vetores de parâmetros tanto dentro como entre cadeias. Para os
resultados serem sensíveis, devem ser relativamente constantes e devem convergir. Há três
medidas apresentadas nos gráficos:

∙ Interval - construída de um intervalo de confiança de 80% ao redor da média

∙ m2: medida de variância

∙ m3 - terceiro momento
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Em cada caso, são reportadas as medidas dentro e entre cadeias. O eixo horizontal
representa o número de iterações do Metropolis-Hastings e o eixo vertical a medida de
momento dos parâmetros.

4.3.2 Comparação com outros estudos

Aqui buscamos contribuir com o entendimento em relação a resposta da taxa de
juros básica brasileira aos agregados macroeconômicos. Assim, efetua-se um comparativo
entre os parâmetros estimados anteriormente e as estimativas de estudos relacionados.

Parâmetro Resultado Silveira Castro et al Silva e Portugal
(2008) (2011) (2011)

𝜑𝜋 1,230 1,450 2,430 1,650
𝜑𝑦 0,126 1,150 0,160 0,191

Tabela 3 – Parâmetros da política monetária brasileira: estimativas e estudos relacionados

As estimativas obtidas permitem concluir que o Banco Central do Brasil segue
uma política anti-inflacionária (𝜑𝜋 = 1, 230), o que está em linha com as diretrizes do
sistema de metas de inflação. As estimativas dos estudos selecionados vão de acordo com
essa conclusão. O valor estimado para o parâmetro de reação do produto (𝜑𝑦 = 0, 126),
coerente com os outros estudos, reflete um peso pequeno da hiato do produto nas taxas de
juros.

Também comparamos o resultado do modelo com os apresentados pelo Banco
Central do Brasil no Inflação (2013). O modelo agregado tem as seguintes equações:

∙ Curva de Phillips

𝜋𝐿
𝑡 =

∑︁
𝑖>0

𝛼1𝑖𝐸𝑡𝜋𝑡+𝑖 +
∑︁
𝑗>0

𝛼2𝑗𝜋𝑡−𝑗 +
∑︁
𝑘≥0

𝛼3𝑘𝜋
*
𝑡−𝑘 +

∑︁
𝑙>0

𝛼4𝑙ℎ𝑡−𝑙 +
∑︁
𝑚≥0

∑︁
𝑛

𝛼𝑛
5𝑚𝑍

𝜋,𝑛
𝑡−𝑚 + 𝜀𝑡

(4.9)
onde 𝜋𝐿

𝑡 é a inflação de preços livres do IPCA, 𝐸𝑡𝜋𝑡+𝑖 é a expectativa corrente acerca
da inflação 𝑖 trimestres a frente, 𝜋𝑡 é a infação externa medida pela variação do
índice CRB expresso em moeda nacional, ℎ𝑡 é uma medida do hiato do produto, 𝑍𝜋,𝑛

𝑡

é a variável de controle 𝑛 e 𝜀𝑡 é um termo de erro. Mais detalhes sobre as variáveis
de controle são encontradas no paper mencionado.

∙ Curva IS

ℎ𝑡 = 𝛽0 +
∑︁
𝑖>0

𝛽1𝑖ℎ𝑡−𝑖 +
∑︁
𝑗>0

𝛽2𝑗𝑟𝑡−𝑗 +
∑︁
𝑘>0

𝛽3𝑘Δ𝑠𝑢𝑝𝑡−𝑘 +
∑︁
𝑙≥0

𝛽4𝑙Δ𝑦*
𝑡−𝑙 +

∑︁
𝑚≥0

𝛽5𝑚Δℎ*
𝑡−𝑚 +𝑢𝑡

(4.10)
onde 𝑟𝑡 é a taxa de juros real, medida pela taxa de juros nominal swap pré-DI de
360 dias deflacionada pela expectativa de inflação relativa ao período de vigência do
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contrato de swap, Δ𝑠𝑢𝑝𝑡 é a variação do superavit primário estrutural, Δ𝑦*
𝑡 é a taxa

de crescimento do produto potencial mundial, Δℎ*
𝑡 é a variação do hiato do produto

mundial, e 𝑢𝑡 é um termo de erro.

∙ Equação da Curva de Juros

𝑆𝑤𝑝𝑡−𝑆𝑡 = 𝛾0+
∑︁
𝑖>0

(𝑆𝑤𝑝𝑡−𝑖−𝑆𝑡−𝑖)+𝛾2Δ𝐸𝑡𝜋
4
𝑡+3+

∑︁
𝑘>0

𝛾3𝑘Δℎ𝑡−𝑘+
∑︁
𝑚≥0

∑︁
𝑛

𝛾𝑛
4𝑚𝑍

𝑆𝑤𝑝,𝑛
𝑡−𝑚 +𝑣𝑡

(4.11)
onde 𝑆𝑤𝑝𝑡 é a taxa swap Pre-DI de 360 dias e 𝑆𝑡 é a taxa Selic, ambas nominais;
Δ𝐸𝑡𝜋

4
𝑡+3 é a variação da expectativa de inflação em 𝑡 para o período do contrato

de swap considerado; Δℎ𝑡 é a variação do hiato do produto; 𝑍𝑆𝑤𝑝,𝑛
𝑡−𝑚 corresponde às

variáveis de controle da equação (mais detalhes no paper mencionado) e 𝑣𝑡 é um
termo de erro.

Na figura abaixo, temos a resposta da inflação à política monetária para um choque
de 1 ponto percentual na taxa Selic, que perdura por quatro trimestres, com a trajetória
da Selic a partir do quinto trimestre seguindo uma regra de Taylor estimada pelo modelo
Castro et al. (2015). O efeito da taxa Selic nesse caso é contracionista sobre a demanda
agregada, o que tende a reduzir a inflação. Aqui, o efeito máximo ocorre cerca de dois
anos após o início da elevação da taxa de juros.

Figura 1 – Resposta da inflação à política monetária - fonte Banco Central do Brasil

Realizando a mesma simulação para o modelo proposto por esse trabalho, com o
choque de 1 ponto percentual na taxa Selic por quatro trimestres, obtemos a FRI abaixo:

Observa-se o mesmo efeito contracionista apresentado acima. Da mesma forma que
acontece no modelo do Banco Central do Brasil, o efeito máximo ocorre cerca de 24 meses
após o início da elevação da taxa de juros. Após o choque, a inflação volta ao seu estado
inicial cerca de 33 meses depois.
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Figura 2 – Resposta da inflação à política monetária - dados mensais - modelo próprio

4.3.3 Análise das funções resposta ao impulso

O mecanismo pelo qual inovações aleatórias mudam dadas variações nas variáveis
endógenas pode ser ilustrado pelas funções resposta ao impulso (FRI). Cada FRI isola
o impacto de um choque particular na economia. Para entendermos as flutuações das
variáveis macroeconômicas capturadas neste modelo, três choques serão considerados.

∙ Choque tecnológico

∙ Choque na política monetária

∙ Choque na inflação

4.3.3.1 Resposta ao impulso de um choque na política monetária

A figura abaixo representa a função resposta ao impulso de um choque contracionista
na política monetária e seu intervalo de confiança Bayesiano a 90%. A bandas de confiança
aparentam estar muito próximas, indicando significância estatística das FRI. O choque
(𝑣 = 0.25) corresponde a um aumento de 1,12 basis points na taxa de juros. O aumento
na taxa de juros impacta a expectativa da taxa de juros real futura. Esse efeito impacta
negativamente a produção. Como consequência, a demanda por emprego diminui, o que
diminui os salários, e assim, as firmas começam a cortar os preços, diminuindo a inflação.
Como o nível natural da produção não reage ao choque na política monetária, a diminuição
do produto é igual a dinâmica do hiato da produção. Para apoiar o aumento da taxa
de juros, o banco central deve diminuir a oferta de dinheiro, apresentando assim um
efeito na liquidez. Como resultado do choque na política monetária, o nível de emprego
diminui. Finalmente, notamos também o efeito do aumento dos juros no crescimento da
economia (m_growth). Aqui, o juro deve ser visto como um prêmio pago às pessoas para
que elas deixem de consumir no presente. Quanto maior os juros, mais pessoas estarão
dispostas a deixar de consumir para guardar o dinheiro, aplicado à uma taxa mais elevada,
e utilizá-lo no futuro. Dessa maneira, a alta do juro prejudica a economia, inibindo o
consumo presente.
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Figura 3 – Função resposta ao impulso para um choque na política monetária

4.3.3.2 Resposta ao impulso de um choque tecnológico

As funções resposta ao impulso de um choque tecnológico estão apresentadas na
figura abaixo. Um choque tecnológico positivo leva um uma diminuição persistente na
inflação e no hiato da produção. A diminuição no hiato da produção é devido ao maior
aumento do nível natural do produto em relação a produção real. Como resultado de um
hiato de produção negativo, o banco central diminui as taxas de juros real e nominal, e
ao mesmo tempo aumenta a oferta de dinheiro. O choque tecnológico também diminui o
nível natural dos juros e do emprego.

Figura 4 – Função resposta ao impulso para um choque tecnológico
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4.3.3.3 Resposta ao impulso de um choque na inflação

As funções resposta ao impulso de um choque na inflação estão nos gráficos abaixo.
O aumento na inflação determina que o banco central aumente as taxas de juros e diminua
a oferta de dinheiro (o banco central se preocupa mais com a inflação do que com o hiato
da produção). O aumento na taxa de juros leva a um hiato de produção negativo, e a uma
diminuição no emprego.

Figura 5 – Função resposta ao impulso para um choque na inflação
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5 O Modelo Nelson-Siegel Dinâmico

5.1 O Modelo
Este capítulo apresenta as principais características do modelo utilizado em nossa

análise. Construímos primeiramente a representação do modelo original de Nelson-Siegel,
e em seguida apresentamos a interpretação dinâmica introduzida por Diebold e Li (2006).
Finalmente, apresentamos a forma espaço-estado.

5.1.1 Modelos de Fatores

Ao modelar a curva de juros, a primeiro problema que encontramos é como resumir
toda a informação que temos em relação aos dados. Os modelos de fatores apresentam uma
maneira conveniente de resumir os dados, através de uma pequena quantidade de variáveis,
denominadas fatores. Dessa maneira, preços de diferentes vencimentos são relacionados
aos fatores através dos respectivos pesos (loadings).

5.1.2 A Representação de Nelson-Siegel

O modelo original de Nelson-Siegel é definido pela equação a seguir, baseada em
três componentes exponenciais

𝑦𝑡(𝜏) = 𝛽1𝑡 + 𝛽2𝑡

(︃
1 − 𝑒−𝜆𝑡𝜏

𝜆𝑡𝜏

)︃
+ 𝛽3𝑡

(︃
1 − 𝑒−𝜆𝑡𝜏

𝜆𝑡𝜏
− 𝑒−𝜆𝑡𝜏

)︃
(5.1)

onde 𝑦(𝑡) é o conjuntos de yields, 𝑡 é o vencimento, em meses, 𝛽1𝑡, 𝛽2𝑡, 𝛽3𝑡 e 𝜆𝑡 são
os parâmetros do modelo. O loading no fator de nível 𝛽1𝑡 é igual a 1, constante que não
diminui até 0 ao longo do tempo, tem efeito igual em todos os vencimentos. Pode ser visto
como o fator de longo prazo. O loading no fator de inclinação 𝛽2𝑡 é uma função que começa
em 1, mas decai monotonicamente e rapidamente para 0. Dessa maneira, tem maior peso
em vencimentos curtos, com o decaimento exponencial influenciando os vencimentos longos.
A taxa de decaimento do coeficiente 𝛽2𝑡 é determinada pelo coeficiente 𝜆𝑡. Valores baixos
de 𝜆𝑡 geram decaimento mais lento e levam a um melhor ajuste da curva nos vencimentos
longos, enquanto valores mais altos de 𝜆𝑡 levam a um rápido decaimento e se ajustam
melhor ao curto prazo. O loading no fator curvatura 𝛽3𝑡 é uma função que inicia no 0,
então aumenta, e depois diminui gradativamente até 0 novamente. Assim, o peso maior
é alcançado nos vencimentos de médio prazo e sua localização exata é determinada pelo
coeficiente 𝜆𝑡.



Capítulo 5. O Modelo Nelson-Siegel Dinâmico 37

5.1.3 Representação Dinâmica de Diebold-Li

Conforme Diebold & Li introduziram em seu trabalho, o modelo de Nelson-Siegel
pode ser interpretado de uma maneira dinâmica como um modelo de fatores latentes, onde
𝛽1𝑡, 𝛽2𝑡 e 𝛽3𝑡 são os fatores nível, inclinação e curvatura, variantes no tempo, multiplicados
pelos loadings dos fatores. Essa interpretação pode ser justificada de forma intuitiva. Um
aumento em 𝛽1𝑡 aumenta todas as yields igualmente em todos os vencimentos, alterando,
assim, o nível da curva de juros. O fator de curto prazo 𝛽2𝑡 é ligado a inclinação, definida
pelos autores como a yield de 3 meses menos a yield de 10 anos 𝑦𝑡(3) − 𝑦𝑡(120) =
−0.78𝛽2𝑡 +0.06𝛽3𝑡. Isso implica que um aumento em 𝛽1𝑡 aumenta as yields mais curtas mais
do que as longas, uma vez que no curto prazo o 𝛽2𝑡 é mais pesado, e assim, muda a inclinação.
A taxa instantâneta 𝑦(0) depende dos dois, nível e inclinação, pois 𝑦(0) = 𝛽1𝑡 + 𝛽2𝑡 O fator
de médio prazo 𝛽3𝑡, correspondente à curvatura, que os autores definem como duas vezes
a yield de 2 anos menos a soma das yields de 3 anos e 3 meses 2𝑦𝑡(24) − 𝑦𝑡(3) − 𝑦𝑡(120) =
0.00053𝛽2𝑡 + 0.37𝛽3𝑡. Assim, um aumento em 𝛽3𝑡 tem pouco efeito nos curto e longo
prazo. No entanto, aumenta as taxas do médio prazo de forma mais pesada, e como
consequência, aumenta a curvatura da curva de juros. A representação do modelo dinâmico
de Nelson-Siegel segue a seguinte equação:

𝑦𝑡(𝜏) = 𝐿𝑡 + 𝑆𝑡

(︃
1 − 𝑒−𝜆𝑡𝜏

𝜆𝑡𝜏

)︃
+ 𝐶𝑡

(︃
1 − 𝑒−𝜆𝑡𝜏

𝜆𝑡𝜏
− 𝑒−𝜆𝑡𝜏

)︃
(5.2)

Conforme Dieboldi & Li (2006), essa estrutura é consistente com os mais importantes
fatos estilizados de finanças, sendo adequada o suficiente para ajustar uma variedade
de tipos de curvas de juros e seus diferentes formatos, incluindo curvas flat, crescente,
decrescente, em formato de sino, e sino invertido.

5.1.4 Representação em Espaço Estado

No caso dos movimentos dinâmicos do nível, inclinação e curvatura, variantes no
tempo, seguirem um processo vetorial autorregressivo de primeira ordem AR(1), a equação
anterior imediatamente forma um sistema espaço estado Gaussiano.

𝛼𝑡+1 = 𝑇𝑡𝛼𝑡 +𝑅𝑡𝜂𝑡 (5.3)

𝑦𝑡 = 𝑍𝑡𝛼𝑡 + 𝜖𝑡 (5.4)

𝑡 = 1, ..., 𝑇 (5.5)

𝜖𝑡 ∼ 𝑁(0, 𝐻𝑡) (5.6)
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𝜂 ∼ 𝑁(0, 𝑄𝑡) (5.7)

𝛼1 ∼ 𝑁(𝑎1, 𝑝1) (5.8)

A equação 3 é chamada de equação de transição e a equação 4 é a equação de
medida. Nessa estrutura de espaços de estado, 𝑦𝑡 representa um vetor (p x 1) de taxas
observadas de 𝑝 vencimentos diferentes, no qual a evolução ao longo do tempo pode ser
caracterizada pelo vetor de estado 𝛼𝑡 de dimensão (m x 1). Esse vetor de estado contém
processos estacásticos não observáveis e efeitos fixos desconhecidos. 𝑍𝑡 é uma matriz (p
x m) dos loadings dos fatores, 𝑇𝑡 é a matriz de transição (m x m) e 𝑅𝑡 é uma matriz
identidade (m x m). Assumimos que o vetor de estado inicial 𝛼1 seja aleatório com média
𝑎 e matriz de variância 𝑃 . Os valores iniciais são coletados em uma matriz (m x 1) definida
pela equação

∑︁
=
⎡⎣𝑃1

𝑎1

⎤⎦ (5.9)

Para a otimização por mínimos quadrados via filtro de Kalman, assumimos que os
vetores 𝜂𝑡 (r x 1) e 𝜖𝑡 (p x 1) possuem não correlação serial, erros normalmente distribuídos
com média 0 e matrizes de covariância positivas definidas 𝑄𝑡 e 𝐻𝑡 de dimensões (r x r) e
(p x p), respectivamente, conforme abaixo:

𝐸(𝜂𝑡𝜂
′

𝜏 ) =

⎧⎨⎩𝑄𝑡, se 𝑡 = 𝜏

0, caso contrário
(5.10)

𝐸(𝜖𝑡𝜖
′

𝜏 ) =

⎧⎨⎩𝐻𝑡, se 𝑡 = 𝜏

0, caso contrário
(5.11)

Podemos representar as condições acima através da seguinte notação:⎛⎝𝜂𝑡

𝜖𝑡

⎞⎠ =
⎡⎣⎛⎝0

0

⎞⎠⎛⎝𝑄 0
0 𝐻

⎞⎠⎤⎦ (5.12)

onde 𝑡 = 1, ..., 𝑇 .

Assumimos também que as inovações são independentes do vetor de estado inicial
𝛼1, conforme abaixo:

𝐸(𝜂𝑡𝛼1) = 0 (5.13)

𝐸(𝜖𝑡𝛼1) = 0 (5.14)
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onde 𝑡 = 1, ..., 𝑇 .

Nessa representação, consideramos que a matriz 𝐻𝑡 é diagonal, implicando que
os desvios das taxas de juros de vários vencimentos para a curva de juros são não
correlacionados, e que a matriz 𝑄𝑡 é não diagonal, permitindo que os choques nos três
coeficientes sejam não correlacionados. Podemos resumir as equações de transição e de
medida em uma relação única

⎡⎣𝛼𝑡+1

𝑦𝑡

⎤⎦ = Φ𝑡 + 𝜐𝑡 (5.15)

onde

Φ𝑡 =
⎡⎣𝑇𝑡

𝑍𝑡

⎤⎦ (5.16)

𝜐𝑡 =
⎡⎣𝑅𝑡𝜂𝑡

𝜖𝑡

⎤⎦ , 𝜐𝑡 ∼ 𝑁(0,Ω𝑡) (5.17)

Ω𝑡 =
⎡⎣𝑄𝑡 0

0 𝐻𝑡

⎤⎦ , 𝑡 = 1, ..., 𝑇 (5.18)

Com a representação acima, podemos reescrever a equação de transição que governa
a dinâmica do vetor de estado na forma apresentada abaixo:

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐿𝑡 − 𝜇𝐿

𝑆𝑡 − 𝜇𝑆

𝐶𝑡 − 𝜇𝐶

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎13

𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐿𝑡−1 − 𝜇𝐿

𝑆𝑡−1 − 𝜇𝑆

𝐶𝑡−1 − 𝜇𝐶

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜂𝑡(𝐿)
𝜂𝑡(𝑆)
𝜂𝑡(𝐶)

⎞⎟⎟⎟⎠ (5.19)

onde 𝑡 = 1, ..., 𝑇 . Em seguida, podemos relacionar o conjunto de 𝑝 taxas de juros (yields)
com os três fatores não observáveis, utilizando a equação de medida:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦𝑡(𝜏1)
𝑦𝑡(𝜏2)
...

𝑦𝑡(𝜏𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1−𝑒−𝜆1𝜏

𝜆1𝜏
1−𝑒−𝜆1𝜏

𝜆1𝜏
− 𝑒−𝜆1𝜏

1 1−𝑒−𝜆2𝜏

𝜆2𝜏
1−𝑒−𝜆2𝜏

𝜆2𝜏
− 𝑒−𝜆2𝜏

...

1 1−𝑒−𝜆𝑝𝜏

𝜆𝑝𝜏
1−𝑒−𝜆𝑝𝜏

𝜆𝑝𝜏
− 𝑒−𝜆𝑝𝜏

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐿𝑡

𝑆𝑡

𝐶𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜖𝑡(𝜏1)
𝜖𝑡(𝜏2)
...

𝜖𝑡(𝜏𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.20)

onde 𝑡 = 1, ..., 𝑇 . A equação de medida 20 relaciona o vetor de observações 𝑦𝑡 em termos
do vetor de estado 𝛼𝑡 e do vetor de erros 𝜖𝑡. Por fim, de forma a deixar a modelagem mais
clara, podemos expressar o sistema espaço-estado através de notação matricial, utilizando
as equações abaixo:

(𝛼𝑡 − 𝜇) = 𝑍(𝛼𝑡−1 − 𝜇) − 𝜂𝑡 (5.21)
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𝑦𝑡 = 𝑇𝛼𝑡 + 𝜖𝑡 (5.22)

onde 𝑡 = 1, ..., 𝑇 .

Na modelagem de Nelson-Siegel em uma estrutura de espaço-estado duas metodo-
logias podem ser utilizadas para a estimação dos parâmetros e fatores latentes, conforme
Diebold and Li (2006) e Diebold et al. (2006). A primeira é baseada em dois estágios e
considerada ineficiente, pois desconsidera a incerteza que é herdada do primeiro estágio no
estágio seguinte. Nesse método, assume-se que o parâmetro de decaimento é constante, e
assim, a equação de medida torna-se linear e pode ser estimada via mínimos quadrados
ordinários. No segundo estágio, a dinâmica temporal dos parâmetros é especificada e
estimada através de um processo AR(1) ou VAR(1). Na segunda abordagem, estima-se o
modelo através de máxima verossimilhança em um único estágio, utilizando o filtro de
Kalman, e fornecendo estimativas eficientes para os parâmetros e estimativas suavizadas
para os fatores não observados. O procedimento utiliza o filtro de Kalman para construir
a função de verossimilhança, que então é maximizada para se obter as estimativas dos pa-
râmetros. Essa abordagem não incorre no problema apresentado anteriormente de herança
da incerteza do primeiro estagio e assim, produz estimativas eficientes dos parâmetros.
Nessa modelagem, o parâmetro de decaimento não precisa ser calibrado, e é estimado
conjuntamente com as equações de medida e estado.

5.2 Dados e Metodologia
Na seção anterior demonstramos o modelo de Diebold e Li na forma de espaços de

estado, com um VAR(1) para a equação de transição, modelando a dinâmica dos fatores,
e uma equação de medida linear que relaciona as yields observadas com o vetor de estado.

Utilizamos dados mensais do contrato de DI futuro. Esses dados foram gerados
a partir da série diária, no período de Setembro de 2002 até Dezembro de 2017. Foram
utilizadas observaçãoes referentes ao último dia útil dos meses correspondentes e, por fim,
foi realizada a interpolação das observaçãoes por Cubic Spline para os vencimentos fixos
de 1, 2, 3, 6, 12, 24 e 36 meses.

A tabela abaixo apresenta as estatísticas descritivas da série de DI futuro observada:

Observa-se na tabela acima que a correlação de primeira ordem é bastante elevada,
porém diminui ao longo dos vencimentos. A décima segunda defasagem ainda apresenta
valores menor representativos de correlação.
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Vencimento Média Máximo Mínimo Dp 𝜌(1) 𝜌(12)
1M 13,07 26,75 6,9 4,37 0,98 0,46
2M 13,07 27,19 6,82 4,41 0,98 0,45
3M 13,1 27,45 6,77 4,44 0,98 0,44
6M 13,14 28,13 6,66 4,49 0,97 0,42
12M 13,29 31,27 6,87 4,64 0,96 0,39
24M 13,69 36,62 7,7 4,97 0,94 0,33
36M 13,89 35,83 8,09 4,91 0,94 0,34

Tabela 4 – Estatísticas Descritivas das Séries Observadas

5.3 Estimação dos Parâmetros

5.3.1 Estimação em dois estágios

Esse procedimento foi apresentado em Caldeira, Moura e Santos (2012). Aqui,
para um determinado 𝜆 calibrado, aplica-se o método dos mínimos quadrados ordinários
(MQO) para a obtenção das séries temporais dos fatores latentes e os erros de medidas.
Em seguida, também utilizando o MQO, estima-se os parâmetros através de um modelo
VAR sobre as séries dos fatores latentes, e assim obtém-se os erros de estado. Para
calibrar 𝜆, utilizamos a técnica proposta por Caldeira, Moura e Santos (2012). A escolha
do parâmetro de decaimento foi feita de forma a minimizar a diferença entre as taxas
obtidas no modelo de Nelson-Siegel e os valores observados. Assim, o lambda encontrado
(𝜆 = 0, 049) correspondente ao loading do fator relativo à curvatura assume valor máximo
para vencimentos de aproximadamente 36 meses.

Figura 6 – Soma dos erros quadráticos médios - Lambda

5.3.2 Estimação via Máxima Verossimilhança e Filtro de Kalman

Esse procedimento foi introduzido em Diebold e Li (2006). Estima-se os parâmetros
simultaneamente, via máxima verossimilhança através do algorítmo do filtro de Kalman.
A minimização do logarítmo da função de verossimilhança foi obtida pelo método quasi-
Newton, que atualiza a matriz Hessiana utilizando o método BFGS. Para a nossa análise,
utilizamos como valores iniciais para o filtro de Kalman os valores obtidos pela estimação
em dois estágios do método Diebold e Li (2006).
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5.4 Resultados
Podemos verificar numa primeira inspeção visual que o ajuste do modelo pode

replicar vários formatos da curva de juros. A figura abaixo mostra as taxas observadas e
as taxas ajustadas pelos parâmetros do modelo, para quatro datas distintas.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 7 – Yields observadas x Yields estimadas: (a) 31/01/2003; (b) 29/12/2003; (c)
30/04/2004; e, (d) 30/03/2005.

Apresentamos inicialmente a análise de componentes principais realizada. O re-
sultado dessa análise é um conjunto de séries que servirão como aproximação para nível,
inclinação e curvatura obtidos pelo modelo dinâmico de Nelson-Siegel.

Componente Proporcional Acumulativa
1 95,80% 95,80%
2 3,87% 99,67%
3 0,27% 99,94%
4 0,06% 100,00%

Tabela 5 – Análise de Componentes Principais

Conforme a tabela acima, nota-se que os dois primeiros componentes principais
explicam praticamente toda a variabilidade de informação contida nas taxas de juros da
amostra. Os terceiro e quarto componentes pouco acrescentam ao percentual de informação.
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5.4.1 Comparação dos Resultados

Abaixo apresentamos os parâmetros estimados e as médias dos fatores, através da
matriz 𝑇𝑡 da equação de transição, para ambos os modelos.

L𝑡−1 S𝑡−1 C𝑡−1 𝜇

L𝑡 0,90 -0,12 0,06 14,92
(SE) (0,02) (0,02) (0,03) (1,70)

S𝑡 0,09 1,01 0,05 -2,90
(SE) (0,02) (0,02) (0,03) (1,53)

C𝑡 -0,01 -0,02 0,92 -2,46
(SE) (0,03) (0,04) (0,04) (1,47)

Tabela 6 – Parâmetros Estimados - Modelo de Espaço de Estados

Os parâmetros em negrito na tabela acima são estatisticamente significantes ao nível
de 5%. Os elementos da diagonal indicam alta persistência da dinâmica dos fatores latentes
de nível, inclinação e curvatura. O coeficiente de inclinação tem a maior persistência,
próxima de 100%, enquanto nível apresenta persistência de 90% e curvatura, 92%. Os
erros padrões de todos os valores estimados são mostrados nos parênteses abaixo. A última
coluna da tabela apresenta as estimativas para a média dos três fatores.

L𝑡−1 S𝑡−1 C𝑡−1 𝜇

L𝑡 1,05 0,26 0,09 15,69
(SE) (0,41) (0,035) (0,13) (0,92)

S𝑡 -0,05 0,71 -0,04 -2,67
(SE) (0,32) (0,69) (0,17) (1,53)

C𝑡 -0,32 -0,40 0,76 -1,77
(SE) (0,28) (0,19) (0,54) (1,01)

Tabela 7 – Parâmetros Estimados - Modelo dois Estágios

Já para a modelagem em dois estágios, os valores da diagonal da matriz T apresen-
tam persistência menor do que no caso anterior.

No que diz respeito à matriz de covariância 𝑄, os resultados indicam que a vola-
tilidade do choque de transição aumenta conforme passamos do nível para a curvatura.
Entretando, não podemos interpretar a magnitude das variâncias diretamente. O fator nível
possui loadings iguais a 1 em todos os vencimentos, e assim sua variância é relativamente
menor que dos fatores inclinação e curvatura, embora o nível efetivamente capture a maior
porção da variação dos dados.
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𝑄(𝑑𝑖𝑎𝑔) =

⎛⎜⎝1, 24 (0, 18)
0, 31 (0, 29)
1, 78 (0, 35)

⎞⎟⎠ (5.23)

5.1 – Matrix de covariância Q - Modelo de Espaços de Estado

𝑄(𝑑𝑖𝑎𝑔) =

⎛⎜⎝1, 55 (0, 45)
1, 67 (0, 99)
4, 13 (1, 16)

⎞⎟⎠ (5.24)

5.2 – Matrix de covariância Q - Modelo em Dois Estágios

No caso da modelagem via filtro de Kalman, o 𝜆 estimado é de 0,1332, e o loading
do fator relativo à curvatura assume valor máximo para vencimentos de aproximadamente
13 meses. A figura abaixo mostra os loadings dos fatores nível, inclinação e curvatura,
obtidos a partir do 𝜆 estimado.

Figura 8 – Loadings dos Fatores (𝜆 = 0, 1332)

Utilizamos o suavizador de Kalman para obter estimativas filtradas dos três fatores.
Na figura abaixo, mostramos em um mesmo gráfico os três fatores estimados juntos, como
forma de comparação. Conforme apresentado anteriormente, o fatores apresentam alta
persistência. O nível é sempre positivo, apresentando média ao redor de 14%. Já os fatores
de inclinação e curvatura assumem valores tanto positivos quanto negativos.

Para a estimativa em dois estágios, o gráfico é apresentado abaixo:

Uma vez que estimamos os estados, podemos comparar individualmente os fatores
derivados das duas modelagens, e compará-los com a proxy empírica para as variáveis nível,
inclinação e curvatura. Análogo a Diebold e Li (2006), utilizamos as fórmulas numéricas a
seguir para a obtenção das proxies:

Proxy para Nível = (𝑣(1) + 𝑣(12) + 𝑣(36)
3 (5.25)
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Figura 9 – Estimativas de nível, inclinação e curvatura - Modelo de Espaços de Estado

Figura 10 – Estimativas de nível, inclinação e curvatura - Modelo em Dois Estágios

Proxy para Inclinação = −(𝑣(36) − 𝑣(1)) (5.26)

Proxy para Curvatura = 2𝑣(12) − (𝑣(1) + 𝑣(36)) (5.27)

Figura 11 – Estimativas de nível e proxy empírica
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onde 𝑣(1) é a série de taxas de juros com vencimento em três meses, e assim por
diante.

O fator nível apresenta diminuição gradual no período observado, com um decai-
mento maior durante 2002, e algumas outras quedas desde o início de 2007. Observa-se
elevada semelhança entre a série estimada pelo modelo de espaço de estado e sua proxy
empírica. Calculando a correlação, obtivemos o valor de 92%, valor relevante que pode
validar a interpretação da série estimada como nível.

Figura 12 – Estimativas de inclinação e proxy empírica

Comparando a série de inclinação estimada pelo modelo de espaço de estado e sua
proxy empírica, encontramos correlação de 96%.

Figura 13 – Estimativas de curvatura e proxy empírica

Comparamos a série e curvatura estimada pelo modelo de espaço de estado com sua
proxy empírica. Aqui, não é visível a relação entre as duas séries. Apresentam correlação
de 14%. Esse valor não suporta o argumento de interpretação como curvatura. Podemos
notar que parece haver uma relação entre os fatores estimados para inclinação e curvatura.
Diebold, Rudebusch e Aruoba (2006) sugerem em sua análise que esses dois fatores estão
relacionados as frequências dos ciclos econômicos.

Essa análise vai de encontro com os resultados obtidos via Componentes Principais,
em que o primeiro e segundo componentes explicam mais de 99% da variabilidade da
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amostra.

Numa última análise, examinamos a tabela abaixo, que apresenta as médias e os
desvios padrões dos resíduos da equação de medida das duas abordagens. Os resultados
estão expressos em 𝑏𝑎𝑠𝑖𝑠𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠.

SSM 2 estágios
Vencimento Média D.P Média D.P.

1M -0,5238 10,5230 2,5027 10,1262

2M -0,7316 3,8846 -0,0309 6,7196

3M 0,9919 4,3284 0,0505 6,7603

6M 0,0230 1,7280 -2,9583 13,0746

12M -1,7800 9,0986 -2,8980 12,2247

24M 4,0345 22,8192 6,1570 20,9629

36M 0,3367 48,6477 -2,8231 9,5902

Tabela 8 – Parâmetros Estimados

Um exame da tabela acima revela que, embora o SSM nem sempre seja melhor do que
a abordagem em dois estágios em todos os prazos, ele fornece um ajuste significativamente
melhor na maioria dos vencimentos intermediários, de 2 a 12 meses.

Finalmente, apresentamos a evolução do parâmetro lambda, até convergir para
0.1332

Figura 14 – Lambda - Evolução
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6 Modelo Integrado

6.1 O Modelo
A versão extendida do modelo de fatores latentes de Diebold e Li (2006) tem como

vantagem a habilidade do nível, inclinação e curvatura fornecerem boa representação da
curva de juros e relaciona esses fatores com indicadores macroeconômicos escolhidos. De
maneira similar a Diebold, Rudebusch e Aruoba (2006), incorporamos três variáveis como
medidas da economia:

∙ Índice de Produção Industrial

∙ Índice de Preços ao Consumidor Amplo

∙ Taxa Selic

Os dados foram obtidos do banco de dados ipeadata e do site do Banco Central do
Brasil. Como tratamento, todas as séries foram submetidas a ajustes para sazonalidade.
O componente de tendência para a produção industrial foi extraído utilizando o filtro de
Hodrick-Prescott, com o valor 𝜆 de 1600, padrão para dados trimestrais. As séries estão
expressas como desvios de sua média amostral. A extensão do modelo de fatores latentes
sem fatores macroeconômicos adiciona as três variáveis macroeconômicas ao conjunto de
variáveis de estado e substitui o estado inicial e as equações de medida, conforme equações
abaixo:

(𝛼′
𝑡 − 𝜇) = 𝑍𝑡(𝛼′

𝑡−1 − 𝜇) + 𝜂𝑡 (6.1)

𝑦𝑡 = 𝑇𝑡𝛼
′
𝑡 + 𝜖𝑡 (6.2)

onde 𝑡 = 1, ..., 𝑇, 𝛼′
𝑡 = (𝐿𝑡, 𝑆𝑡, 𝐶𝑡, 𝐶𝑈𝑡, 𝐼𝑅𝑡, 𝐼𝑁𝐹𝐿𝑡) e as dimensões de 𝑍𝑡, 𝜇𝑡, 𝜂𝑡 e 𝑄𝑡 são

aumentadas da forma original de maneira apropriada. De maneira similar ao modelo
padrão sem fatores macroeconômicos, o sistema de equações no modelo extendido ainda
assume não diagonalidade da matriz 𝑄𝑡, e diagonalidade da matriz 𝐻𝑡.⎛⎝𝜂𝑡

𝜖𝑡

⎞⎠ ∼

⎡⎣⎛⎝0
0

⎞⎠⎛⎝𝑄 0
0 𝐻

⎞⎠⎤⎦ (6.3)

Como no caso do modelo base, ambas as equações podem ser capturadas por uma equação
única, descrita abaixo: ⎡⎣𝛼′

𝑡

𝑦𝑡

⎤⎦ = Φ𝑡𝛼
′
𝑡 + 𝛿𝑡 + 𝑣𝑡 (6.4)
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onde 𝑡 = 1, ..., 𝑇 . Nessa interpretação extendida do modelo dinâmico de Nelson-Siegel
original, a matrix Φ𝑡 tem uma estrutura mais complicada a fim de capturar todas as
relações necessárias entre nível, inclinação e curvatura e as variáveis macroeconômicas
mencionadas anteriormente. A estrutura da matriz Φ𝑡 é apresentada abaixo:

Φ𝑡 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑇𝑡 0 𝑀𝑡

(3𝑥3) (3𝑥3) (3𝑥9)
0 𝐼 0

(9𝑥3) (9𝑥3) (9𝑥9)
𝑍𝑡 −𝑍𝑡 0

(𝑚𝑥3) (𝑚𝑥3) 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(6.5)

Na equação 6.7 𝑇𝑡 é a matriz de transição (3𝑥3 que captura a persistência do nível,
inclinação e curvatura como também as correlações entre os fatores estimados. 𝑍𝑡 é a
matriz (𝑚𝑥3 dos loading dos fatores descritos acima. 𝐼 é a matriz unitária. As dimensões
das matrizes mencionadas estão entre parênteses, com 𝑚 sendo o número de vencimentos
das taxas. A matriz variante no tempo 𝑀𝑡 de dimensão (3𝑥9) na qual carregamos os dados
macroeconômicos, conforme abaixo:

𝑀𝑡 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶𝑈𝑡 0 0 𝐼𝑅𝑡 0 0 𝐼𝑁𝐹𝐿𝑡 0 0

0 𝐶𝑈𝑡 0 0 𝐼𝑅𝑡 0 0 𝐼𝑁𝐹𝐿𝑡 0
0 0 𝐶𝑈𝑡 0 0 𝐼𝑅𝑡 0 0 𝐼𝑁𝐿𝐹𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ (6.6)

A multiplicação da matriz Φ com o vetor 𝛼′ nos permite obter os coeficientes dos fatores
da curva de juros, como também os coeficientes macroeconômicos que são matéria de nossa
análise.

6.2 Resultados
Após analisar o modelo apenas com as variáveis financeiras, incorporamos agora os

principais fatores macroeconômicos e exploramos a extensão que eles afetam as curvas
modeladas anteriormente.

Na tabela abaixo, temos a diagonal da matriz 𝑇𝑡 na primeira coluna. Nota-se
que a persistência do fator nível é maior que no modelo sem variáveis macroeconômicas.
Já para a inclinação e curvatura, esses valores são menores. As próximas três colunas
apresentam os coeficientes do modelo extendido, sugerindo o impacto das mudanças
nos fatores macroeconômicos na curva de juros. Os resultados sugerem que o nível é
afetado positivamente pela taxa de juros e pela inflação. Para a inclinação, temos uma
resposta negativa a mudança na produção e inflação, enquanto a curvatura é influenciada
negativamente por todas a variáveis macroeconômicas.
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(L, S, C)𝑡−1 CU𝑡−1 IR𝑡−1 INFL𝑡−1 𝜇

L𝑡 1,03 0,45 -0,20 0,59 13,07
(SE) (0,11) (0,50) (0,37) (0,39) (3,47)

S𝑡 0,38 -0,42 0,21 0,57 3,64
(SE) (0,06) (0,48) (0,31) (0,25) (4,47)

C𝑡 1,37 -0,38 -0,23 0,60 4,99
(SE) (0,38) (0,99) (0,52) (1,13) (4,88)

Tabela 9 – Parâmetros Estimados - Modelo com Variáveis Macroeconômicas

A matriz de covariância 𝑄 abaixo, indica que a volatilidade do choque de transição
diminui conforme passamos de nível para inclinação e depois curvatura. Aqui, o fator nível
possui a maior variância comparado à inclinação e curvatura.

𝑄(𝑑𝑖𝑎𝑔) =

⎛⎜⎜⎜⎝
0, 64 (0, 60)
0, 01 (0, 65)
0, 07 (0, 79)

⎞⎟⎟⎟⎠ (6.7)

Para o caso do modelo estendido, o lambda é de 0.078, assumindo valor máximo
para vencimentos de aproximadamente 20 meses.

Figura 15 – Loadings dos Fatores (𝜆 = 0, 078)

O gráfico abaixo mostra as estimativas filtradas dos três fatores, obtidas pelo
Suavizador de Kalman. Aqui, o fator nível tem valores sempre positivos, com média de
15,35% , enquanto a inclinação e a cruvatura tem valores positivos e negativos, com média
de -2,32% e -1,70%, respectivamente.

Abaixo plotamos cada fator isoladamente, mas junto com a proxy empírica para
as variáveis nível, inclinação e curvatura, conforme definidas anteriormente nas equações
5.25, 5.26 e 5.27
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Figura 16 – Estimativas de nível, inclinação e curvatura - Modelo com variáveis macroe-
conômicas

Figura 17 – Estimativas de nível e proxy empírica - Modelo com variáveis macroeconômicas

Para o nível, observa-se elevada semelhança entre a série estimada pelo modelo e
sua proxy empírica. Calculando a correlação, obtivemos o valor de 77%, valor relevante
que pode validar a interpretação da série estimada como nível.

Comparando a série estimada de inclinação e sua proxy empírica, encontramos
correlação de 70%.

Por fim, comparamos a serie estimada de curvatura com sua proxy empírica. Aqui,
não é visível a relação entre as suas séries. Apresentam correlação de 44%, o que não
suporta o argumento de interpretação como curvatura.
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Figura 18 – Estimativas de inclinação e proxy empírica - Modelo com variáveis macroe-
conômicas

Figura 19 – Estimativas de curvatura e proxy empírica - Modelo com variáveis macroe-
conômicas

6.3 Aplicação
Como forma de comparar os modelos, analisaremos os resultados obtidos quando

simulamos a integração do modelo Novo Keynesiano de pequeno porte com o modelo
dinâmico de Nelson-Siegel, e os resultados obtidos pelo modelo integrado (modelo dinâmico
de Nelson Siegel que incorpora as variáveis macroeconômicas)

Para a simulação da integração entre os modelos de pequeno porte e Nelson-Siegel,
primeiramente utilizamos a premissa de que a curva a termo é um estimador para a curva
𝑆𝑝𝑜𝑡 1, 3 e 6 meses a frente. Nota-se que, quando 𝑡− > 0, a soma dos parâmetros 𝛽1 + 𝛽2

do modelo dinâmico pode ser considerada uma proxy da taxa Selic, que denominamos aqui
de taxa Selic implícita na curva. Um primeiro aspecto a ser notado, como podemos verificar
no gráfico a seguir, que mostra o CDI 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑢𝑠 a taxa Selic implícita na curva a termo 3M
x 6M, é que o movimento da curva a termo antecipa os juros de curto prazo. Esse tipo de
informação gera um sinal de posicionamento, e pode ser relevante em estratégias de ℎ𝑒𝑑𝑔𝑒,
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por exemplo.

Figura 20 – CDI x Selic Implícita na Curva a Termo

Uma vez que temos os dados da Selic implícita, agora podemos simular o modelo
de pequeno porte utilizando como dados para a taxa de juros, a Selic obtida anteriormente.
A idéia aqui é simular o comportamento da economia, através da inflação. Para isso,
realizamos uma simulação estocástica do modelo de pequeno porte.

Calculamos as previsões da inflação e produção industrial para o caminho da Selic
definido pelo modelo Nelson-Siegel dinâmico. Isso é feito a partir da representação de forma
reduzida do modelo Novo Keynesiano, encontrando os choques estruturais necessários para
corresponder aos caminhos restritos.

Por fim, simulamos o modelo integrado dinâmico de Nelson Siegel. Aqui, deve-se
lembrar que, ao considerar a Selic implícita como a soma dos parâmetros 𝑏𝑒𝑡𝑎1 + 𝑏𝑒𝑡𝑎2,
temos que o modelo é reduzido a apenas 5 parâmetros, uma vez que a taxa Selic não é
mais um input do modelo, pois nesse caso a equação de transição ficaria mal definida.
Assim, temos o modelo conforme abaixo:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐿𝑡 − 𝜇𝐿

𝑆𝑡 − 𝜇𝑆

𝐶𝑡 − 𝜇𝐶

𝐶𝑈𝑡 − 𝜇𝐶𝑈

𝐼𝑁𝐹𝑡 − 𝜇𝐼𝑁𝐹

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14 𝑎15

𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24 𝑎25

𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35

𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45

𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐿𝑡−1 − 𝜇𝐿

𝑆𝑡−1 − 𝜇𝑆

𝐶𝑡−1 − 𝜇𝐶

𝐶𝑈𝑡−1 − 𝜇𝐶𝑈

𝐼𝑁𝐹𝑡−1 − 𝜇𝐼𝑁𝐹

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜂𝑡(𝐿)
𝜂𝑡(𝑆)
𝜂𝑡(𝐶)
𝜂𝑡(𝐶𝑈)
𝜂𝑡(𝐼𝑁𝐹 )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(6.8)

Como já conhecemos as trajetórias do nível, inclinação e curvatura, as mesmas
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podem ser consideradas entradas para gerar projeções para as variáveis 𝐶𝑈 e 𝐼𝑁𝐹

⎛⎝ 𝐶𝑈𝑡 − 𝜇𝐶𝑈

𝐼𝑁𝐹𝑡 − 𝜇𝐼𝑁𝐹

⎞⎠ =
⎛⎝𝑎44 𝑎45

𝑎54 𝑎55

⎞⎠⎛⎝ 𝐶𝑈𝑡−1 − 𝜇𝐶𝑈

𝐼𝑁𝐹𝑡−1 − 𝜇𝐼𝑁𝐹

⎞⎠+
⎛⎝𝑎41 𝑎42 𝑎43

𝑎51 𝑎52 𝑎53

⎞⎠⎛⎝ 𝐶𝑈𝑡−1 − 𝜇𝐶𝑈

𝐼𝑁𝐹𝑡−1 − 𝜇𝐼𝑁𝐹

⎞⎠
(6.9)

Assim, a partir das trajetórias implícitas na curva a termo, obtemos as trajetórias
implícitas de 𝐶𝑈 e 𝐼𝑁𝐹 .

Fora da amostra (6 meses de dados), foram realizadas previsões para as variáveis
macroeconômicas. O cálculo de cada estimativa depende apenas da última média filtrada
e da estimativa imediatamente anterior. Essas previsões dos estados 1 mês, 3 meses e 6
meses a frente foram convertidas em estimativas para as variáveis macroeconômicas e
confrontadas com os valores observados.

Abaixo encontra-se a comparação dos resultados, confrontados com os valores
observados fora da amostra (de 1 a 6 meses a frente):

Mês Modelo Combinado Modelo Integrado Observado
1M 4.957,11 4.949,09 4.930,72
3M 5.027,20 4.937,77 4.950,95
6M 5.052,91 4.951,10 5.044,46

Tabela 10 – Comparação de Resultados - IPCA

Mês Modelo Combinado Modelo Integrado Observado
1M 86,86 87,66 89,0
3M 86,11 88,30 89,2
6M 86,33 87,70 90,6

Tabela 11 – Comparação de Resultados - Índice de Produção Industrial

Por fim, o teste do Traço da Raíz do Erro Quadrático Médio foi aplicado, como
medida de desempenho. Essa medida sintetiza a raíz do erro quadrático médio em um só
número, e é calculada da seguinte forma:

𝑇𝑅𝐸𝑄𝑀𝑚(𝜏) =

⎯⎸⎸⎷ 1
𝑁

1
𝑃

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑡+ℎ|𝑡,𝑚(𝜏) − 𝑦𝑡+ℎ(𝜏))2 (6.10)

Os resultados obtidos por esta medida estão resumidos abaixo:

Assim, de acordo com o teste descrito acima, o modelo combinado apresenta
melhores resultados na previsão da inflação, enquanto o modelo integrado se ajusta melhor
aos dados de produção industrial.
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Modelo
Inflação - Modelo Combinado 46,84
Inflação - Modelo Integrado 55,46

Produção - Modelo Combinado 3,29
Produção - Modelo Integrado 1,92

Tabela 12 – Traço da Raíz do Erro Quadrático Médio
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7 Considerações Finais

Esse trabalho teve como objetivo uma análise combinada entre a macroeconomia
e a estrutura a termo das taxas de juros. Essa análise foi feita por meio da integração
do modelo Novo Keynesiano com o modelo Nelson-Siegel dinâmico, a fim de estimar o
que os preços dos títulos indicam do ponto de vista de trajetória do juro base e variáveis
econômicas de interesse.

A escolha das variáveis macroeconômicas foi baseada no quanto seriam capazes de
representar a economia. A primeira variável foi o Índice de Produção Industrial, represen-
tando o lado real da economia. Em seguida foi adicionada a taxa Selic, representando a
política monetária brasileira e, por último, o IPCA fornecendo informações sobre a inflação
da economia.

Inicialmente apresentamos o modelo Novo Keynesiano, que representa a base dos
modelos DSGE. Após a exposição do modelo e da metodologia de resolução, o modelo
foi estimado para a economia brasileira, utilizando técnicas bayesianas. Mesmo com sua
simplicidade, o modelo estimado ajustou-se bem para as séries temporais do hiato da
produção, inflação e taxa de juros. A estimação dos parâmetros da regra de política
monetaria sugere que o Banco Central reage fortemente à desvios na inflação, e de uma
maneira menor ao hiato da produção. Além disso, os efeitos de um choque monetário,
choque tecnológico e choque inflacionário foram analisados. A resposta das variáveis
macroeconômicas a um choque inflacionário mostrou que o Banco Central acomodou o
aumento da inflação com uma política monetária contracionista ao custo de um hiato
negativo do produto.

Em seguida, formulou-se o modelo de estrutura de termo de taxas de juros de
Diebold-Li. Esse modelo utiliza a formulação dinâmica do modelo de Nelson-Siegel. Essa
formulação tem excelente habilidade de comprimir toda a informação de preços disponível
para um grande volume de intrumentos em apenas três fatores: nível, inclinação e curvatura.
É importante salientar que a estrutura desse modelo é consistente com o princípio da
parcimônia. Modelamos a curva para o mercado brasileiro, baseados nos contratos de
DI futuro. Através da representação do espaço de estados, utilizamos o filtro de Kalman
Estendido para a estimação dos parâmetros do modelo, uma vez que essa metodologia
computa predições ótimas para as taxas, e correspondentes erros de predição para o
ruído, baseados na informação disponível. Após aplicar o filtro, utilizamos o suavizador de
Kalman para obter extrações ótimas para os fatores de nível, inclinação e curvatura. Por
fim, aplicamos o estimador de máxima verossimilhança, uma vez que não conhecemos os
parâmetros do modelo a priori. O modelo também foi estimado via dois estágios, através
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do método dos mínimos quadrados ordinários e do modelo VAR. Analisamos as médias e os
desvios padrões dos resíduos da equação de medida das duas abordagens e concluímos que,
embora o SSM nem sempre seja melhor do que a abordagem em dois estágios em todos
os prazos, ele fornece um ajuste significativamente melhor na maioria dos vencimentos
intermediários, de 2 a 12 meses. A estimativa do modelo via filtro de Kalman para o
mercado brasileiro mostrou que o nível, inclinação e curvatura tem alta persistência, muito
próximas a 100% para a estimação via Filtro de Kalman. Por outro lado, a correlação
entre os fatores estimados parece não ser relevante.

Em conjunto com esse modelo, foi também estimado uma versão integrada do
modelo dinâmico de Nelson-Siegel para a estrutura a termo das taxas de juros, com uma
variante em que são introduzidas as variáveis macroeconômicas citadas acima na equação
de transição do modelo. Concluímos que a persistência do fator nível é maior que no
modelo sem variáveis macroeconômicas. Já para a inclinação e curvatura, esses valores são
menores. Os resultados também sugerem que o nível é afetado positivamente pela taxa de
juros e pela inflação.

Como aplicação das modelagens apresentadas, analisamos os resultados obtidos
quando simulamos a integração do modelo Novo Keynesiano de pequeno porte com o
modelo dinâmico de Nelson-Siegel, e os resultados obtidos pelo modelo integrado.

Inicialmente, a partir dos fatores latentes estimados pelo modelo dinâmico de
Nelson-Siegel, constatou-se que a taxa Selic pode ser interpretada como a soma do fatores
nível e inclinação. Assim, esses fatores foram utilizados como inputs para a taxa de juros
de curto prazo para o modelo Novo Keynesiano. Em seguida estimou-se previsões da
inflação e produção industrial para o caminho da Selic definido pelo modelo Nelson-Siegel
dinâmico, encontrando os choques estruturais necessários para corresponder aos caminhos
restritos. Para o modelo integrado, efetuou-se previsões para as variáveis macroeconômicas
inflação e produção industrial.

Essas previsões dos estados 1 mês, 3 meses e 6 meses a frente foram convertidas em
estimativas para as variáveis macroeconômicas e confrontadas com os valores observados.
O Teste da Raíz do Erro Quadrático Médio foi aplicado como medida de desempenho. De
acordo com esse teste, o modelo combinado apresenta melhores resultados na previsão da
inflação, enquanto o modelo integrado se ajusta melhor aos dados de produção industrial.

Verificou-se, para a janela de dados estudada, que embora a modelagem dinâmica
de Nelson-Siegel seja utilizada para a curva 𝑠𝑝𝑜𝑡, podemos também aplicá-la para a curva
a termo e gerar resultados ao longo do tempo que indicam a expectativa dos próximos
movimentos de política monetária.

Verificou-se também que, ainda que o modelo integrado de Nelson-Siegel seja com-
putacionalmente mais simples de ser implementado, os resultados obtidos pela combinação
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do modelo Novo Keynesiano de pequeno porte e dinâmico de Nelson-Siegel são mais
consistentes no que se diz respeito à projeção da inflação.

Como futura extensão desse trabalho, sugere-se comparar os resultados obtidos
através dessa modelagem com as expectativas de analistas ao longo do tempo e testar
para o viés.
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APÊNDICE A – Diagnósticos

Figura 21 – Diagnóstico de convergência univariada MCMC

Figura 22 – Diagnóstico de convergência univariada MCMC
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Figura 23 – Diagnóstico de convergência univariada MCMC

Figura 24 – Diagnóstico de convergência multivariada MCMC
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APÊNDICE B – Derivação das equações do
modelo Novo Keynesiano

O modelo apresentado nesse trabalho segue os passos apresentados em Galí (2015).
Aqui, a economia é composta por três agentes: Famílias, que maximizam sua utilizade de
consumo e lazer, firmas e um banco central, que segue uma regra de Taylor.

B.1 Famílias
Seja um contínuo de famílias que vivem infinitamente, pertencentes ao intervalo

[0,1]. As famílias maximizam sua utilidade de consumo e trabalho

𝐸𝑜

∞∑︁
𝑡=0

𝛽𝑡𝑈(𝐶𝑡, 𝑁𝑡) (B.1)

onde 𝐶𝑡 é um índice de composição de consumo de bens dado por:

𝐶𝑡 ≡ (
∫︁ 1

0
𝐶𝑡(𝑖)

𝜀−1
𝜀 𝑑𝑖)

𝜀
𝜖−1 (B.2)

𝐶𝑡(𝑖) representa a quantidade do bem 𝑖 consumido pela família no período 𝑡. A restrição
orçamentária tem a forma∫︁ 1

0
𝑃𝑡(𝑖)𝐶𝑡(𝑖)𝑑𝑖+𝑄𝑡𝐵𝑡 ≤ 𝐵𝑡−1 +𝑊𝑡𝑁𝑡 + 𝑇𝑡 (B.3)

pata 𝑡 = 0, 1, 2..., onde 𝑃𝑡(𝑖) é o preço do bem 𝑖, 𝑁𝑡 são as horas trabalhadas, 𝑊𝑡 é o salário
nominal, 𝐵𝑡 é a quantidade de títulos comprados (a um preço 𝑄𝑡), e 𝑇𝑡 é o componente
lump-sum da renda, e é assumido que há um contínuo de bens na economia. As famílias
resolvem o seguinte problema de otimização:∫︁ 1

0
𝑃𝑡(𝑖)𝐶𝑡(𝑖)𝑑𝑖 = 𝑍𝑡 (B.4)

onde 𝑍𝑡 éo gasto nominal total em bens de consumo. Configurando o lagrangeano do
sistema dado pela equação anterior e resolvendo para a condição de primeira ordem, temos:

𝐿 =
[︂∫︁ 1

0
𝐶𝑡(𝑖)

𝜀−1
𝜀

]︂ 𝜀
𝜀−1

− 𝜆
[︂∫︁ 1

0
𝑃𝑡(𝑖)𝐶𝑡(𝑖)𝑑𝑖− 𝑍𝑡

]︂
(B.5)

𝜕𝐿

𝜕𝐶𝑡(𝑖)
⇒
[︂∫︁ 1

0
𝐶𝑡(𝑖)

𝜀−1
𝜀 𝑑𝑖

]︂ 𝜀
𝜀−1

𝐶𝑡(𝑖)
−1
𝜀 = 𝜆𝑃𝑡(𝑖)||𝐶𝑡(𝑖) (B.6)

[︂∫︁ 1

0
𝐶𝑡(𝑖)

𝜀−1
𝜀 𝑑𝑖

]︂ 1
𝜀−1

𝐶𝑡(𝑖)
𝜀−1

𝜀 = 𝜆𝑃𝑡(𝑖)𝐶𝑡(𝑖)||
∫︁ 1

0
(B.7)
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[︂∫︁ 1

0
𝐶𝑡(𝑖)

𝜀−1
𝜀 𝑑𝑖

]︂ 1
𝜀−1

∫︁ 1

0
𝐶𝑡(𝑖)

𝜀−1
𝜀 𝑑𝑖 = 𝜆

∫︁ 1

0
𝑃𝑡(𝑖)𝐶𝑡(𝑖)𝑑𝑖 ≡ 𝐶𝑡 = 𝜆𝑍𝑡 (B.8)

Sendo 𝑃𝑡 o índice de preço associdado à 𝐶𝑡, então 𝑃𝑡𝐶𝑡 = 𝑍𝑡, e note que 𝜆 = 1
𝑃𝑡

. Inserindo
nas condições de primeira ordem:

[︂∫︁ 1

0
𝐶𝑡(𝑖)

𝜀−1
𝜀 𝑑𝑖

]︂ 1
𝜀−1

𝐶𝑡(𝑖)
1
𝜀 = 𝑃𝑡(𝑖)

𝑃𝑡

(B.9)

𝐶
1
𝜀
𝑡 𝐶𝑡(𝑖) = 𝑃𝑡(𝑖)

𝑃𝑡

(B.10)

𝐶𝑡 =
(︃
𝑃𝑡(𝑖)
𝑃𝑡

)︃−𝜀

𝐶𝑡 (B.11)

onde a última equação é a demanda pelo bem 𝑖. O índice de preço pode ser derivado da
seguinte maneira:

𝑃𝑡𝐶𝑡 =
∫︁ 1

0
𝑃𝑡(𝑖)𝐶𝑡(𝑖)𝑑𝑖 (B.12)

𝑃𝑡𝐶𝑡 =
∫︁ 1

0
𝑃𝑡(𝑖)

(︃
𝑃𝑡(𝑖)
𝑃𝑡

)︃−𝜀

𝐶𝑡(𝑖)𝑑𝑖 (B.13)

𝑃𝑡 =
[︂∫︁ 1

0
𝑃𝑡(𝑖)1−𝜀𝑑𝑖

]︂ 1
1−𝜀

(B.14)

Levando em consideração as equações acima, o problema de otimização das famílias se
torna:

max
𝐶𝑡,𝐵𝑡,𝑁𝑡

∞∑︁
𝑡=0

𝛽𝑡𝑈(𝐶𝑡, 𝑁𝑡) (B.15)

sujeito a
𝑃𝑡𝐶𝑡 +𝑄𝑡𝐵𝑡 ≤ 𝐵𝑡−1 +𝑊𝑡𝑁𝑡 + 𝑇𝑡 (B.16)

Sob a forma da função de utilidade 𝑈(𝐶𝑡, 𝑁𝑡) = 𝐶1−𝜎
𝑡

1−𝜎
− 𝑁1+𝜙

𝑡

1+𝜙
, o comportamento ótimo do

consumidor é dado por:
𝑊𝑡

𝑃𝑡

= 𝐶𝜎
𝑡 𝑁

𝜙
𝑡 (B.17)

𝑄𝑡 = 𝛽𝐸𝑡

[︃(︂
𝐶𝑡+1

𝐶𝑡

)︂
𝑃𝑡

𝑃𝑡+1

]︃
(B.18)

ou, na forma log-linear, com as variáveis em minúsculo representam logarítmos

𝑤𝑡 − 𝑝𝑡 = 𝜎𝑐𝑡 + 𝜙𝜂𝑡 (B.19)

𝑐𝑡 = 𝐸𝑡(𝑐𝑡+1) − 1
𝜎

(𝑖𝑡 − 𝐸𝑡(𝜋𝑡+1) − 𝜌) (B.20)
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onde 𝑖𝑡 = −𝑙𝑛𝑄𝑡 é a taxa de juros nominal, 𝜌 = −𝑙𝑛𝛽 é a taxa de inflação entre 𝑡 e 𝑡+ 1.
A demanda por dinheiro tem a seguinte forma linear:

𝑚𝑡 − 𝑝𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝜂𝑖𝑡 (B.21)

B.2 Firmas
Seja uma firma produtora de bens, com função de produção expressa por:

𝑌𝑡(𝑖) = 𝐴𝑡𝑁𝑡(𝑖)1−𝛼 (B.22)

onde 𝐴𝑡 representa o choque tecnologico exógeno. Segundo Calvo (1983), cada firma pode
ajustar seu preço e um período com probabilidade (1 − 𝜃, e assim, a duration média dos
preços é (1 − 𝜃)−1. Nesse caso, o índice agregado de preço pode ser reescrito como:

𝑃𝑡 = [𝜃(𝑃𝑡−1)1−𝜀 + (1 − 𝜃)(𝑃 *
𝑡 )1−𝜀]

1
1−𝜀 (B.23)

onde 𝑃 *
𝑡 é o preço escolhido pelas firmas reotimizadoras. Dividindo os dois termos por

𝑃𝑡−1 e log-linearizando:
𝜋𝑡 = (1 − 𝜃)(𝑝*

𝑡 − 𝑝𝑡−1) (B.24)

o que deixa claro que a inflaçao depende das decisóes das firmas em relação aos preços. As
firmas reotimizadoras resolvem o seguinte problema de otimização:

max
𝑃 *

𝑡

∞∑︁
𝑘=0

𝜃𝑘𝐸[𝑄𝑡,𝑡+𝑘(𝑃 *
𝑡 𝑌𝑡+𝑘/𝑡 − 𝜓𝑡+𝑘(𝑌𝑡+𝑘/𝑡))] (B.25)

sujeito a

𝑌𝑡+𝑘/𝑡 =
(︃
𝑃 *

𝑡

𝑃𝑡+𝑘

)︃−𝜀

𝐶𝑡+𝑘 (B.26)

onde 𝑄𝑡,𝑡+𝑘 é o fator de desconto estocástico e 𝜓𝑡+𝑘(𝑌𝑡+𝑘/𝑡 é uma funçao de custo. A
condição de primeira ordem para o problema acima é:

∞∑︁
𝑘=0

𝜃𝑘𝐸[𝑄𝑡,𝑡+𝑘𝑌𝑡+𝑘/𝑡(𝑃 *
𝑡 −𝑀𝜓𝑡+𝑘(𝑌𝑡+𝑘/𝑡))] = 0 (B.27)

onde 𝑀 = 𝜀
𝜀−1 é o markup desejado pela firma. Dividindo a equação acima por 𝑃𝑡−1 e

log-linearizando ao redor de uma inflação cujo steady state é zero, temos:

𝑝*
𝑡 − 𝑝𝑡−1 = (1 − 𝛽𝜃)

∞∑︁
𝑘=0

(𝛽𝜃)𝑘𝐸𝑡(𝑚𝑐𝑡+𝑘/𝑡 + 𝑝𝑡+𝑘) (B.28)

onde 𝑚𝑐𝑡+𝑘/𝑡 = 𝑚𝑐𝑡+𝑘/𝑡 − (−𝑙𝑜𝑔𝑀) é o desvio logarítmico do custo marginal de seu steady
state.
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B.3 Equilíbrio
O equilíbrio do mercado implica que 𝑌𝑡(𝑖) = 𝐶𝑡(𝑖). Levando em conta que 𝑌𝑡 =(︁∫︀ 1

0 𝑌𝑡(𝑖)
𝜀−1

𝜀

)︁ 𝜀
𝜀−1 , segue que 𝑌𝑡 = 𝐶𝑡:

𝑦𝑡 = 𝐸𝑡(𝑦𝑡+1) − 1
𝜎

(𝑖𝑡 − 𝐸𝑡(𝜋𝑡+1) − 𝜌) (B.29)

e também no equilíbrio
𝑦𝑡 = 𝑎𝑡 + (1 − 𝛼)𝜂𝑡 (B.30)

O custo marginal para a firma que se reotimiza no período 𝑡 é dado por:

𝑚𝑐𝑡+𝑘/𝑡 = 𝑚𝑐𝑡+𝑘 − 𝛼

1 − 𝛼
(𝑝*

𝑡 − 𝑝𝑡+ 𝑘) (B.31)

Substituindo e rearranjando as equações acima (mais detalhes em Galí (2015)), obtemos a
seguinte equação para a inflação:

𝜋𝑡 = 𝛽𝐸𝑡(𝜋𝑡+1) + 𝜆𝑚̂𝑐𝑡 (B.32)

onde 𝜆 = (1−𝜃)(1−𝛽𝜃)
𝜃

Θ , Θ = 1−𝛼
1−𝛼+𝛼𝜀

Sob essas condições, a equação da inflação pode ser
reescrita em termos do gap de produção 𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑛

𝑡 como:

𝜋𝑡 = 𝛽𝐸𝑡(𝜋𝑡+1) + 𝜅𝑦𝑡 + 𝑞𝑡 (B.33)

onde 𝜅 = 𝜆
(︁
𝜎 + 𝜑+𝛼

1−𝛼

)︁
.A equação resultante é chamada de Curva de Philips Novo Keynesi-

ana. É nova no sentido de que é uma equação forward looking, diferentemente da visão
clássica, que trata a inflação como uma variável backward looking.

Outro componente do modelo Novo Keynesiano é uma curva IS dinâmica, que é
obtida reescrevendo a equação B.29 em termos do hiato do produto:

𝑦𝑡 = − 1
𝜎

(𝑖𝑡 − 𝐸𝑡(𝜋𝑡+1) − 𝑟𝑛
𝑡 ) + 𝐸𝑡(𝑦𝑡+1) (B.34)

onde 𝑟𝑛
𝑡 é a taxa de juros natural, dada por: 𝑟𝑛

𝑡 = 𝜌+ 𝜎𝜓𝑛
𝑦𝑎𝐸𝑡(Δ𝑎𝑡+1)

O modelo é fechado com uma equação para a regra de política monetária. Nesse
trabalho, a equação segue a seguinte regra de Taylor:

𝑖𝑡 = 𝜌+ 𝜑𝜋𝜋𝑡 + 𝜑𝑦𝑦𝑡 + 𝑣𝑡 (B.35)


