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Resumo

Um dos métodos de analise de derivativos financeiros é o estudo de seu comportamento
em relagao a variagoes do seu ativo subjacente. Quando o payoff do derivativo nao é uma
funcao suave, temos problemas para calcular esse comportamento. Usamos o Calculo
de Malliavin para encontrar um método para calcular a primeira derivada do prego em
relacao ao valor inicial do ativo subjacente mesmo quando o payoff correspondente nao é

diferenciavel. Para isso, estudamos a derivada de Malliavin e seu adjunto, a integral de
Skorohod.



Abstract

One of the methods of analyzing financial derivatives is the study of their behavior in
relation to variations in the underlying asset. When the derivative payoff is not a smooth
function, we have trouble calculating this behavior. We use Malliavin calculus to find
a method to calculate the first derivative of price in relation to the initial value of the
underlying asset even when the corresponding payoff is not differentiable. For this, we

study the derivative of Malliavin and its adjoint, the Skorohod integral.
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Capitulo 1

Introducao

O Calculo de Malliavin (também conhecido como calculo estocastico das variagoes) é um
célculo diferencial em dimensao infinita no espaco de Wiener!. O Calculo é composto por
técnicas e ideias que ampliam o campo matemaético do célculo de variagoes de fungoes
deterministicas para processos estocasticos. Em particular, permite o calculo de derivadas
de variaveis aleatorias.

Os fundamentos do assunto foram desenvolvidos no final dos anos 1970, a fim de
estudar a existéncia e a suavidade da densidade para as leis de probabilidade de vetores
aleatoérios. A motivacao original e a aplicacdo mais importante dessa teoria foi fornecer
uma prova probabilistica do teorema da hipoelipticidade de Hormander. A teoria foi
desenvolvida por Stroock, Bismut, Watanabe, Malliavin e outros, e ganhou importéancia
em varios campos, muito além do problema original.

Uma das aplicagoes do Calculo de Malliavin é o calculo das gregas para opgoes fi-
nanceiras. Hoje é vital para os gestores e negociadores de risco financeiro entenderem a
sensibilidade dos valores das carteiras de opgoes a pequenas mudancas nos parametros
dos ativos subjacentes, para que diferentes componentes de risco possam ser tratados e
as carteiras possam ser protegidas contra possiveis exposigoes.

Essas sensibilidades nas carteiras podem ser medidas com a gregas das opg¢oes, algumas

das mais conhecidas sao:

1. Delta: Mede a taxa de variagao do preco de uma opcao em relacao a mudangas no

valor de um ativo subjacente a ela.

2. Vega: Mede a sensibilidade do preco da opc¢ao em relagao a volatilidade do ativo

subjacente.

'Espaco de Wiener: espacgo de todas as fungoes continuas f : [0,7] — R com f(0) = 0 com a medida
de Wiener.



3. Gamma: Mede a variacao do Delta em relacao a mudancas no preco do ativo

subjacente a opcao analisada.

O Calculo de Malliavin é uma ferramenta ttil para calcular essas gregas, principal-
mente quando a fungao de payoff nao é suave, como por exemplo a opgao Digital (também

conhecida como opgao binaria) que possui o seguinte payoff:

1, Strike > Preco do ativo

0, Strike < Preco do ativo

Neste trabalho apresentaremos a férmula para o calculo do Delta utilizando o célculo
de Malliavin, o célculo das gregas Vega e e Gamma podem ser vistos em [3].

No Capitulo 2 temos os pré-requisitos para a leitura da dissertagao, passamos por
definicoes de Anéalise Real, de Processos Estocasticos e Analise Funcional. E esperado um
conhecimento inicial, como o uso de sigma-éalgebras e calculo de Ito.

No Capitulo 3 introduzimos a Derivada de Malliavin e suas propriedades, dentre elas,
vemos o teorema da Regra da Cadeia que sera tutil em nossas aplicagoes. No fim do
capitulo temos uma pequena secao que trata do caso White Noise, em que as variaveis
aleatorias sao integrais de Itd6. No Capitulo 4 estudamos o adjunto do operador da derivada
de Malliavin, o operador de divergéncia, tratamos também de suas propriedades e da
integral de Skorohod, que novamente se refere ao caso White Noise. Durante a dissertagao
evitamos a decomposi¢ao em caos de Wiener, com isso as demonstragoes que dependem
dessa decomposicao estao referenciadas.

O quinto capitulo usa as defini¢coes e propriedades vistas nos capitulos anteriores para

encontrar uma férmula para o Delta que nao dependa da derivada do seu payoff.



Capitulo 2
Pré-requisitos

Os pré-requisitos abaixos tiveram como referéncias o livro 1] para assuntos que tratam de

analise funcional, o livro [5] para as defini¢oes de Calculo Estocéstico e variaveis aleatorias.

2.1 Espaco de Banach

Para definir o que é um espago de Banach precisamos passar por algumas outras defini¢oes

antes:

Defini¢ao 2.1.1. Chama-se espago Normado um par (V,||.||), onde V' é um espago
vetorial sobre R e |[.|]] : V — R* é a fun¢do norma onde se verificam as seguintes

propriedades para todos x,y € V:

L ||lz|| =0« x =0;
2. o] = |all|z]], Vo € R ;

3. (Desigualdade Triangular) ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-

Definig¢ao 2.1.2. Uma sequéncia {z,,n € N} € V é chamada de sequéncia de Cauchy

quando, para todo € > 0 dado, existe ny € N tal que para todos m,n > ny, ||z, —z,|| < €.

Definicao 2.1.3. Um espaco normado, V', é dito completo se toda sequéncia de Cauchy

em V' converge para um ponto em V.
Com as defini¢coes acima podemos finalmente definir o espaco de Banach.

Definicao 2.1.4. Um espago de Banach é um espago normado completo.



2.2 Espaco de Hilbert

Definicao 2.2.1. Um produto interno real no espago vetorial H é uma funcgao de

(-,-) : Hx H — R de maneira que para quaisquer z,y,z € H e « € R:
L (z,y) = (y, x);
2. (ax,y) = oz, y);
3. (x4 2,y) = (x,9) + (2,0);
4. (xz,x) > 0;
5. (z,z) =0z =0.

Definicao 2.2.2. Um espago de Hilbert é um espago de Banach munido de um produto
interno onde sua norma ¢ induzida por ele. De forma que, seja  um elemento do espaco

de Hilbert, temos que ||z|]* = (x, x).

Consideraremos durante toda a dissertagao que o conjunto H é um espago de Hilbert.

2.3 Variavel Aleatoéria

Definigao 2.3.1. Um espago de probabilidade é uma tripla formada (2, F,P) for-
mada por um conjunto €2, uma sigma-algebra F sobre {2 e uma medida positiva P em F
(chamada de medida de probabilidade), tal que P(Q2) = 1.

Defini¢ao 2.3.2. Uma variavel aleatoéria sobre um espago de probabilidade (92, F,P)
¢ uma funcao F': 2 — R tal que:

{F<z}={we)Flw) <z}eFVrekR
Definicao 2.3.3. Podemos definir o espaco L? da seguinte forma:
L? = L*(Q,F,P) = {F ¢é variavel aleatoria e E(F?) < oo}

Definigao 2.3.4. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Um evento E € F acontece
quase certamente se P(E) = 1. De forma equivalente, E acontece quase certamente se a
probabilidade de F nao ocorrer é zero, ou seja, P(E¢) = 0. Usaremos a notagdo q.c. para

expressar que uma igualdade ocorre quase certamente.
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2.4 Processos Estocasticos

Definigao 2.4.1. Um processo estocasticoem I, { X;,t € I}, é uma colegao de variaveis

aleatorias definidas em um espago de probabilidade comum (2, F,P).

Um processo estocastico {B; : 0 < t < T} é chamado de Processo Browniano

Padrao em [0, 7] se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Bo =0 q.c;
2. Para todo ty,...,t, em [0,7], onde t; < ... < t,, os incrementos By,,, — By, i €
{1,...,n — 1} sdo independentes;

3. Para todo 0 < s <t < T, os incrementos B; — By tem distribuicao Normal com

média zero e variancia t — s;

4. Para todo w em um conjunto de probabilidade 1, B;(w) é uma fungao continua de
t.

Definigao 2.4.2. Um processo estocastico {X;,t € I'} é um processo Gaussiano se para
todo ty,...,t, em I o vetor (Xy,,..., X, ) é distribuido de acordo com a normal multiva-

riada de dimensao n.

Definicao 2.4.3. Um processo estocastico W = {W(h),h € H} definido em um espago
de probabilidade completo (€2, F,P) é um processo Gaussiano isonormal se W é um
processo gaussiano centrado (E[W (h)] = 0) tal que E(W (k)W (g)) = (h, g)u para todos
h,g € H.

Definigao 2.4.4. Seja {X;,t € T} um processo estocéstico definido no espago de proba-
bilidade (2, F,P) e {F:,t € T} uma filtragdo de F, onde min(7") = t,. Entéo o processo
{X;} é dito adaptado a filtracdo {F;} se para cada t > tg, X; é F;—mensuravel:

X;1(B) € F, para cada conjunto de Borel B € B

2.5 Operador Fechavel

Definicao 2.5.1. Um operador linear A : Dy C X — Y, onde X e Y sao espacos de
Banach e D4 e um subespago de X, ¢é dito fechado se para qualquer sequéncia {z,,n € N}

de elementos em D4 tal que lim z, =z e lim Ax, =y, temos que x € Dy e Ax = y.
n—o0 n—o0

Definigao 2.5.2. Um operador linear A : Dy — Y ¢é dito fechavel se ha uma extensao
fechada e linear B: Dg — Y, onde Dy C D e Ax = Bz, Vx € Dy.

11



Lema 2.5.1. Um operador linear A : Dy — Y € fechdvel se e somente se para qualquer

sequéncia {x,,n € N} em D4 tal que, para x,, — 0 e Ax,, — y, seque que y = 0.

Demonstragao. (=) Suponha que A é fechével, e que B é uma extensao fechada de A. Se
Tn € Dy, entao z,, € Dg. Como Bz, = Ax, = y e x, — 0, ja que B é fechado, temos
que y = B0 = 0.

(<) Considere o espago abaixo:
L={rxe X :3{zx,,neN}C DyeyeY tais que x, — z ¢ Ax,, — y}.

Em L, podemos definir Az = y. Vamos mostrar que y é independente da sequéncia z,,
tomada em Dy.

Seja {u,,n € N} C D, uma sequéncia diferente de {z,,n € N} tal que u,, — x e
Au, — h. Como z,, — u, — 0 e A(x, —u,) — y — h, temos que y = h.

Como A esté definido em L, é facil ver que A é um operador linear.

Para mostrar que o operador é fechado tome uma sequéncia {z,,,n € N} em L tal que

T, = x e Az, — y. Para cada n, temos x,, € L, e entao existe u,, € D4 tal que:
— 1
|zn — wnl| + ||Azy, — Au, || < -

Logo u, — = e Au, — y, e entdo, x € L e y = Ax.

2.6 Mollifiers

Uma sequencia de mollifiers {p,,n € N} em R™ é qualquer sequéncia de fun¢oes em R™

tal que
pn € C(R™), suporte (p,) C B(0, 1/n),/pn =1,p, > 0 em R™.

E facil gerar uma sequéncia de mollifiers comecando com uma tinica fungio p € C§°(R™)

tal que o suporte de p esteja contido na bola unitaria e p > 0 em R™. Por exemplo a

=)
exp| ———— |, se ’I| <1,
plx) = (|x|2 —1

0, se |z| > 1.

funcao:

1
Obtemos uma sequéncia de mollifiers tomando p, = Cn"p(nx) , com C' = f_
P

12



Proposigao 2.6.1. Seja f € C(R™). Entao p, x f —— [ uniformemente em conjuntos
n—oo

compactos de R™.

Demonstracao. Seja K C R™ um conjunto compacto dado. Dado ¢ > 0, existe 6 > 0

(dependente de K e de €) tal que:
|flx—y) = fz)| <e VeeK, VyecB(0,9).

Para x € R™, temos:

(on * f)(x) = f(2)

I
m\\
=
e

[f(z—y) = f(@)]pn(y)dy
[f(z —y) — f(@)]paly)dy.

1
Paran > - e x € K, temos:

J

(oo % (@) — £(2)] Se/pn .

Proposigao 2.6.2. Suponha f € L*(R™). Entao (p, * f) — f em L*(R™).
n—oo

Demonstragao. Seja € > 0, fixamos uma funcao f; € C.(R™) tal que ||f — fil]2 < e.
Pela Proposicao 2.6.1 temos a convergéncia em todos os compactos de R™, por outro lado

temos:

suporte(p, * f1) C B(0,1/n) + suporte(f;) € B(0, 1) + suporte(f,),
que ¢ um conjunto compacto fixo. Segue que:
1(pu £1) ~ illa —— 0.
Podemos também escrever:
(o ) = = lpn* (f = O]+ [(on * f1) = fil + [ = f]

E, com isso, considerando que ||, * (f — f)ll2 < |1 = fullz llpall1 (pelo Teorema de Young
(4.1.15) de [1]):

(o * ) = fll2 < 2(1f = fulla + [[(on * f1) = fill2.

13



Concluimos entao que:
lim sup [[(pp * f) = fll2 < 2¢ Ve >0,
n—oo

o que nos leva a lim,_, ||(pn * f) — fll2 = 0. u

2.7 Financas

2.7.1 Opcoes

As opgdes sao um tipo de derivativo financeiro que te da o direito de comprar (ou vender)
o ativo subjacente a ela no futuro por um preco determinado no momento da compra da
0pcao.

No caso do direito da compra, a opgao é chamada de Call e no caso do direito da
venda, é chamada de Put.

Alguns elementos sao importantes na hora de analisarmos uma op¢ao, entre eles, temos
o tempo de maturidade, que ¢ o tempo acordado no contrato da opgao para a compra
ou venda do ativo, e o Strike, valor que seré gasto ou recebido caso a opgao seja exercida

no tempo de maturidade.

Digital

Um outro tipo de opcao ¢ a Digital. Nesse tipo de opcao, o valor recebido apds o tempo
de maturidade é um valor fixo, entao o seu lucro nao é diretamente correlacionado com
o valor final do ativo subjacente, apenas com o fato de se o valor desse ativo é maior ou

nao do que o Strike definido em contrato.

14



Capitulo 3

A Derivada de Malliavan

Neste capitulo introduziremos a derivada DF de uma varidvel aleatéria F' em L?. Isso
significa que queremos diferenciar F' com respeito ao parametro w € (). Usualmente,
nas aplicagoes dessa teoria o espago {2 é um espaco topologico. Entretanto, estamos
interessados em varidveis aleatérias F' que sao definidas P q.c. e que nao possuem uma
versao continua. Com isso, usaremos uma noc¢ao de derivada definida em um sentido

fraco, e sem assumir nenhuma estrutura topologica para o espago €2.

3.1 Definicao e propriedades

Seja W = {W(h),h € H} um processo Gaussiano isonormal (Definigao 2.4.3) sobre o
espaco de Hilbert H. Presumimos que W esta definido em um espago de probabilidade
completo (€2, F,P), e que F ¢é gerado por W. Denotamos por C;°(R") o conjunto de todas
as fungoes continuas e infinitamente diferenciaveis f : R™ — R tais que f e todas as suas
derivadas parciais tem, no maximo, crescimento polinomial. Seja S a classe de todas as

variaveis aleatoérias da forma:
F = f(W(h),...,W(h)) (3.1)

onde f € CX(R"), hy,...,h, € H en > 1. Chamamos essas varidveis aleatorias de
suaves.

Usaremos as notagoes:

_9f.

4 8Zf_ ax7

o Vf=(0f,...,0.f), sempre que f € C1(R").
Sejam:

15



e S, a classe de variaveis aleatorias suaves da forma (3.1) tais que f pertence a Cy°(R™)

(f e todas as suas derivadas parciais sao limitadas).

e S) a classe de variaveis aleatorias suaves da forma (3.1) tais que f pertence a C§°(R™)

(f tem um suporte compacto).

Além disso, definimos P como a classe de variaveis aleatorias da forma (3.1) tais que f é

polinomial. Com isso, temos que P C S, Syp C S, C S, e P e Sy sao densos em L?(12).

Definigao 3.1.1. A derivada de uma variavel aleatoria suave da forma (3.1) é a variavel

aleatoria com valores em H dada por:
DF = 3" 0 f(W(ha), .., W (ko) (3.2)
i=1

Veja, por exemplo, que, tomando a funcao identidade g(x) = :

DG = 01(g(W(h1)))h1 = 01(W (h1))hy = ha,

ou seja, DW (h) = h.
Para interpretarmos DF' como uma derivada direcional, note que para cada h € H

temos:

(DE By = (0 f (W (), ..., W (hn))hi, h)

i=1
= i@-f(W(hl), ooy W(hy)) {hiy h)
i=1
= i [PV () + s, )i oo W (o) + s D) = FOV (), W (B
Lema 3.1.1. Sejam duas varidveis aleatorias F, G € S. Entao:
D(FG) = (DF)G + F(DG) (3.3)
Demonstrag¢ao. Podemos escrever as varidveis da seguinte forma:

G = g(W(hn+1), c. 7W(hn+m))
Assim, as reescrevemos de forma que ambas possuam o mesmo numero de variaveis:
F=fW(h),...,W(hy)) = FW(h1), ..., W (hnim)),

16



G = 9(W<hn+1)7 ) W(hn+m)) = g(W(hl>v o 7W(hn+m))'

Com isso, tomando Y = FG e x = (W(hy),...,W(hnin)), queremos calcular DY

DY = D(FG)
= Z@(f(x)g?(x))hi

= > (@:@)ale) + @:g(@)) fa))hs

Note que &;f =0,Vie {n+1,....n+m} e d;g=0,Vie{l,...,n}, entdo:

D(FG) = (DF)G + F(DG).

Lema 3.1.2. Suponha que F' é uma varidvel aleatoria suave e h € H. Entao:
E((DF,h)y) = E(FW(h)). (3.4)

Demonstracao. F possivel normalizar a equagao (3.4), entdo assuma que a norma de h é
igual a 1. Veja que existem elementos ortonormais de H, ey,..., e,11, tais que h = e; e

F é uma variavel aleatéria suave da forma:

F= f(W(€1), ceey W(€n+1)).

Construgao de ey, ..., €,41:

Assim como na equagao (3.1), temos hy, ..., h, € H. Com isso podemos usar o
método de Gram—Schmidt para transformar a base do espago gerado por h, hq, ..., h, em
uma base ortonormal ey, ..., e,,€,11.

hi—1 — Z;ﬁ(hwly €j) - €
|hi—1 — Z;;(hi—17 ej) - ¢l

Tomee; =he VieZl<i<n+1,e =

Por indugao, vamos mostrar ey, ..., e,,1 sao tais que
0,i# 7,
(€i, 6j> = ) )
1,9 =j.
Veja que:
1
(e1,e2) = <€17 hy — <h17€1> : €1>

B |h1 - <h1>€1> : €1|

17



1
B ‘hl - <h17€1> : 61’

<61,h1> - <h1,61><61,61> =0.

Hipotese de indugao: ey, ..., e sao ortonormais. Queremos mostrar que Vit € 1,2, ...k,

temos (e, exr1) = 0.

(e ennn) <6 hie =y (hiej) - € >
t) Ck+1) — ty —
e — 351 (i e5) - 5

k
1
= t;hk <€t, hk,€] >>
e = Y5 (hi ) - € ( jzl

Pela hipotese de inducao, temos que (e, e;) = 0 para todo j em {1, . —1,t+1,... k},
com isso:
(o0 exs1) 1 (Gees ) — {er, e, er) - 1)
€ty €kt1) = L €, NE) — (€, ks €t) - €
|y, — Zj:1<hkv ej) - €l
1

({es, ) — (es, er) (b, er)) =0

e = 5 (s e) - €

O que finaliza a construgao.

Com isso, todo h; é combinacao linear de e;‘s, e podemos escrever:

F=fW(h),....W(hy)) = f(W(er),. .., W(enr))).

onde F & suave e f estd em Ce(R™).

Seja ¢ a densidade da distribuicao normal padrao em R™"!, ou seja:

o(z) = (2m) 2eXp<——Zx>.

Entao, temos:
E((DF, h>H) =E ( Z &f(W(el), c. ,W(6n+1))6i7 h> >

=E (Z 0if(W(€1)7 s Wient)) (e, h>H>

Como tomamos e; = h de forma que o espago seja ortonormal e (W(ey), ..., W(ept1)) ~
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N(0, I,,+1) com densidade ¢, podemos escrever:

E((DF, b)) =B (01 f(W(er), ..., W(ews1)))
- [ ot
_ / [ af@)éw)dida,

= f(@)¢(z)x1de

Rn+1

= E(FW (e)) = E(FW(h)),

o que completa a demonstragao do lema. O

Lema 3.1.3. Suponha que F' e G sao varidveis aleatoria suaves e que h € H. Entao
temos:
E(G(DF,h)y) =E(—F(DG,h)g + FGW (h)) (3.5)

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.1, podemos escrever:
E(D(FG),h)u) = E(G(DF),h)u) + E(F(DG), h) ).
Usando o Lema 3.1.2 e a linearidade do valor esperado, temos:

E(G(DF,h)n) = E(D(FG), h)n) — FE((DG, h) 1)
= E(—G(DF,h) i + FGW (h)) .

]

A seguir temos uma proposicao que é util para podermos definir o adjunto do operador

D, que seréa apresentado no proximo Capitulo.
Proposicao 3.1.1. O operador D : LP(Q2) — LP(Q2; H) € fechdvel para qualquer p > 1.

Demonstragao. Seja {Fy, N € N} uma sequéncia de variaveis aleatorias suaves tais que

Fy — 0 em LP(9), e a sequéncia de derivadas DFy converge para n em LP(§2; H) (como

visto no Lema 2.5.1). Pelo Lema 3.1.3 podemos ver que n = 0, como segue abaixo.
Tome uma fungao G € S, tal que GW (h) é limitada, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, temos:

E(G{n,h)u) = ]}EHOOE(G<DFN, h)u)

— lim E(—Fy(DG,h) + FyGW (h)) = 0.

N—o0

19



Como isso ¢ valido para todo h e para toda G, temos que 1 = 0. O

Denotaremos o dominio de D em L*(2) por D', ou seja, consideraremos o fecho da

classe de variaveis suaves da forma S com respeito a norma:

1F]|12 = [E(|F[?) + E(||DF||})]2

Considerando h € H um elemento fixo de H, podemos definir o operado D" no

conjunto DY? das varidveis aleatéria suaves como:
D"F = (DF,h)y.

Analogamente a demonstracao da Proposi¢ao 3.1.1, podemos concluir que esse operador

é fechado de LP(Q2) em LP(Q) para qualquer p > 1, e o seu dominio ¢ denotado por D"

Proposicao 3.1.2 (Regra da Cadeia). Seja ¢ : R — R wuma funcao continuamente
diferencidvel com derivada limitada. Suponha que F' € D2, Entio o(F) € D2, e:

Demonstragao. Suponha F' = f(W(hy),...,W(h,)) € S e € C;°. Entao ¢(F) € S pois

é uma composicao de fungoes suaves, com isso, considerando a Equacao (3.2), temos:
D(F) =Y di(po F)h;
i=1
=D @ EVS W (hn), ..., W (ha))hi
i=1

= ¢/(F) Z Oif (W (hy), ..., W (hy))hi
= ¢/(F)DF

O caso em que F' € D2 e ¢ € C! segue da demonstracao acima considerando a densidade

de C* e das variaveis aleatoérias suaves nos seus respectivos espagos. ]

O lema abaixo contém a extensao do teorema acima para o caso em que a funcao ¢
tem o dominio em R™, sua demonstracao é analoga a demonstragao acima apresentada e

pode ser consultada em [3].

Lema 3.1.4. Seja ¢ : R™ — R uma funcao continuamente diferencidvel com derivadas

parciais limitadas. Suponha que F = (Fi,..., F,) € um vetor aleatorio cujas entradas
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pertencem ao espago DY2. Entdo o(F) € DY2) e:
D(p(F)) = dip(F)DF,
=1

Lema 3.1.5. Seja {F,,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatérias em DY? que converge
para F' em L*(Q) e tal que:
supE (||DF,||3) < o0

Entio F € D'? ¢ a sequéncia de derivadas {DF,,,n > 1} converge para DF na topologia
fraca de L*(Q, H).

Demonstracao. Como a demonstracao depende do Caos de Wienner, ela pode ser encon-
trada em [3]. O

Proposigao 3.1.3. Seja ¢ : R™ — R uma fungao Lipschitz, ou seja:

lp(z) —o(y)| < Kz —y|

para todo x,y € R™. Suponha que F = (F,...,F,) é um vetor aleatorio cujos compo-
nentes pertencem a D2, Entio o(F) € DY? e existe um vetor aleatério G = (G, ..., Gy)

onde cada entrada G; € limitada por K tal que
D(p(F)) = GiDF; (3.6)
i=1

Demonstragao. Veja que se a funcao ¢ € C', temos que G; = 9;¢(F), pela proposigao
3.1.2. Seja p, um sequéncia de mollifiers como visto na Secgao 2.6 e seja ,, a convolucao
pn- Pela Proposigao 2.6.1 temos que lim,, o, ¢, () = ¢(x) uniformemente em compactos
com respeito a x. Além disso, as fungoes ¢, sao C™ e ||V, (2)|| < K, pois Vi, (z) =

V(¢ * a, (7)) e podemos calcular cada entrada do gradiente da seguinte forma:

Opn(z) O * ay (1))

81’1 (99[;1
— hyZo — Yoy ooy Ty — Ym) — — Y1y T — Ym
= lim Sp(xl Y1+ h, T2 Y2, y L Y ) 90(‘7;1 U1 T Y )an<y)dy
h—0 [ pm h
— hyxo — Yo,y T — Ym) — — Y1y Ton — Ym
< lim |Q0(.Z'1 Y1+ N, To Y2, y L Y ) gO(l’l W T Y )|Oén(y)dy
h=0J gm ||
<K a,(y)dy = Knm/ a(ny)dy = K a(u)du = K.

Analogamente, concluimos que cada entrada do gradiente é limitada superiormente por
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K. Com isso, para cada n podemos escrever:
D(pn(F)) = 0ipn(F)DF;. (3.7)
i=1

Podemos também concluir pela Proposi¢ao 2.6.2 que a sequéncia ¢, (F) converge para
¢©(F) em L* . Por outro lado, a sequéncia {D(¢,(F)),n > 1} ¢ limitada em L?(Q, H).
Consequentemente, pelo Lema 3.1.5, p(F) € D" e {D(p,(F)),n > 1} converge na
topologia fraca de L*(2, H) para D(¢(F)). Podemos dizer também que existe uma sub-
sequéncia {V,u (F), k > 1} que converge para um vetor G = (G4, ..., Gy,) na topologia
fraca ja que a sequéncia {V, (F),n > 1} é limitada em L*(Q2). Além disso, G é limitado
por /mK. Com isso, tomando o limite na Equagao (3.7), chegamos & Equagao (3.6). [

3.1.1 O caso do White Nozise

Até entao, tomamos os valores de h em um espaco de Hilbert qualquer. Nesta secao
tomaremos os valores de h em L?[0,T] = H e a fungao W como sendo a integral de Wiener,
ou seja W(h) = fOT h(t)dB(t), onde {B(t),t € [0,T]} é um Movimento Browniano. Com
isso, temos que a derivada de uma variavel aleatoéria I € D%? ¢ um processo estocéstico
{D.F,t € [0,T]}. Podemos observar que:

IDF s = | [ (D ar] = [ B0 )it = B0

Proposigao 3.1.4. Suponha que F € DY? e seja A € B([0,T]). Entio a esperanca

condicional E(F|F4) também pertence a D e temos:
Dy(E(F|Fa)) =E(DF|Fa)la(t)

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [3|, pois depende do Caos de

Wienner. O
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Capitulo 4
O Operador de Divergéncia

Nesse capitulo sera introduzido o operador de divergéncia d que é o adjunto do operador
de derivada. No caso do White Noise, o operador adjunto ¢ chamado de Integral de
Skorohod.

4.1 Definicao e Propriedades

O operador de divergéncia ¢ é o operador adjunto de D, ou seja, um operador limitado

§:Dom § C L*(Q, H) — L*(Q) tal que:

(i) O dominio de 6, Dom 4§, é o conjunto de variaveis u € L?(Q2, H) tal que VE € D2,
[E[(DF, u)u]| < cul|Flr2),
onde ¢, é uma constante que depende de u.

(ii) Se u € Dom 4, entdo §(u) € L*(2) e a seguinte relagao de dualidade se mantém para
todo F' € DY2:
E[F5(u)] = E[(DF, u)y). (4.1)

Denotaremos por Sy a classe de elementos suaves da seguinte forma:
n
u= Z thjv (4'2)
j=1

onde F; sao variaveis aleatérias suaves e hi; sao elementos de H.

Proposigao 4.1.1. (i) Seu € Dom 6, entao E[d6(u)] = 0.
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(i)

(iii)

Demonstracao. Tome F = 1 na Equagao (4.1):

E[0(u)] = E[(0, u)u] = 0.

O
0 € um operador linear e fechado em Dom §.
Demonstragao. Considere novamente a Equagao (4.1) e u,v € Dom 0:
E[F§(u+v)] =E[(DF,u+v)y| = E(DF,u)y] + E[{DF,v)y]
=E[F(u)] + E[Fé(v)] = E[F(0(u) + d(v))].
Tome o € R, temos:
E[Fé(au)] = E[(DF, au)y] = oE[{(DF,u)y| = aE[F(u)] = E[Fad(u)].
Para provar que o operador e fechado, suponha u,, € Dom 9§ tal que:
u, — 0 em L*(Q, H),
§(un) — v em L2(9).
Tome F € D%
E[Fv] = 71112% E[Fd(uy,)] = Tllii%E[(DF, un)u) = E[(DF,0)y] = 0.
Com isso, como E[Fv] = 0 para todo F' € D', concluimos que v = 0. O
Seu € Sy, entao u € Dom 0 e
300 = 3" BW ()~ S DF, byl (13
=1 j=1

Demonstra¢ao. Vamos primeiramente mostrar que Sy C Dom ¢§. Pelo Lema 3.1.3

podemos escrever, para F' € D%2:

[E(DF, u)n)| = E(<DF,ZF}%>)

n

= > E(F;(DF,h))

j=1
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S (CE[FDE, )] + E[FFjW(hj>])|

=1

< Z ([E[F(DFj, hj)u]| + [E[FF;W (hy)]|)

E(F?) E(F2)\/E(F;W (h

((DFj, hyj) ‘

E(F;W (h

= cul|F||L2(0)

Como provamos que u € Dom 4, usaremos a Equagao (4.1) para provar a segunda

parte da proposicao:
E[Fo(u)] = E[(DF, u) ]

- E[<DF,ithj>H]

=E |Y Fy{DF hj)u

Lj=1

=F Z (=F(DFj, hj) i + FFJ-W<hj>)]

n

=K FZ (E;W (h;) — (DFy, by )]

Como a igualdade acima é valida para todo F' € D'2, temos:

ZFW Z(Dﬂ,hj>H.

j=1

Lema 4.1.1. Se u € Sy, entao:

Du_ZDFh~.

7=1
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Demonstragao.

Lema 4.1.2. Se h,hy € H e F' € uma varidvel aleatoria suave, entao:
(DUDF,h)), hiyu = (D((DF, b)), h)

Demonstra¢ao. Como F' é suave, podemos escrever:

DF = Z o f (W W (@),

onde x; sao elementos do espaco de Hilbert. Com isso, temos que:

Podemos ver que a variavel aleatoria (DF, h) é também suave, assim:

D((DF,h)y Z (Z Dy f (W (g;n))a;j> (i, h) g

Finalmente temos:

(DADF, h)p), ha)m = Z 9 f(W Wi(n))(xj, hi)u (i, h)

i,7=1

= <D(<DFa h1>H)7h>H

Proposicao 4.1.2. Sejau € Sy e h € H, entao:

(D(6(w)),h)yg = (u,h)yg + 6 ((Du,hyp) .
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Demonstracgao.
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Pelo Lema 4.1.2, temos:

n

(D(S(u)), h) = (u, by + Y W(h)(DF,hyy = Y (D(DF;, h)u), hi)ur

j=1 j=1

Tome a substituicao de variaveis G; = (DFj, h)y, com isso:

n

(DO(w), by = (u,hyw + Y W(hj)Gy =Y (DG, hj)n

j=1 j=1

j=1

i=1

= (u,hyyg + 0 ((Du, h)g) .
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Para que a Proposicao 4.1.2 possa ser extendida para uma classe mais geral de variaveis

aleatorias, podemos usar o seguinte lema que esta provado em |[3]:

Lema 4.1.3. Seja G € L? . Suponha que existe Y € L*(Q) tal que
E(G6(hF)) =E(YF),
para todo F' € DY2. Entio G € D"? e (DG, h)y =Y.

Definicao 4.1.1. Definimos o traco de um "produto de duas derivadas de Malliavin como
Tr(Duo Dv) = Z D (v, e;) D (u, e;)
ij=1

A intuicao da palavra traco remete a matrizes. Para ver isso, construa uma matriz
infinita dependente de um elemento dado do Espago de Hilbert e de um sistema ortonormal

completo {e;,7 > 1} também no espago de Hilbert:
A(u) s a(u)y; = D%(u,ej)n

Tome duas matrizes nesse formato: A(u) e A(v), o trago do produto ¢ dado por:

Tr(AWA®w) = > a(u)ya(); = Y D(u,e;)uD% (v, e:).

3,j=1 1,j=1

Proposicao 4.1.3. Se u,v € Sy, entao
E(0(w)d(v)) = E({(u,v)g) + E(Tr(Du o Dv)). (4.4)

Demonstragao. Seja {e;,i > 1} um sistema ortonormal completo em H. Considerando a

Equacao (4.1) e a Proposicao 4.1.2, podemos escrever:
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— o) +E (Z {e;, v)ar, (Du €z>H>H))

_ )+ E (Z <D €, D (u,e; H,e¢>Hej> ))
i,7=1
= +E (Z 6za H7€J>H <D <u e])H’el>H)>
_ H) +E (Z (v, €;) g D" <U7€j>H>
= E((u, r(Du o Dv)),
0 que encerra a demonstracao. .

Proposigao 4.1.4. Suponha que u € D'? e D"u € Dom(d). Entdo §(u) € D2

Demonstragao. Para todo F' € DY? usando a Equagao (4.4), temos:

Com isso, §(u) € D*? pelo Lema 4.1.3. O

Proposigao 4.1.5. Seja F € D'? e u € Dom(d) tal que Fu € L*(Q,H) e Fi(u) —
(DF,u)y € L*(2, H). Entao Fu pertence ao dominio de 6 e a sequinte equagdo ¢é verda-
deira:

0(Fu) = Fé(u) — (DF,u)g.
Demonstracao. Para toda variavel aleatoria suave G € Sy, temos:

E((DG, Fu)g) = E(FDG,u)g)



= E(FG§(u) — G{u, DF)p)
= E(G(Fo(u) = (u, DF)p).

Com isso temos que:

[E(DG, Fu)yr)| < [|Gllav/E((F3(u) — (u, DF)p)?).
Como Fé(u) — (u, DF)y € L*(Q, H), temos:
[E(DG, Fu)r)| < cu||G|l2,

o que implica Fé(u) € Dom(J).
Assim concluimos que E(Go(Fu)) = E(G(Fé(u) — (u, DF)y)) e, consequentemente:

0(Fu) = Fo(u) — (u, DF) g.
[l

A proposicao abaixo é uma modificacao da Proposicao 4.1.5 onde trocamos o u por

um h € H dado. Nesse caso ¢é suficiente que F' tenha derivada na diregao de h.

Proposicao 4.1.6. Se h € H e F € D*? entdao Fh pertence ao dominio de § e a sequinte
equacao € verdadeira:
§(Fh) = FW(h) — D'"F

4.2 Integral de Skorohod

A Integral de Skorohod é um caso particular do operador de divergéncia visto na segao
anterior. Tome como referéncia o White Noise mostrado na Sec¢ao 3.1.1, ou seja, usaremos
a suposicao de que o espago de Hilbert H ¢ um espago L? da forma H = L*([0,T]). Neste
caso os elementos de Dom(8) C L?(€, H) sdo processos estocasticos quadrado integraveis
e o operador de divergéncia, 0(u), é chamado de Integral Estocdstica de Skorohod do

processo u. Usaremos a notagao:

T
(S(U) = / Utth.
0

Na proxima secao veremos o caso em que a integral de Skorohod pode ser considerada

uma integral de Itd, e as condi¢oes para essa igualdade acontecer.
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4.2.1 A Integral de Itd como um caso particular da Integral de
Skorohod

Lema 4.2.1. Seja A = (s,t] e F' uma varidvel aleatoria cujo quadrado € integrdvel, tal
que sua medida € com respeito a sigma-dlgebra Fac. Entao o processo F'1, é Skorohod
integravel e:

0(F1la) =FW(A).

Demonstragao. Inicialmente veja que u = F'14 pertence a Sy, pois e escrito da forma

(4.2). Com isso, podemos usar a Equacao (4.3):

0(F1y) = FW(14) — (DF,14)g

— P (L) — / DL (1t

Como F' é mensuréavel no conjunto A€, temos D;F = 0, parat € A e logo fOT DF1a(t)dt =
0. Assim,
0(Fla)=FW(1a).

]

Perceba que o Lema 4.2.1 ¢ um caso particular da Proposicao 4.1.5 ja que F €
L*(Q, Fac,P), entao F € D42 ¢ (DF,14)y = 0. Usando o Lema acima nés podemos
mostrar que o operador ¢ é uma extensao da integra de It6 no caso do Movimento Brow-
niano. Denotaremos como L? o subespago fechado de L?([0,T] x ©,R) formado pelos

processos adaptados.

Proposigao 4.2.1. L? C Dom(d) e o operador & restrito ao espago L? coincide com a

integral de Ito, ou seja,
T
5(16) :/ Utth.
0

Demonstra¢ao. Suponha que u é um processo adaptado da forma:

Ut = Z Fjl(tjatjﬂl(t)v
i=1

onde F; € L*(Q,F,;,P) e 0 < t; < ... <tpy1 <T. Entéo, como u € Sy, temos que u €
Dom(9) e:

n T
(5('&) = Z F}W(l(tj,tj.;_l]) — /(; DtFl(tj7tj+1]<t)dt

j=1

31



Como fOT Dy F1(;,,,)(t)dt = 0 pelo Lema 4.2.1, concluimos que
8(u) =Y Fi(W(t) = W(t),
j=1

Sabemos que qualquer processo u € L? pode ser aproximado na norma L*([0,T]) por
uma sequéncia u" de processos adaptados elementares. Entao, pela equagao acima §(u")
¢ igual & Integral de Itd de u™ e converge em L*(Q)) para a Integral de It6 de u. Como §

¢ fechado, deduzimos que u € Dom(d), e §(u) é igual a integral de It6 de w. O

No caso da integral de Skorohod podemos expressar a condicao inicial do operador

COIMo:

E[Fé(u)] = E { /0 ' DtFutdt} ,

onde F € D2 e u € Domd.
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Capitulo 5

Calculo do Delta de uma Opcao

Esse capitulo é destinado ao calculo da derivada do preco de um derivativo financeiro com
relacao a condicao inicial do ativo subjacente. Essa derivada é conhecida como o Delta
de um derivativo. Usaremos uma fun¢ao de payoff ¢ : R” — R, dependente de um

ativo subjacente {X;,t € [0, 7T}, de forma que
El¢(X;,,....X; )] < o,

onde 0 <t <ty <...<t,=TeT éa maturidade do derivativo analisado.

E importante que saibamos o valor do Delta do derivativo para entendermos qual a
mudanga gerada no prego final para uma varia¢ao no valor de Xy. Seja u(x) o prego da
op¢ao. Uma das formas de se calcular o Delta, 0,u(z), é usando a definigdo de derivada,

com a qual pode-se concluir que:

E [p(XEth . XEM] —E [p(XE, ..., X7
azu(x):}lllr% |:¢< t1 [t 7% );1 |:¢( 1) s tn)]
_>
Xpth X
= limE OX T K

) = o(XE, .. X7)
h—0 h

E possivel simular diretamente esse valor de d,u(z) utilizando o método de Monte Carlo

E [o(X5 X —E [(o(XF, ..., X))

para simular varias ocorréncias de X e aproximar
com h suficientemente pequeno. Como isso corresponde a tirar a derivada da funcao ¢,

caso a funcao seja pouco suave essa forma de simulagao nao sera eficiente.
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5.1 A derivada de uma difusao

Seja {X¢,t > 0} um processo de Itd6 com valores reais cuja dindmica é expressa pela

equacao diferencial estocastica:

Assumiremos que os coeficientes b (drift) e o (volatilidade) do processo {X;,0 <t < T}
sao fungoes diferenciaveis continuas com a primeira derivada limitada. Isso garante a
existéncia de uma solu¢ao tnica e forte para o processo. Além disso, consideraremos que
de>0eVaz, o) >e.

Podemos reescrever a equagao acima como:

t t
Xf:x+/ b(ij)du+/ o(X*)dB,. (5.2)
0 0

Ao aplicar a derivada de Malliavin no processo estocastico X no ponto s, temos que se s >
t, essa derivada é zero (como pode ser visto na Proposigao 3.1.4). Caso contrério, usamos
a Proposi¢ao 3.1.2 e que Dy( fo o(X¥)dB,) = o(X?) —|—f0 (XZ)DsX*dB, (Teorema 1.3.8

de [3]). Com isso, temos:

0, s>t
DX} = t t
/ V(XD X du + o(X7) + / o (XT)D,XTdW,, s <t

Defina o processo estocastico ;™ := D, X[, temos entao, considerando s < ¢:

t t
ot = [ VO o) + [ A XDerdB,

Tomando a equacao na forma diferencial, temos:

dpi™ = W(X7)gidt + o' (X7) i dB,
o3 = o(X2),

Com isso, usando a férmula de 1t6 com a transformacao f = log sobre um processo Y; da

forma

d}/;g = b/(Xt)}/;dt + O'I(Xt)}/;det,
Yo =1

(5.3)
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Com isso, temos:

d(log(Y;)) = % (H/(X)Vidt + o' (X)VidB,) — ~—— (o/(X,)V,)? dt

1
2(V,)?
— ¥(X,)dt + o' (X,)dB, — %(a’(Xu))th

= (b’(Xt) — %a/(Xt)2) dt + o' (X;)dB;.

Tomando a forma integral no intervalo [0, ¢]:

log(¥;) ~ log(¥) = | t (b'()@) - %a'(Xuf) au [ o/ (X,)dB, =

A condicao que pede que as primeiras derivadas de b e ¢ sao limitadas garantem a exis-

téncia e unicidade de uma solugao para o processo Y;.
t 1 t
Y, = exp (/ (b’(Xff) — 5(0’(X;f))2> dt +/ a’(Xff)dBt) . (5.4)
0 0

Como ¢;* e Y; diferem apenas no ponto inicial, temos que a solu¢ao de gof’t pode ser
escrita como: v
S, T T t

pr = 0o(XJ)- v Ls<sy- (5.5)

Por outro lado, podemos calcular a derivada de X em relacao a x:
t t
0. Xy =1 —I—/ b’(Xj)@ijfdu—l—/ o' (X0, XEdB, (5.6)
0 0

Tomando a equacao na forma diferencial, podemos ver que a solucao da equacao ¢ Y;. O

que nos leva a concluir que:

0, X7 = Y,. (5.7)
Pela Equagao (5.5) podemos escrever:
Y- DXV
Yilps<ty = W

t
Tome uma fungdo a € L*([0,7T]) tal que / a(s)ds = 1. Assim, podemos escrever a
0

seguinte igualdade:

T Ty,.D,X?
lis<nnYs ds = -5 st ds.
/(; {s<t} ta’(s) S /0 U(Xf) CL(S) S
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Como Y; nao depende de s, a integral do lado esquerdo s6 ¢ influenciada pelo a(s) e pela

indicadora. Temos que o lado esquerdo da equagao ¢é igual a Y;:

Ty .D.X=
Y, = - ds. 5.8
t / el (5.8)

O processo Y; definido em (5.3) é processo de primeira variagdo associado a {X;,0 <t <
T}.

5.2 Uma férmula para o Delta usando o Calculo de

Malliavin

Usaremos o Célculo de Malliavin e como feito no artigo [2| para concluir que existe uma

variavel aleatoria II tal que:
Oyu(z) = Elp(Xy,, ..., Xy, ).

Inicialmente, suponha que ¢ é continuamente diferenciavel com derivadas limitadas,
entao:
GXEH, L XE) — o(XF

xX
e Xp
h

1.

) o . . N
o ;ajgz)(xtl, L XE)0XT e

2. Pelo teorema do valor médio sob a norma da soma, temos

Xoth o OXEHhy _g(XE L XE no || XEth - X
¢( t1 [t 7% })7/ ¢( t19 ) tn) SHMHZH t; . tj||’
7=1

onde M é o gradiente da funcao ¢ em um ponto (Xt";, L XF)ek € [z, + Al

X5 — X7 ]
: '~ € L'(Q) (demonstragao

Como M é limitado pela premissa adotada, e Z?Zl

em [4] paginas 301 e 302), temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada:

a U({L‘) :]E llm ¢(th1+h7"'7Xta;+h) _¢(X£77Xfi)]

h—0 h

Considerando que ¢ é diferenciavel, podemos escrever:

Oyu(x) =E

> 00X, ,an)azxg;]
j=1
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Pela Equagao (5.7), temos:

wa XE, .. XE)Y,

Definicao 5.2.1. Definimos o conjunto de fungoes I',,, como:

r, = {a c LQ([O,T])|/Otia(t)dt: 1 i lm}

onde 0 <t; <t <...<t,=T1

Pelo Teorema 3.1.2 e pela Equacao (5.8), tomando a em T',,:

TY,. D,X?
Oyu(z) =E Zﬁjgb by )/0 Wa(s)ds]

Lj=1

=FE /0 Z@gf) froees Xp) - D XY, (};;x)a(s)ds]

=FE —/o Do ( tlv""Xi)}j-(.;;j)ds} '

Considere o processo adaptado v com uma funcao a fixada em I',,,:

Y- als)
=

Como o satisfaz a condigao Je > 0 e Va, o(x) > ¢, temos que v € L*([0,T]). Usando a

dualidade do operado ¢ mostrada na Equagao (4.1), temos:

[/ Dub(XE ... XE u(s)ds
E[(D¢,v)u] = E[¢ - 6(v)]

Como v é adaptado, temos d(v) = fOT v(s)dWs, pelo Teorema 4.2.1. Com isso, concluimos

que:

d,ulz) = E [¢(ng, LXT) /OTv(s)dWS} |

Caso ¢ nao seja continuamente diferenciavel, usamos aproximacoes de ¢ que cumpram

tal papel. Usando o fato de que as fungoes infinitamente diferencidveis com suporte

Veja que qualquer funcio que integre 1 de zero até t; e zero em cada um dos intervalos [t;,t;11],
i € N* pertence a I';;,. A melhor fungdo a é a que minimiza a variancia de II.

37



compacto sao densas em L2, podemos usar os mollifiers apresentados na Secao 2.6 e

encontrar tais fungoes que aproximem ¢.

5.3 Simulacoes numeéricas

Para demonstrar a utilidade do Calculo de Malliavin para o céalculo do Delta, vamos
calculé-lo para dois derivativos distintos, dependentes de ativos {X;,t > 0} que satisfazem

a equacao de Black and Scholes, ou seja,
dXt = TXtdt + O'XtdBt,
Para as simulagoes consideraremos:

Tempo de maturagao = 1 ano (T = 1);

Taxa livre de risco = 5% (r = 0.05);

Volatilidade = 20% (o = 0.2);

Nuamero de simulagoes = 100 mil (N = 100000);

Intervalos no tempo = 100 (n = 100);

Strike = 100 (K = 100);

Valor inicial do ativo subjacente = 100 (z = 100).

5.3.1 O caso da Call

Consideraremos, inicialmente, a call com a seguinte funcao de payoff para as simulagoes:

0, Xr< K
Xp— K, Xp>K

Caso o prego do ativo seja menor que o Strike, o lucro seréa a diferenca entre os valores,

caso contrario, a compra nao é realizada.
Analisaremos duas formas distintas para a simulacao, utilizando Diferengas Finitas

e 0 Calculo de Malliavin.
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Nesta funcao, com ativos subjacentes que satisfazem a equacao de Black-Scholes po-

demos calcular diretamente o valor do Delta utilizando a seguinte formula:

Opu(x) = @ " (E> ZS; 7) . = ®(dy),

onde ® é a fungao acumulada de probabilidade da distribui¢do normal padrao.

Diferengas finitas

Simularemos o limite:

o BLe TG ] — E [T o(X5)
h—0 h

)

de forma que o valor esperado sera calculado para utilizando o método de Monte Carlo

com h =1 para N = 100000 simulagoes.

Calculo de Malliavin

Queremos calcular o delta usando a seguinte féormula:

Oyu(z) =E [e_TTgb(Xfl, LX) /O Tv(s)dWS] :

Como a funcao payoff tomada depende apenas do valor final do ativo subjacente, X7,

temos:
T

O,u(x) = E [e—’"%(X%) /

0 v(s)dWs} ,

onde v(s) = }(ETCLS”?

0 a é que integre 1 no intervalo [0,7], tomaremos entdo a fun¢do constante a(t) = T

. Como a fungao ¢ depende apenas de Xr, a tnica exigéncia sobre

Entao, neste caso, podemos escrever:
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X

Como Y, ="¢e¢ fOT dW, = Wrp, temos:
x

T
/ v(s)dWy Wr
0

- Tox

Assim, temos:

Oyu(z)

W
Tox |

E e o)
Com isso, simularemos o valor esperado para N = 100000 simulacoes.

Comparando as simulagoes

Simulando o delta das duas formas demonstradas acima para o payoff da Call, temos

os graficos abaixo que mostram o nimero de simulagoes feitas e a média das simulagoes

Delta - 50.000 até 100.000

executadas até entao.
Delta - 100000 simulagées
0.6375
- Diferengas Finitas
14
Malliavin 0.6350 M
12 ~—— Valor real
0.6325
10

0.6300
08

Média
Media

0.6275

06

—

04 0.6250

A
f . A vy M a‘-"wnl\ — Diferencas Finitas

o/ VA A A
02 06225 v o 4 ;;ﬂ'r Y v Malliavin

)v
Y — Valor real

0.0 0.6200

0 20000 40000 60000 80000 100000
# Simulacdes

70000 80000 90000 100000

# Simulagoes

50600 60600

Podemos ver que, neste caso, a simulagao feita com as diferencas finitas se aproxima
melhor do valor real do Delta, isso pode ser explicado pelo fato de que a fungao é continua,
sem saltos, entao a simulagao feita dessa forma nao sofre de problemas pois é o calculo
da "derivada"manual é possivel.

Os valores encontrados no fim das simulagoes, para fins de comparagao entre os mé-

todos, sao:
Diferencas Finitas Malliavin Valor real
Delta Estimado 0.635803 0.626628 0.636830
Desvio Padrao 5.916 x 1077 1.4817 x 1074 -

5.3.2 O caso da Digital

Consideraremos, agora, o caso da Digital, com a seguinte fungao payoft:
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Da mesma forma que a Call, a fungao payoff da Digital depende apenas da tltima
observagao do ativo subjacente, ou seja, seu valor apos o tempo de maturidade da opc¢ao

(T'). Assim, a forma de simular o Delta pelo calculo de Malliavin é a mesma vista na
Wr
Tox
Podemos calcular diretamente o valor do delta neste caso utilizando a seguinte férmula:

se¢do acima, ou seja, dyu(z) =E e T(X7)

()
exp ( —*
aw — —rT.—
) =e "

Comparando as simulagoes

Simulando o Delta para a Digital utilizando diferencgas finitas e utilizando o Calculo de
Malliavin, temos os graficos abaixo, onde o eixo horizontal mostra o ntimero de simula¢oes

e o eixo vertical, a média encontrada até entao.

Delta - 100000 simulagoes Delta - 50.000 até 100.000
0.035 - 0.0196
- Diferencas Finitas
0030 Malliavin
—— Valor real 0.0194
0.025
M 0.0192
° 0.020 ~ - —— Diferengas Finitas
E_’; T—-—-—— E Malliavin
= 0015 = 0.0190 —— Valor real
0.010
0.0188
0.005
| N e VP s
0.000 0.0186 \W S
0 20000 40000 60000 80000 100000 50000 60000 70000 80000 90000 100000
# Simulacoes # Simulacoes

Diferentemente da Call, a funcao de payoff da Digital nao é continua, e podemos ver que a
aproximacao feita com o Calculo de Malliavin é mais proxima que a feita com Diferencas
Finitas, assim. Além disso o fato da funcao nao ser continua aumenta o desvio padrao
da aproximacao feita utilizando Diferencas Finitas pela maior dificuldade em calcular sua

"derivada"computacionalmente. Podemos ver os valores encontrados na tabela abaixo:

Diferencas Finitas | Malliavin | Valor real
Delta Estimado 0.019502 0.018510 0.018762
Desvio Padrao 9.29 x 107¢ 2.55 x 1076 -
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Capitulo 6
Conclusao

No decorrer da dissertacao estudamos os conceitos de calculo de Malliavin e seus dois ope-
radores fundamentais, a derivada de Malliavin e o Operador de Divergéncia. Ampliamos
os conceitos para o dominio que contém a Integral de 1t6, usando o caso White Noise e
a Integral de Skorohod. Desenvolvemos os teoremas e suas demonstragoes com base no
livro [3] e chegamos na féormula importante para que pudéssemos fazer a aplica¢ao aqui
pretendida.

Apesar de nao termos apresentado as formulas para o calculo de outras gregas além do
Delta, elas podem ser encontradas, juntamente com suas demonstragoes, em [2]. Assim,
nos focamos no desenvolvimento do Delta e na parte teérica do Calculo de Malliavin.

O uso do Célculo de Malliavin se mostrou tutil para calcular o Delta de uma opcao sem
a necessidade de derivar computacionalmente a fungao payoff. Ficou perceptivel durante
as simulagoes numéricas que o Calculo de Malliavin é recomendado para fungoes pouco
suaves, como por exemplo a Digital que possui um salto no valor do Strike.

Além da melhor aproximacao do valor real do Delta, podemos salientar que o uso
do Calculo de Malliavin para esse fim nao é particularmente custoso, pois é possivel
realizar apenas uma simulagao do Movimento Browniano, que pode ser usado para simular
diversas opc¢oes distintas sem precisar de recalculo para cada uma delas, diminuindo o

custo computacional do processo.
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