
FUNDAÇAo GETULIO VARGAS 

OLIGOPÓLIO DIFERENCIADO SOB INCERTEZA KNIGHTIANA 

Dissertação submetida à Congregação da 
Escola de Pós-graduação em Economia (EPGE) para 

obtenção do grau de 

Mestre em Economia 
por 

Nelson Seixas dos Santos 

Rio de Janeiro 
Maio, 2001 



Sumário 

J. Introdllção ......................................................................................................................... 2 

2. Jogo.\ Estáticos soh Incerteza Knightiana ......................................................................... " 

3. Oligopálio.\ Diferenciados soh Incerteza ......................................................................... J O 

(~ompetiçio de Cournot .................................................................................................. 11 

Competiçio de Bertrand ................................................................................................ 14 

4. Dllopálios Cf"" Incerteza Assimétrica ............................................................................. 18 

Competiçio de Cournot .................................................................................................. 18 

Com petição de Bertrand ................................................................................................ 20 

5. (onsiderações Finai~· ...................................................................................................... 24 

Apêndice 1 - Provas das Proposições do Capítulo 3 ........................................................... 26 

Apêndice 2 - Provas das Proposições do Capítulo 4 ........................................................... 27 

Apêndice 3 - Sumário de Resultados sem Incerteza ........................................................... 28 

Oligopólio Homogêneo sem Custo .................................................................................. 28 
Competição de Coumot ................................................................................................. 28 
Competição de Bertrand o ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 28 

Oligopólio Diferenciado sem Custo ................................................................................ 28 
Competição de Coumot ................................................................................................. 28 
Competição de Bertrand o ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 28 

Referências Bibliográficas .................................................................................................. 29 



Agradecimentos 

Muitas pessoas contribuíram direta ou indiretamente para a confecção deste 

trabalho. No entanto, usar este fato como pretexto para não citá-Ias nominalmente parece-me 

preferir injustiçar a todos com certeza a correr o risco de injustiçar alguém que, por ventura, 

tenha seu nome ausente desta nota Àqueles esquecidos, desde já, minhas escusas. 

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer ao meu orientador, o Professor Hugo 

Pedro 80fT, que, com boa vontade ímpar, compartilhou comigo seu conhecimento, seriedade 

e rigor, provendo-me sempre com a informação precisa e necessária para que eu tomasse 

decisões seguras nos momentos em que estive perdido nas incertezas da dissertação. 

Os Professores Renato Fragelli, Luiz Guilherme Schymura e Antônio Maria da 

Silveira, mesmo nos momentos mais dificeis, deram-me todo apoio para continuar e a tudo 

resistir ao longo desta jornada intelectual. A eles o meu muito obrigado. O Professor Sérgio 

R.c. Werlang, a despeito das suas muitas atividades, cedeu-me tempo precioso. 

Um muito obrigado também é devido ao Professor Afonso A.M. Franco Neto por 

sua constante disponibilidade e interesse em discutir pontos importantes de teoria econômica, 

mesmo nos momentos e lugares mais inusitados. 

Agradeço ainda às amigas bibliotecárias da Fundação Getúlio Vargas, em 

especial, à Arian e à Denise; a todos os meus colegas de mestrado aqui da EPGEIFGV pela 

convivência intelectual e social maravilhosa que eles me proporcionaram e pelas freqüentes 

discussões teóricas e metodológicas. 

Raffaella M.D.D.L. Mota e Rebecca Barros mostraram-se maravilhosas 

proofreaders. Sem elas, os erros neste trabalho poderiam ter sido ainda maiores. 

Naturalmente, as falhas e omissões remanescentes são de minha única e exclusiva 

responsabilidade. 

Last but 110t least, agradeço ao meu pai Manoel P. dos Santos, que infelizmente 

não pôde presenciar a conclusão dessa jornada, e à minha mãe Iracema S. dos Santos. 

Ambos foram não apenas pais, mas, sobretudo, amigos e entusiastas que me deram sempre a 

razão e o apoio para continuar; a eles dedico este trabalho e o meu amor. 



1. Introdução 

Modernamente a teoria do oligopólio tem sido estudada como uma aplicação da 

teoria dos jogos na qual a competição entre as firmas é formali7.ada em termos de um jogo 

cuja estrutura é suposta ser de conhecimento comum com as variaveis de escolha sendo 

normalmente quantidade ou preço. Procede-se então à busca dos equilíbrios de Nash do jogo 

como previsâo para os possíveis equilíbrios de mercado e estudam-se os efeitos de alterações 

exógenas na estrutura do jogo. Sob este enfoque, os tradicionais modelos de oligopólio de 

('ournot (1838) e de Bertrand (1883) revelam-se jogos estáticos no qual a variável de escolha 

dos oligopolistas é, no caso do primeiro, a quantidade e, no caso do segundo, o preço. 

Como na maior parte da teoria dos jogos, tudo se passa sob a hipótese de que as 

firmas tomam decisão segundo o modelo de escolha sob incerteza de Savage (1954) ou de 

Anscombe-Aumann (1963), nâo obstante o conhecido paradoxo de Ellsberg (1961) que 

demonstra que o comportamento prudente não pode ser compreendido com o emprego destes 

modelos de decisão. Com efeito, à luz tanto da axiomática de Savage quanto da de 

Anscombe-Aumann, o comportamento prudente deveria ser considerado irracional, por 

inexistir uma bem definida distribuição de probabilidade que sustente uma estrutura de 

preferências e de crenças na qual o agente maximize sua utilidade esperada. Knight (1921) 

distingue tais situações daquelas em que é possível modelar as crenças do indivíduo por meio 

de uma distribuição de probabilidade: a estas ele chama de risco; àquelas, incerteza. 

Schmeidler (1982, 1989) e Gilboa (1987) propõem modelos de escolha sob 

incerteza Knightiana que generalizam, respectivamente, os modelos de Anscombe-Aumann e 

de Savage, abrindo espaço para a compreensão do comportamento prudente. Dentro deste 

arcabouço, Epstein and Wang (1996) formalizam a noção de conhecimento comum 

knightiano, Dow & Werlang (1994) definem equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana para 

um jogo estático com dois jogadores, construindo, assim, a base para se estudar duopólios sob 

incerteza Knightiana. 

Boff & Werlang (1996) estabelecem condições genéricas para que o equilíbrio de 

Dow & Werlang (1994) funcione em um jogo simétrico com N jogadores. Boff & Werlang 

(1998) expandem a noção de equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana de Dow & Werlang 

(1994) para o caso de N firmas competindo à la Cournot. 

Este trabalho introduz incerteza simétrica em uma generalização para N firmas do 

modelo de duopólio diferenciado de Dixit (1979) com demandas simétricas. Considerando o 

regime competitivo de Cournot, mostra-se que o poder de mercado resultante da diferenciação 
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é acentuado pela introdução da incerteza, permitindo que os produtores repassem aos 

consumidores um "custo de incerteza", mesmo na ausência de outros custos. Mostra-se 

também que os efeitos da variação da incerteza no equilíbrio com diferenciação de produto 

são os mesmos do caso homogêneo com custo. Prova-se ainda que a quase-homogeneização 

dos produtos não leva ao equilíbrio sem diferenciação. 

Em se tratando do regime competitivo de Bertrand, demonstra-se que, 

diferentemente do regime de Coumot, a incerteza atel1ua o poder monopolista advindo da 

diferenciação, tem efeito detlacionário e allmel1ta o bem-estar social. Mostra-se ainda que 

incerteza colabora para que a redução na diferenciação leve ao equilíbrio homogêneo. 

Introduz-se também incerteza assimétrica no modelo de duopólio diferenciado de 

Dixit (1979) com demandas simétricas. Prova-se assim que, para quaisquer pares de 

coeficientes de aversão à incerteza, vale o clássico resultado de Singh & Vives (1984), 

segundo o qual o equilíbrio de Bertrand é, do ponto de vista social, mais eficiente que o 

equilíbrio de Coumot. Em suma, a incerteza assimétrica não alterou os resultados do caso 

simétrico em que o número de firmas é maior que ou igual a 3. Prova-se também que a 

propalada dualidade entre os duopólios de Bertrand e Coumot não é afetada pela introdução 

de incerteza assimétrica. 

Demonstra-se que no regime de Coumot o duopolista mais avesso à incerteza 

produzirá uma menor quantidade e cobrará um maior preço, mas que os efeitos da variação na 

incerteza são os mesmo do caso como incerteza simétrica. No duopólio de Bertrand, mostra­

se que também o efeito cruzado da incerteza assimétrica é negativo, indicando que o aumento 

na incerteza de apenas um dos jogadores é suficiente para induzir a uma redução no preço de 

mercado e a um aumento no bem-estar social. Nota-se o interesse destes resultados para a 

política anti-inflacionária e de proteção ao consumidor. 

A organização do trabalho é a seguinte. O capítulo 2 apresenta as definições de 

equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana de Dow & Werlang (1994), de Boff & Werlang 

(1996) e de Boff & Werlang (I998), discutindo suas propriedades e aplicações. No capítulo 

3, investigam-se as propriedades da nossa generalização do modelo de Dixit sob os regimes 

competitivos de Coumot e de Bertrand. O capítulo 4 analisa o modelo de duopólio de Dixit 

sob incerteza Knightiana com estrutura de demandas simétricas, mas incerteza assimétrica. O 

capítulo 5 tece as considerações finais, concluindo o trabalho. Adicionou-se ainda três 

apêndices onde se encontram provas de algumas proposições deste trabalho e um sumário dos 

resultados sem incerteza. 
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2. Jogos Estáticos sob Incerteza Knightiana 

A hipótese básica por trás da teoria dos jogos é que 8 estrutura do jogo é de 

conhecimento comum. Epstein and Wang (1996) fomlalizam a noção de conhecimento 

implícita ao modelo de Schmeidler (crença com probabilidade não-aditiva 1) em termos de 

uma hierarquia de /!.rc{crhICia.,J sobre os atos, mostrando também (pp. 1356- 1357, 1360-

1361) como firmar a noção conhecimento comum knightiano e, portanto, dando sentido claro 

à noção de jogo sob incerteza Knightiana. 

Com efeito, quando as crenças dos indivíduos são modeladas por probabilidades, 

o significado da afirmação de que um evento ocorre com probabilidade 1 é claro. Em se 

tratando, porém, de probabilidades não-aditivas exigem-se alguns cuidados extras, haja vista 

que a hierarquia de crenças com probabilidade 1 resultante da hierarquia de preferências de 

Epstein & Wang (1996) não tem suas propriedades tão bem conhecidas. Tomando o cuidado 

de não restringir exageradamente a classe dos conjuntos conhecidos pelo agente ou permitir 

que qualquer conjunto seja por ele conhecido, Dow & Werlang (1994) resolvem o problema 

de limitar a classe mencionada, propondo que os conjuntos conhecidos pelo agente são 

aqueles pertencentes ao suporte da probabilidade não-aditiva tal como definido a seguir: 

Definição 2.1: Suporte 

Dado um espaço de probabilidade não-aditivo (5, ~, n), diz-se que um conjunto 

AE~ é um suporte de 1t (denota-se A == supp n), se n(Ac)=O e VB c A, B:tA, n (Bc»O [l 

Em palavras, um suporte de uma probabilidade não-aditiva é um evento que 

concentra em si "infinitamente" mais massa que seu complementar e que nenhum de seus 

subconjuntos próprios (vis-à-vis seus respectivos complementares) é mais "denso" que o 

suporte em questão. A noção de conhecimento associada ao conceito de suporte mencionado 

é, então: 

Definição 2.2: Conhecimento 

Seja (5, ~, n) um espaço de probabilidade não-aditivo. Diz-se que um indivíduo 

sabe (crê) que o evento A ocorreu, se AE supp 1t. o 
o exemplo a seguir, extraído de Dow and Werlang (1994, pp.311, 320), mostra 

que esta noção de conhecimento não implica onisciência lógica2
. 

1 Formalmente, uma hierarquia de preferências é wna estrutura bastante análoga à hierarquia de crenças de 
Mcrtcns & Zamir (1985). Para detalhes, vcr Epstcin & Wang (1996). 
2 Diz-se que wn indivíduo goza de onisciência lógica se o conhecimento de wn conjunto de fatos implica o 
conhecimento de todas as conseqüências destes fatos. 

4 



F.xemplo 2.1: 

Seja 5 ~- {I, 2, 3} e l:. ==- 2·. Tome em (5, l:) a probabilidade não-aditiva 1t 

definida por 1t1 ~ 0.5 • 1t2 =: 1tl = O. 1t12 = '7tu ",. 0.6, '7t21 :o- 0.1. Considere os eventos EI = {I. 

2} e E2 =cc {I, 3}. Um agente cujas crenças são representadas por '7t e sua noção de 

conhecimento é representada por K2 conhece ambos os eventos, mas nâo conhece o evento El 

=-- {I I. Portanto, o evento FI é conhecido, o evento F2={1, 3}=E l
c 

\...J E3 (E l
c implica F3) é 

conhecido, mas o evento E3 não é conhecido. Ou seja, o agente conhece o evento EI. sabe 

que EI implica El, mas nâo conhece E3! LI 

Assim, estabelecidas bases para se falar claramente em jogo sob incerteza 

Knightiana, podem ser definidos diversos conceitos de solução para estes jogos. O mais 

importante naturalmente é o conceito de equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana o qual é 

formalmente estabelecido na: 

Definição 2.3: Equilíbrio de Nash sob Incerteza Knightiana 

Dado um jogo na forma normal r=[A I , A2, UI, U2], onde Aj, i = 1, 2, representa o 

conjunto de estratégias do jogador i e Uj o "payoff' do jogador i, diz-se que um par ('7tI, '7t2) de 

probabilidades não-aditivas, '7t1 sobre AI e '7t2 sobre A2, é um equilíbrio de Nash sob incerteza 

Knighliana, se existe um suporte de '7tl e um suporte de '7t2 tal que: 

(i) para todo aI ESUpP'7tI, aI maximiza a utilidade esperada do jogador 1, dado que '7t2 

representa as crenças do jogador 1 sobre as estratégias do jogador 2, e 

(ii) para todo a2ESUpp'7t2, a2 maximiza a utilidade esperada do jogador 2, dado que '7tl 

representa as crenças do jogador 2 sobre as estratégias do jogador 1. o 
Dow and Werlang (1992a, p. 201) apresentam o exemplo abaixo no qual mostra­

se que integrar à la Choquet com coeficiente de aversão à incerteza igual a 1 gera 

comportamento maxmin de Wald (1950), evidenciando que, mesmo com uma pequeníssima 

incerteza pode-se racionalizar o comportamento prudente como solução para problemas 

estratégicos. Por isso, limitar-nos-emos a estudar as situações de incerteza Knightiana com 

equilíbrios de Nash. 

Exemplo 2.2: Conceito de solução maxmin - Dow & Werlang (1992a) 

Seja (5, ~) o espaço de incerteza, (X, Lx) o espaço dos resultados e ~(X) o 

conjunto das loterias (distribuições de probabilidade) com prêmios em X. Considere uma 

pessoa extremamente avessa à incerteza, ou seja, cujo coeficiente de aversão à incerteza 

c('7t,A) = 1, para todo A:t:-0, S. Neste caso, as crenças do indivíduo são representadas por 
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7t(A)=O, para todo AE:L.- S e 7t(S)=1. Seja F 0:= {f: S~ Ó(X)} o conjunto dos atos limitado 

por uma ordem fraca C', Seja u: ó(X)~m uma função de utilidade ~-limitada, Então. a 

utilidade esperada de Choquet é dada por: 

o ".1 

I~'u(f):- f u of.tbr ~ fliT(u(f)::-- x) -1].ch -+ f iT(u(f) .... x).dc frF 

s" o 

Ora, como o conjunto F dos atos é limitado, existe inf u(f). Sem perda de 

generalidade, suponha que infu(f»O. Então: 

inr ~ (f) 'H< 

r;u(f) = f 11 o f.diT = f iT(u(f) > x).dx + f iT(u(f) > x).dx 
s o inr~u) 

Como, o valor do integrando da primeira integral é igual a 1 e do integrando da 

segunda integral é igual a zero, Eu(f)= infu(f). [J 

O teorema abaixo garante a existência de equilíbrios de Nash sob incerteza 

Knightiana para qualquer nível de aversão à incerteza, operacionalizando a definição 2.3. 

Teorema 2.1: 

Seja r=[AI, A2, UI, U2] um jogo finito com dois jogadores na forma normal. Para 

todo, (CI, C2) E [O, 1]2, existe um equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana (7tl , 7t2) tal que 

CI é o coeficiente de aversão à incerteza de 7t2 e C2 é o coeficiente de aversão à incerteza de 7t1. 

Demonstração: 

Como sempre, para a obter a prova detalhada, remete-se o leitor ao artigo original; neste caso: ver 

Dow & Werlang (1994, pp. 313-314). No entanto, tendo em vista que fazemos uso repetido deste teorema e que 

sua demonstração é construtiva no sentido de prover um método de cálculo de equilibrios de Nash sob incerteza 

Knightiana, apresentaremos o esquema da demonstração. 

A prova se baseia na observação de que, se (PI, P2) é um equilíbrio de Nash com estratégias mistas 

do jogo modificado r"(CI, C2) = lAI' A2' VI, V2], onde v, (a,. aJ) = (l-c,).u.(a" aJ) + c,.min u,(a,. a), i = L 2. Então, 

se pusermos: 

e 

o par (1tI. 1t2) será equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana do jogo r=[AI, A:. UI, u:l. u 

Em suma, o teorema 2,1 mostra-nos que, para encontrarmos o(s) equilíbrio(s) de 

Nash sob incerteza Knightiana de um jogo r=(AI, A2; UI, U2), basta encontrarmos o(s) 

equilíbrio(s) de Nash de um jogo modificado r* cujos "payoffs" de cada jogador sejam dados 
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média ponderada dos "payotrs" do jO!lO ori!linal com pesos dados pelo coeficiente de aversão 

à incerteza do jogador oponente. 

Resta-nos apenas apresentar definições de equilíbrio que nos sirvam para tratar o 

caso com N jogadores. Apresentaremos a seguir as definições de Botl & Werlang ( 1996) e de 

Bofr & Werlang ( 1998). 

BofT & Werlang (1996) generalizam a noção de equilíbrio de Nash sob incerteza 

Knightiana para um jogo com N jogadores, impondo restrições adicionais à noção de Dow & 

Werlang (1994) de modo a garantir urna estrita consistência entre as crenças dos jogadores no 

equilíbrio: a esta generalização chamaremos de equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana. 

Definição 2.4:Equilibrio de Nash sob Incerteza Knightiana 

Considere o jogo finito r=(AI, A2, ... , AI"; UI, U2, ... , UI") com N jogadores. Diz-se 

que a seqüência de probabilidades não-aditivas 1t1, 1t2, ... , 1tN, onde 1tj: O'(AJ~[O,l], i = 1,2, ... , 

N, é um equilíbrio de Nash sob incerteza se existem suportes supp 1t1. supp 1t2, , supp 1tN tais 

que: 

Va, E supp JT, <;::::> a, E argmax E". li;, i = 1,2, .... N. 
~, 

e 

onde 1t_( O' (A.i)~[O, 1] representa as crenças que o jogador i tem sobre as açôes conjuntas de 

seus oponentes. [j 

A definição anterior formaliza a idéia de um processo de formação de 

expectativas por introversão no qual cada agente acredita que os outros acreditam naquilo que 

ele mesmo acredita e assim sucessivamente numa hierarquia de crenças não-aditivas3
. De 

outra forma, também se pode ver este processo de formação de expectativas num modelo 

onde os agentes são igualmente "mal informados". Esta abordagem é mais facilmente 

justificável quando os jogadores apresentam as mesmas preferências e enfrentam as mesmas 

restrições, tal como num oligopólio simétrico. Boff & Werlang (1996, p.6) argumentam que 

pode-se ver a definição 2.4 como uma hipótese de expectativas racionais. 

Note, além disso, que a definição anterior generaliza a definição 2.3, impondo 

condições mais restritivas, porquanto ela só se reduz à definição 2.3 quando as probabilidades 

não-aditivas que modelam as crenças dos jogadores no jogo com dois jogadores forem iguais. 

Observe, ainda, que, quando as crenças 1t-i de cada um dos indivíduos são dadas 

por uma compressão uniforme de urna medida de probabilidade P-i: O' (A.i)~[O,l], tal que 1t-i 

7 



E' (1- cJ P.j. 8 condição de consistência entre 8S crenças de cada jogador e 8S crenças 

conjuntas dos demais pode ser expressa como: 

(i) consistência entre 1t.j de cada jogador e a probabilidade conjunta Pj: o (~)-;rO, I l, 

isto é, 1t.j == (1- C.i). Pi, e vice-versa 

(ii) consistência entre a probabilidade P.i e as crenças conjuntas dos demais jogadores, 

isto é, 1ti = (1- cl ). P.j. 

Boff &Werlang (1996, pp.5-6) argumentam que o teorema 2.1 também se aplica à 

noção de equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana, posto que, sob as condições da 

definição 2.4, vale a igualdade: 

f~l' ,,; = },'" "" i = 1,2, ... ,N. -, , 

Boff & Werlang (1998) estabelecem uma noção de equilíbrio menos restritiva do 

ponto de vista da estrutura de crenças, que chamaremos de Coumot-Nash sob incerteza 

Knightiana, mas que se aplica apenas a jogos de Coumot (ou melhor, a jogos onde as 

estratégias dos adversários podem ser somadas e vistas como uma só). Apesar de a versão de 

Boff & Werlang (1996) ser mais restritiva que a versão de Boff & Werlang (1998), 

empregaremos a noção de equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana, porquanto ela se 

aplica a jogos onde não se pode agregar as estratégias dos demais jogadores como é o caso do 

jogo de Bertrand. Ademais, como nosso trabalho focaliza o estudo do caso simétrico, isto é, 

economias onde as estruturas das demandas, os custos e a aversão à incerteza das firmas são 

todos iguais entre si, a noção de Nash sob incerteza Knightiana não introduz nenhuma 

restrição adicional ao modelo e constitui-se num caso particular do equilíbrio de Coumot­

Nash sob incerteza Knightiana para jogos de Coumot. 

No mais, empregamos a noção de equilíbrio de Coumot-Nash sob incerteza 

Knightiana para justificar as estáticas comparativas nâo simétricas que empreendemos. Este 

procedimento é válido, porquanto, para jogos de Coumot, um equilíbrio Coumot-Nash sob 

incerteza Knightiana com jogos simétricos reduz-se a um equilíbrio de Nash sob incerteza 

Knightiana. Apresentaremos, pois, a noção de equilíbrio de Coumot-Nash sob incerteza 

Knightiana: 

Definição 2.5: Equilíbrio de Cournot-Nash sob Incerteza Knightiana 

Considere um jogo de Coumot finito r= (AI, A2, ... , A,,; LI, L2, ... , L,,) com N 

jogadores. Seja nj o conjunto de estados da natureza que afetam as variáveis da economia na 

3 Epstein & Wang (1996, 1'1'.1360-1361) formalizam a idéia de hierarquia de crenças não-aditivas. 
4 Veja também a definição de Boff & Werlang (1998). 
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avaliação da firma j Seja~: o(Oj) 410, J] uma probabilidade não-aditiva definida sobre 

uma o-álgebra de eventos de q e Qi( 00, qi): OI' 4~H, a função de reação conjeturada pelo 

produtor j. Diz-se que a seqüência de probabilidades não-aditivas 7(1. 1t2 .... , 1tN induzidas por 

Rj sobre Aj onde 1ti:At410.J l. i = J, 2, ... , N, é um equilíbrio de \oumot-Nash sob incerteza se 

existem suportes supp 7(1. supp 1t2, ... , supp 1tN tais que, se cada produtor associa a conjectura 

0.1(00, q j ) = Li"j qi uma probabilidade positiva 1tj , então as quantidades qi maximizam a 

utiJidade esperada do produtor i dado que 1ti é a probabilidade não-aditiva que avalia a 

produção conjunta dos rivais conjeturada pelo produtor i e vice-versa. Formalmente: 

V}, {OJ E O: Q] (aJ;q])= Lq,} E supp 1r) <;::> q, E argmax EIf, n, (q,Q, ~ i -:t:- j. r] 
".I q,.~ 

Boff & Werlang (1998, p.275) argumentam que a definição acima só se mostra 

necessária quando se pretende trabalhar como estratégias mistas em jogos de Coumot. Na 

seqüência, observam que "mixed strategies are optimal if each one can support ali aggregate 

rival's supplies which are competitive (in the sense that individual quantities are optimal)" 

(id, p.276). 

Com base no fato de que as variações conjeturais5 em jogos de Coumot são nulas, 

os autores argumentam também que a definição 2.5 implica que os produtores escolhem 

estratégias puras no jogo original (ibid, p.276). Isto permite-nos apenas nos preocupar com 

estratégias puras na solução dos jogos de Coumot. No que tange à competição de Bertrand, 

as variações conjeturais também são nulas, por isso supomos que, para um dado produtor, a 

distribuição conjunta sobre a oferta dos rivais é tal que a nulidade da variação conjetural de 

cada produtor implique que a distribuição conjunta (conjeturada) seja independente de sua 

própria oferta 

5 Para mais detalhes e referências sobre a teoria das variações conjeturais. ver 80ff (1998). 
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3. Oligopólios Diferenciados sob Incerteza 

Considere uma economia com um agente representativo, um setor oligopolizado e 

um setor competitivo. O setor oligopolizado conta com N tirmas, que produzem, 

respectivamente, os bens 1, 2, 3, 4, ... e N. Todas as firmas são igualmente avessas à incerteza 

com coeficiente de aversão igual a c. O setor competitivo produz apenas o numerário I. As 

preferências do agente representativo são dadas pela função de utilidade u:91N
l\ ~~ll definida 

por: 

(1) 

Admita que a>O e, para garantir a estrita concavidade de u, imporemos que 

hessiano de u seja negativo definid06
. Note, em particular, que isto vai implicar que ~>y>0. 

Por simplicidade, suponha que o custo de todas as firmas seja nulo. 

As condições de primeira ordem do problema de otimização do agente implicam 

as seguintes demandas inversas: 

Pk =a- f3·Qk -YLQ;, k =1,2, ... ,N (2) 
i",k 

Somando as N equações do sistema (2), obtém-se o valor de Li qi em função 

apenas dos preços e dos parâmetros da utilidade. Substituindo em (2) LJ;ék 'li por Li qi - qk 

chega-se às demandas diretas: 

Qk =a-b.pk +d'LP;, Tlk (3) 
)",k 

onde: 

a = '( ) (38) b = {jJ fi )~(N (2) )] (3b), e d = (jJ )[/ ( )] (3c) 
f3+y.N-l ' -y. +y.N-I -y +y.N-I 

Singh & Vives (1984) interpretam a razão -( /~2, que é um valor entre O e 1, como 

o grau de diferenciação entre os produtos. Quando o grau de diferenciação é igual a O, então 

os produtos são independentes; quando é igual a I, os produtos são substitutos perfeitos e 

temos um mercado homogêneo. Observe que, quanto maior o valor do grau de diferenciação, 

menor a diferenciação entre os produtos. 

6 Podemos representar a equação (1) na forma matricial como u(q. I) = a..q-(II2).q·. Aq. onde a. e q são vetores 
e A = [(~-y).I + 2.y.1.1 'J é uma matriz simétrica de ordem N. A condição de concaúdade de u requer que A seja 
positiva definida. 
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Este modelo é basicamente uma generalização para N firmas do modelo de 

duopólio diferenciado de Dixit (J979) no qual se introduziu incerteza Knightiana. Impomos, 

porém, que os coeficientes a's e Ws da função de utilidade do agente representativo são 

iguais para todos os bens, porquanto o caso em que as demandas e a incerteza são simétricas 

são o nosso foco de interesse. 

As propriedades de bem-estar do modelo de duop6lio de Dixit foram tratadas em 

Singh & Vives (1984). Háckner (2000) discute a validade do resultado de que os preços em 

competição de Coumot são sempre superiores aos preços em competição de Bertrand para 

uma generalização do modelo de duopólio de Dixit, na qual supõe-se que os Ws são todos 

iguais a 1, mas mantém-se a diferenciação entre os a's. 

Competição de Cournot 
Formaliza-se este regime competitivo por meio de um jogo estático r = (AI, 

A2,,,.,A~; LI, L2, ... ,LN), onde as firmas escolhem a quantidade a ser produzida e os "payoffs" 

são dados por suas funções lucro. Quanto ao preço de equilíbrio, este é dado no equilíbrio 

mercado. 

A determinação do equilíbrio da economia quando a competição entre as firmas se 

dá sob incerteza Knightiana requer a aplicação do teorema 2.1 e, portanto, a construção de um 

jogo transformado r· = (AI, • L 1, 
• L 2, ... , Lembrando que 

Ep ( = E" L" Vi, o lema a seguir constrói o jogo transformado. 
- I ~I 

Lema 3.1: Jogo de Cournot Transformado 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incerteza Knightiana. O jogo de 

Coumot transformado é dado por r· = ([O, a], [O, a], ... , [O, a]; L\ L"2, ... , L"I\'), onde a é dado 

pela equação (3a) e as funções-objetivo das firmas são dadas por: 

.( )- a.[p+y.(I-c).(N-l)] ()q ~ f3 2 
Lk qk,q-k - ( _) ·qk -y.l-c k·~q} - ·qk 

f3 + y. N 1 j"k 

(4) 

Demonstração: 

Conforme as condições para a aplicação do teorema 2.1, defina as funções-objeti\o do jogo 

transformado por: 

L:(qÁ'q_J,)=(l-c)Lk (qpq_k)+c. min,jLk(qk>q_J.) (5) 
q_tE[O.aI -

É fácil ver que, sem incerteza Knightiana, os lucros da firma k são expressos por: 

Lk(qpq_k)=a·qk -y.qk.Lqj -p.q; k=1,2, ... ,N (6) 
),..k 
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Pum podermos calculur n\<\ximos c mlnimos das funçôcs lucro <i\.. .. produtores. restringiremos seus 

domlnios (isto é. o conjunto de cstrutégius disponl\'eis a cada um dos produtores) 8 intcl'\'alos reais fechados dl 

forma 10.sl. onde s é a quantidade que anula os p!"\.-'ÇOS dos bens no sistema (-,) Esta quantidade é facilmente 

obtid!. fU/.endo. no sistema (1). p.. '" (l. k '-I. 2. 3 ..... N. Assim. s "'- a. onde (l (dado pela equação Oa). Valores 

maiores que (l n.'10 têm interesse. tendo em vista que. pam qualquer produtor. no ponto (a. a. a . .... a) E 9i
N

• 

aumentar a produção apenas rcdu.t.iria seu próprio lucro. Fica. assim. cstabehxido o cOlljunto de estmtégias 

rele"antes pam os produtores. 

Pam delenninar a função lucro no jogo tmllsformado. obser"e que. como y >O. 'v'j;t';k, q :o a 

minimil.a os lucros d! fimla k. Este lucro mini mo é dtdo por: 

Substituindo as equações (6) e (7) na equação (5). obtém-se o resultado. n 
Vale enfatizar que os lucros no jogo transformado sào apenas conjecturas que as 

firmas fazem. Portanto, servem para a tomada de decisão, mas, após a revelação da incerteza, 

os lucros sào calculados de acordo com a função lucro tradicional. Podemos agora resolver o 

jogo modificado, calculando o equilíbrio de Coumot. 

Proposição 3.1: Equilíbrio de Cournot 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incerteza Knightiana. Se os 

oligopolistas competirem em quantidade, então valem as seguintes afirmações: 

(i) as curvas de reação das firmas são : 

qk = a.[p + r.(1- c).{N -1)] 
2.p.[P + r.(N -1)] 

(ii) as quantidades de equilíbrio da economia são: 

k = 1,2, ... ,N (8) 

c _ a.[p + r.(l- c)(N -I)] (9) 
qk - [p + r.(N -1)J[2.p + r.(l- c )(N -I)] k = 1,2, ... ,N 

Demonstração: Ver Apêndice 1. O 

Note que, diferentemente do caso em que os produtos são homogêneos e o custo é 

nulo, a incerteza afeta o equilíbrio e as curvas de reação. Matematicamente, isto ocorre, 

porque, com diferenciação de produto, o lucro mínimo é superior a zero e, portanto, afeta a 

decisão dos produtores. Intuitivamente, isto resulta do fato de que, com diferenciação de 

produtos, cada firma possui um "nicho" de mercado (representado por sua demanda 

diferenciada) sobre o qual consegue exercer poder monopolista, repassando aos consumidores 

um "custo de incerteza". É justamente o exercício deste poder de monopólio que provoca a 

redução na produção de equilíbrio, o aumento dos preços e, conseqüentemente, dos lucros dos 

produtores vis-à-vis o caso homogêneo. 
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A proposição a seguir nos dil. qual o efeito da variação no coeficiente de aversão à 

incerte.za de um dos produtores na produção dos demais e na sua própria produção. Vale 

ressaltar que esta estática comparativa é dotada de sentido. porque. apesar de não existir 

equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana com distintos coeficientes de aversão à incerteza, 

existe equilíbrio no sentido de Coumot-Nash sob incerteza Knightiana com incerteza 

assimétrica. 

Proposição 3.1: Estática Comparativa em Competição di! (Ournot 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incerteza Knightiana. Os efeitos 

da variação do coeficiente de aversão à incerteza no equilíbrio são dados pelas equações: 

àJ. = y[zp + Y(H)(N - 2)J{ [p + y(N -1)J~q, -a(N -I)} O 

lP + r.(N -1)J[2.p + r.{1- c )(N -1)][2.p + r.(I- c)] < 
(10) 

àJ. = _ y2(I_C){ [p + y(N -1)J~q, - a(N -I)} > O 

àcn [p + r.(N -1)}[2.p + r.(I- c )(N -1)}[2.p + r.(I- c)] , 
m 7:- 11 (11) 

Demonstração: Ver Apêndice l. 

Observe que o resultado acima vai ao encontro do resultado do caso homogêneo 

com custo de Bof! & Werlang (1998). Por outro lado, considerando o caso homogêneo sem 

custo, fica claro que efeitos da incerteza sobre o equilíbrio só se manifestam quando em 

combinação com algum outro fator. Com efeito, a incerteza significa intuitivamente uma 

espécie de temor a algo: no caso homogêneo, os produtores repassam aos consumidores o 

"custo do temor" de que, induzidos pela realização de um estado da natureza não 

controlado, os concorrentes "immdem" o mercado; no caso diferenciado, os produtores 

repassam o "custo do temor" de que seus concorrentes, levados pela realização de algum 

estado da natureza indesejável, extrapolem no uso de seus poderes de monopólio advindo da 

diferenciação e também inundem o mercad%~~ Observe que, no caso homogêneo sem custo, 

não há nada a temer, pois os custos já são nu/os. Ef!fim, no caso d!ferenciado, tudo se passa 

como se houvera um custo de oportunidade de ter um poder de monopólio e não poder 

usufruir, tomando o modelo compatível com o caso homogêneo com custo de Bof! & Werlang 

(1998). 
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Em função destes resultados, precisamos estudar mais dctalhadamcnte como a 

diferenciação entre os produtos afeta o equilíbrio. A proposição a seguir se incumbe desta 

análise. 

Propmi;çào 3.3: Equilíhr;o e I);ferenciacào de' Produto em ComPl'tirão de Cournot 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incerteza Knightiana. Se as firmas 

competem à la Coumot, então o equilíbrio da economia não se tende do equilíbrio de Coumot 

homogêneo sem custo sob incerteza à medida que o grau de diferenciação dos produtos se 

eleva (isto é, os produtos tomam-se melhores substitutos um dos outros), para nenhum 

coeficiente de aversão à incerteza positivo c. 

Demonstração: 

Calculando o limite de qC quando Y--+/~. obtcmos: 

1
· l a.[N.(l-c)+c] 
1m q -

r-'P - p.N.[N.(I-c)+I+C] 
Ora. o equilíbrio simétrico do oligopólio linear homogêneo sem custo sob incerteza é: 

c a 
qJ/ = p.(N + 1) 

Note queqc = q~ se. e somente se. c = O e que qC < q~ , Vc E (0,1] e fica estabelecido 

assim o resultado. o 
o resultado acima revela que, se as firmas competem em quantidade, os nichos de 

mercado representados pelas demandas diferenciadas conferem aos produtores poder 

monopolista suficiente para repassar aos consumidores o custo de incerteza, ainda que os 

produtos tendam a ser substitutos perfeitos. Estudaremos agora como estas questões se 

colocam quando as firmas competem em preço. 

Competição de Berlrand 
Em primeiro lugar, construiremos o jogo transformado r* = (AI, A2, ... ,A~; LI", 

~ *, ... , L~\ definindo os conjuntos de estratégias para cada produtor e encontrando os 

"payoffs" conjeturados pela firmas. 

7 Para vcr este fato mais claramente, observe que a > q~ = a( ) . onde q~ é o equilíbrio de 
2.p+y. N-l 

Cournot diferenciado sem incerteza. 
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I.ema 3.2: Jogo de Ikrtrand Tran ... (ármado 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incertez-B Knightiana. O jogo de 

Bertrand transformado é dado por r· =- ([O. a), [O, al .... , [O, a); L\ L·2 .... L\;), onde a é o 

intercepto da demanda inversa (2) e as funções-objetivo das firmas são dadas por: 

/.:(.p~.1' J:=-apA -d.(1-c)PA·L1'.,-h.l'; (12) 
J,A 

J)emon.'1tração: 

AnfIloga à demonstração do \cma 3.1. Os conjuntos de estr.ltégias Ao. foram tornados compactos. 

rcstringindo-os a intervalos da fornla 10.s1. onde s é o preço que anula as quantidades no sistema (2). Este preço 

é. pois. dado por s =o u. Os lucros do jogo de Bertrand transforn13do são obtidos sob a conjectura de que o 

concorrente joga preço igual a custo marginal. isto é. igual a O. f3l.endo com que o lucro mínimo conjeturado 

seja: 

u 

A proposição a seguir nos fornece o equilíbrio de Bertrand. 

Proposição 3.4: Equiltbrio de Bertrand 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incerteza Knightiana. Se os 

oligopolistas competirem em preço, as seguintes afirmações são verdadeiras: 

(i) as curvas de reação das firmas são dadas por 

a d.(J -c) 
Pk =2"b+ 2b ·LPJ (13) 

. • J",k 

(ii) os preços de equilíbrio são dados por 

B a 
Pk = » 2.b - d.(l - c .(N - 1 

k =1,2, ... ,N (14) 

Demonstração: Ver Apêndice 1. o 
Observe que, devido à diferenciação, os preços de equilíbrio não são nulos como 

o seriam no caso homogêneo com e sem incerteza. É interessante notar que a equação (14) 

mostra-nos que o preço do equilíbrio sob incerteza é inferior ao preço do equilíbrio sem 

incerteza. Nesse sentido, a incerteza reduz o poder de monopolista dos produtores. 

Intuitivamente, este fato decorre do temor dos produtores de que seus concorrentes 'joguem" 

preços mais baixos que os seus próprios, reduzindo, assim, suas demandas individuais. 
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A expressão (14) mostra que o número de firmas N compatível com preço 

positivo estará limitado para cada nivel de incerteza e por N $ N(c)~ I + intl J.(~~ ,-)]'. 

A proposição a seguir esclarece-nos o efeito da variação no coeficiente de aversão 

à incerteza das firmas no equilíbrio da economia. Neste caso, observe que, como no regime 

competitivo de 8ertrand se define apenas o equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana, 

fazemos apenas a estática comparativa simétrica. 

Proposição 3.5: Estática Comparati,'a em Competição de Hertrand 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incerteza Knightiana. O efeito da 

variação do coeficiente de aversào à incerteza no equilíbrio é dado pela equação: 

8p~ 
= 

Oc 
a.d(N -I) O 

[2.b -d.(I-c)(N -I)r < 
(15) 

Demonstração: Ver Apêndice 1. o 

Ressalta-se que a incerteza, contribuindo para a redução de preços, tem um efeito 

deflacionário e de aumento de bem-estar social. Quanto a este tópico, a proposição a seguir 

mostra que o bem-estar social é superior quando a economia opera sob o regime competitivo 

de Bertrand vis-à-vis a quando opera sob o regime de Coumot. 

Proposição 3.6: Eficiência Social de Bertrand 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incerteza Knightiana. Sejam WB e 

W, respectivamente, o bem estar social quando as firmas competem em preços e quando as 

firmas competem em quantidade. Então, WB > W. 
Demonstração: 

Dada a estrutura quase-linear da função de utilidade dos consumidores. o bem-estar social reduz-se 

ao valor que se obtém substituindo os valores das quantidades de equilíbrio na função de utilidade. Como a 

função de utilidade dos indhíduos é crescente9 nas quantidades. então o bem-estar social será maior no regime 

de competição que gera equilíbrios com maior nível de produção. Sendo assim, basta mostrar que çf - qC > O ou, 

o que é o mesmo, que pC - pB > O. Assim, colocando o preço de equilíbrio em Bertrand em função dos 

parâmetros 0-. ~ e "y da função de utilidade do agente representativo, obtemos que: 

c B a.y.(N-l)[(2.p-y).c+y] 
p - p = [2.p + y.(N -1)- y.c.(N -1)][2.p + y.(N - 3)+ y.c.(N -1)] (16) 

8 A função int[ ]:9L~Z associa a cada real x não negativo o maior número inteiro z $ x. 
9 Adotamos a convenção que se vale dos termos crescente X não-dccrescente em vez de estritarnente-crescente X 
crescente. 
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f~ fUcil ver que ° numcmdor é positivo c que o primeiro fator do denominador wmbCm o é. Resta 

estudar o sinal do scgundo futor do denominador que. por convcniência. chamaremos A. Para isso. obse,,·c que 

A =- 2.(/1- r)-+ r.(N - 1)(1-+ c). Logo A'O e. portanto. Wll 
'> W·. 11 

Este resultado em conjunto com a proposição 3.5 revela que o regIme de 

competição de Bertrand é, também sob o aspecto da incerteza. "mais competitivo" que o 

regime de ('oumot, pois leva a equilíbrios com preços inferiores. maior bem-estar social e a 

incerteza torna o regime de Bertrand ainda mais competitivo 

Estudemos agora como a diferenciação afeta a capacidade de os produtores 

repassarem aos preços o custo da incerteza. 

Proposição 3. 7:Equilíbrio e J)i(erenciação de Produto em L'ompetição de Bertrand 

Considere o modelo generalizado de Dixit sob incerteza Knightiana. Se as firmas 

competem à la Bertrand, então o equilíbrio da economia se aproxima do equilíbrio de 

Bertrand homogêneo sem custo à medida que o grau de diferenciação dos produtos se eleva 

(isto é, os produtos tomam-se melhores substitutos um dos outros), para qualquer coeficiente 

de aversão à incerteza c. 

Demonstração: 

Reescrevendo (14) em temlOS de a. ~ e'Y e calculando o limite de pB quando 'Y~~, obtemos: 

lim p B = lim a.(fi - r) = o 
r->fJ r->fJ 2.[P + r.(N - 2)] - r.(l- c )(N -1) 

Portanto. o equilíbrio do oligopólio diferenciado converge ~ra o equilíbrio do oligopólio 

homogêneo à medida que os produtos se tOmant homogêneos. o 

o resultado anterior reforça ainda mais os resultados 3.5 e 3.6, haja vista que o 

poder monopolista advindo da diferenciação não é capaz de impedir que a concorrência entre 

os produtores leve a um equilíbrio com bem-estar social superior ao bem-estar no regime de 

Coumot. 

Sendo aSSIm, sob todos os aspectos o regtme de Bertrand mostra-se "mais 

competitivo" que o regime de Coumot. Estes resultados em conjunto sugerem, também, que, 

em termos de política regulatória ou anti-inflacionária, o estímulo a competição em preços 

mostra-se ainda mais eficaz quando a economia vivencia períodos turbulentos. 

17 



4. Duop6lios com Incerteza Assimétrica 

Vamos agora introduzir incerteza assimétrica no modelo. Para tal. restringiremos 

nossa análise ao caso do duopólio. porquanto o teorema 2.1 só se aplica aos jogos de Bertrand 

com coeficientes de aversão à incerteza distintos. se existirem apenas dois jogadores. 

Veremos que, mesmo com incerteza assimétrica, não se alteram os resultados de Singh & 

Vives (1984). segundo o qual o bem-estar social sob regime competitivo de Bertrand é maior 

que o bem-estar social sob o regime de Coumot. No entanto, com incerteza assimétrica, os 

preços e as quantidades de equilíbrio são diferentes entre as firmas qualquer seja o regime 

competitivo. 

Note que, no duopólio, o sinal de y determina se os bens são substitutos (y>O), 

complementares (y<O) ou independentes(y=O). Analisaremos apenas o caso em que os bens 

são substitutos, porque, como no caso sem incerteza, os resultados de Coumot e Bertrand são 

duais. 10 

Para verificar o fato aCima, basta notar que, se y>O, o mínimo do lucro em 

Coumot e Bertrand é atingido em extremos opostos de seus respectivos conjuntos de 

estratégias [O,a] e [O,a]; o primeiro no extremo superior e o segundo no extremo inferior. 

Note ainda que: (i) os conjuntos de estratégias apresentam como extremos superiores, 

respectivamente, os valores do intercepto das demandas direta e inversa (que são usadas, 

respectivamente, para construir a função lucro em Bertrand e Coumot), e (ii) a inversão do 

sinal de y faria com que o mínimo fosse atingido no extremo oposto. Fica clara, então, a 

dualidade entre os regimes de Coumot e Bertrand. Sendo assim, para obter os resultados para 

bens complementares, basta trocar os resultados de Coumot pelos resultados de Bertrand e 

vice-versa. O caso em que y=0, isto é, quando se tem dois monopólios sob incerteza, já foi 

estudado em Boft' & WerIang (1998). 

Competição de Cournot 

Proposição 4.1: Equilíbrio 

Dado o modelo de duopólio de Dixit (1979) com demandas simétricas sob 

incerteza Knightiana. Se as firmas competem em quantidade, as afirmações a seguir são 

verdadeiras: 

lU Ver Singh & Vives (1984). 
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(i) as curvas de reação das firmas são dadas por 

a.[p -+ r.(I- c,)] r.(1 -,,) 
q,:: 2.fi.{fi -+ r) - -2ft .q" i,./ = ],2. 

(ii) as quantidades de equilíbrio são 

<' a ·l~ -- fI·A (c, )J q :: i=-I,2. (18)~ , õ.(fl + r) . 

(iii) os preços de equilíbrio sào 

( ] 7); 

(' _ _ 0_ {2.y.Õ -+ fI.(P.A(c)- r.A«('2 )]} (' __ 0_ {2.{1.Õ -+ p.~.A«(') - P·-:4«('2 )]} 
p) - . e p, - . 

jl+r .1 . P+r .1 

(iv) os lucros de equilíbrio sào 

jC = 02.[~ __ p.A«(')]{2.r.~+ p.[,B.A{.(')- y.A(c2)D 
'I .12 .(/3 + r Y 

e 

jC _ 0
2 .[~ - /1. A(e1 )](2.p.õ + p.~.A{.e)- p.A(c1 )D 

'2 - .12 .(f3 + r Y 

onde .1 = 4.p2 - y2.(1-Cl).(1-C2) e A é a função real definida em [0,1] por 

A(c) = 2./1 - r.(I - e). 

Demonstração: Ver Apêndice 2. 

Observe que as curvas de reação têm inclinação menor quando se introduz 

incerteza no modelo. Note também que a firma mais avessa à incerteza produzirá uma 

quantidade menor e cobrará um preço maior que sua concorrente. Observe ainda que a 

aversão à incerteza de um dos produtores não afeta a curva de reação do rival, mas afeta o 

equilíbrio. A forma como o equilíbrio é afetado pelas aversões à incerteza é dada na 

proposição a seguir. 

Proposição 4.2: Estática Comparativa 

Dado o modelo de duopólio de Dixit (1979) sob incerteza Knightiana. O efeito da 

variação do coeficiente de aversão à incerteza no equilíbrio é dado pelas equações: 

oq, = 2·/3·y·l(P+y)qj -oJ<o e cq, =_y2.(I-c,X(P+y)q, -0]>0 

Oc, õ.(p + y) De j A(f3 + r) 

Demonstração: Ver Apêndice 2. 
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Como no caso do oligopólio com mais de duas firmas. os efeitos próprios são 

negativos e os cruzados são positivos. Isto indica que, com incerteza assimétrica, não há 

alteração no comportamento dos produtores com relação ao caso homogêneo. 

Competição de Bertrand 
Vejamos como esta economia se comporta sob competição de Bertrand. 

Propo.'iição 4.3: Equilíhrio 

Dado o modelo de duopólio de Dixit (] 979) sob incerteza Knightiana. Se as 

firmas competirem em preço, então valem as seguintes afirmações: 

(i) as curvas de reação das firmas são dadas por: 

a d.(1- c,) 
I') = - + ,') i J' - 1 2 ( 19). e '2.b 2.b· J' , - , . 

(ii) os preços de equilíbrio são: 

)B _ a.[2.b + d.(1- c, )] 
/, - 4.b 2 _ d 2 .(1- cj{1- c,)' i,j = 1,2 (20); 

Demonstração: Ver Apêndice 2. r; 
LJ 

Como no equilíbrio de Coumot, as curvas de reação têm uma menor inclinação 

vis-à-vis ao caso sem incerteza. 

Proposição 4.4: Estática ('omparatil'a 

Considere o modelo de duo pólio de Dixit (1979) sob incerteza Knightiana. O 

efeito da variação do coeficiente de aversão à incerteza no equilíbrio é dado pelas equaçõesll : 

_Op_, __ 2.b.d.p, < O e àp, = _ d 2 
.p, .(1 - c, ) < O 

&, e & e 
} 

Demonstração: Ver Apêndice 2. [ 

o interessante no resultado acima é que ele evidencia com eloqüência maior o fato 

de que o regime de Bertrand é mais "competitivo" que o regime de Coumot. Observe que o 

sinal da derivada cruzada também é negativo. Para entender este fenômeno, note que, com 

produto homogêneo, a demanda de um produtor se reduz a zero quando ele cobra um preço 

superior ao de seu concorrente. Aqui, o mesmo não ocorre, porém a queda acentuada na 

11 Tal como evidenciado pela nota (\') da proposição 2 de Boff & Werlang (19%. p. 12) o resultado 4.4 depende 
da elasticidade-preço da demanda. Por isso. está fortemente baseado na hipótese de linearidade das funções de 
demanda. 
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del1landa e uma característica intrínseca do regime de competição por preços. Com efeito. 

esta característica limita o poder de monopólio derivado da diferenciação. Assim. como o 

aumento na aversão à incerteza de um dado produtor o induz a reduzir seus preços. os demais 

produtores vêem-se obrigados a reduzirem seus próprios preços para evitarem perdas muito 

acentuadas nas suas próprias demandas Este mecanismo faz com que o aumento na aversão à 

incerteza de um dos produtores reduza o preço de seus concorrentes e, conseqüentemente, o 

preço de equilíbrio. 

O resultado seguinte revela que, no caso de duopólio, a dominância do regime de 

Bertrand sobre o regime de Coumot (Singh & Vives, 1984) se sustenta ainda que se introduza 

incerteza assimétrica. 

Proposição 4.5: Eficiência Social de Bertrand com incerteza assimétrica 

Considere o modelo de duopólio de Dixit (1979) sob incerteza Knightiana. Para 

todo par de coeficientes de aversão à incerteza (CI, C2), o bem-estar social sob competição de 

Bertrand é superior ao bem-estar sob competição de Coumot . 

Demonstração: 

Reescrevendo o equilíbrio de Bertrand em função de a, ~ e y. obtemos: 

B _ a.(p - r )[2.p + r·O - c, )] 
Pi - 4.p2 _ r 2 .O - c, )(1 _ cJ' i,j = 1,2. 

Substituindo os preços de equilíbrio na função de demanda encontramos as quantidades de 

equilíbrio de Bertrand quais sejam: 

q: = ; r[2.p2 - / .(1- cJ{l- cJ+ P.r·O + cJ+ r 2 .{1- cJ] 
~. +r 

onde 11 = 4.~2 - l(l -{;d.(l -{;;» 

Comparando a quantidade produzida em competição de Bertrand com a quantidade produzida em 

competição de Cournot. vemos que, como f3.r.(l + cJ+ r 2 .(1- C J > P.r.(I - cJ, então é necessariamente 

verdade que a produção em Bertrand é sempre maior que a produção em Cournot, mesmo com incerteza 

Knightiana assinlétrica. 

Exemplo: Duopólio Simétrico 

- Competição de Coumot 

Dado o modelo de duopólio de Dixit (1979) sob incerteza Knightiana. Se as 

firmas competirem em quantidade e seus coeficientes de aversão à incerteza forem iguais, 

então, fazendo N=2 na proposição 3.1, vê-se que: 

(i) as curva de reação das firmas são dadas por 
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__ a.[fl + r{1 - c)] r.(l - c) 
C/, - 2,p.(fl-f r) - 2fl- .C/" 

(ii) as quantidades de equilíbrio são 

(. a.[fl + r.(I- c)] 
Cf, == (fl-f r )(2.p -f r.(I- ~l)' l::c 1.2. 

(iii) os preços de equilíbrio são 

(' 2.a.j1 
p =- e , 2,fi + r,{I-c) , 

(iv) os lucros de equilíbrio são 

r' = 2.a
2 ,p 

" (fi + r ).[2.p + r.(l- c)r ' 
i == 1, 2. 

Note que a derivada em relação a c da função lucro é positiva para todo CE [O, 1], 

indicando que o aumento da incerteza tem sempre efeito de elevar os lucros. 

O gráfico abaixo representa as curvas de reação do duopólio simétrico. Observe 

que as curvas sempre se cruzam sobre a reta de 45°. 

q2 

R2 
q1=q2 

/' 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

R1 

/ 

/ 

q1 

Figura 1 - Curvas de Reação do Duopólio Simétrico em Equilíbrio de Cournot com e 
sem Incerteza Knightiana 

No gráfico acima, as retas RI e R2 representam, respectivamente, as curvas de 

reação das firmas 1 e 2 quando a competição se dá sem incerteza Knightiana. O equilíbrio da 

economia se dá no seu cruzamento, isto é, no ponto E. Analogamente, as retas RIU e R~' 
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representam as curVRS de reação qUllndo 13 competição se dá sot"l incerte7,a Knightiana o 

equilíbrio é dado no ponto El
'. Note-se que, como no caso em que o produto é homogêneo. 

as quantidades de equilíbrio se reduzem com a introdução de incertezR no modelo. 

: \Qn1petição_deBçrtnmd 

Dado o modelo de duopólio de Dixit sob incerteza I\.nightiana. Se as firmas 

competirem em preço, temos que: 

(i) o equilíbrio da economia é dado por p,H =- (1 ( r i:-c 1,2; 
2.h-d. I-c 

'd d d 'l'b' - H a(h +d.c) as quantl a es e equl I no sao q, = ()' 
2.h -d. )- c 

(ii) i=1.2.,e 

(iii) os lucros de equilíbrio são L" o [ a' (h + d.l-)]. i d,2. 
I 2.b -d.{I -c) 1 

Note que, em oposição ao regime de Coumot, as funções lucro são decrescentes 

com a incerteza para todo cE[O,l]. 

As curvas de reação são apresentadas no gráfico a seguir: 

p2 Ru1 
R1 p1=p2 

/ 
./ 

R2 

/ 

/ 

./ 

/' 
./' 

p1 

Figura 2 - Curvas de Reação do Duopólio Simétrico em Equilíbrio de Bertrand com e 
sem Incerteza Knightiana 

A figura 2 evidencia que a incerteza Knightiana tem efeito de redução nos preços 

de equilíbrio e, conseqüente, aumento da produção. Isto implica um efeito positivo em termos 

de bem-estar social para economia, sugerindo que a incerteza pode ser proveitosa em termos 

de bem-estar social e em termos política anti-inflacionária! 
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5. Considerações Finais 

Neste trahalho. introduziu-se incerteza Knightiana simétrica em um oligopólio 

diferenciado com N firmas e incerteza assimétrica em um duopólio diferenciado, onde. em 

amhos os casos. as demandas por todos os bens são simétricas. Obtivemos os resultados a 

seguIr: 

(i) estendeu-se o resultado de Singh & Vives (1984). segundo o qual o regIme de 

8ertrand é superior em termos de bem-estar social ao regime de ('oumot; 

(ii) a dualidade entre os duopólios de Bertrand e ('oumot não é afetada pela introdução de 

incerteza assimétrica; 

(iii) no rexime competitivo de ('Olln10t 

(a) o poder de mercado dos produtores resultante da diferenciação é acentuado pela 

introdução da incerteza; 

(b) existe um efeito da incerteza nos lucros das firmas que decorre unicamente da 

estrutura diferenciada das demandas que a queda na diferenciação dos produtos não é 

capaz de eliminar; 

(c) os efeitos da variação da incerteza no equilíbrio com diferenciação de produto são os 

mesmos do caso homogêneo com custo, isto é, redução nas quantidades produzidas, 

elevação do preço e dos lucros dos produtores; 

(d) o duopolista mais avesso à incerteza produzirá uma menor quantidade, cobrará um 

maior preço e obterá lucros maiores; 

(iv) no regime competitivo de Bertrand 

(a) em oposição ao regime de Coumot, a incerteza tem efeito deflacionário, aumenta o 

bem-estar social e atenua o poder monopolista advindo da diferenciação; 

(b) o efeito cnlzado da incerteza assimétrica é negativo, indicando que o aumento na 

incerteza de apenas um dos produtores é suficiente para induzir a uma redução no 

preço de mercado e a um aumento no bem-estar social; 

(c) a incerteza colabora para que a redução na diferenciação entre os produtos leve ao 

equilíbrio homogêneo. 

O trabalho mostra, pois, que os efeitos da incerteza sobre o comportamento do 

mercado dependem do regime competitivo vigente, revelando que estes efeitos podem ser 

anti-simétricos. No caso da competição em quantidades (Cournot), a aversão à incerteza faz 

com que o comportamento não cooperativo dos produtores leve a um resultado colusivo, que 

restringe a competição e onera os consumidores. A oferta agregada (ainda que diversificada) 
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é restrita e os preços são elevados. No caso da competição em preços (Bertrand), o 

comportamento não cooperativo com aversão à incerteza leva a um resultado ainda mais 

competitivo (aproximando o resultado perfeitamente competitivo. no limite), para beneficio 

dos consumidores. qu<.' usufruem de uma oferta mais elevada (e diversificada) a preços mais 

baixos. 

Na direção deste trabalho, vale estudar quais os efeitos da introdução da incerteza 

em oligopólios não lineares. Ainda nessa linha de pesquisa, carecem estudos de equilíbrio 

geral que permitam compreender melhor quais os efeitos de bem estar do surgimento de 

incertezas nas economias. 

25 



Apêndice 1 - Provas das Proposições do ,Capítulo 3 

l>rmon.\·tração da l'ropo ... ição 3.1: 

O cálculo do equilíbrio dl' Nash sob incerteza Knightiana do jogo r. de acordo 

com o trorerna 22. resume-se a calcular o equilíbrio de Nash do jogo modificado r". Ora. o 

lema 3.1 di7-nos que ojogo transformado é r':= ([O,a],[O,a]; LI', L2• •... , L~\ 

Resolvendo o jogo transformado, isto é, maximizando o lucro de cada urna das 

firmas como dado pela equação (4) sob a conjetura de que a outra manterá sua produção 

constante. obtém-se as curvas de reação (8). 

Somando as equações do sistema (8) e substituindo o valor de Lj .. k lJj por Li qi - qk 

em cada urna das equações (8), obtém-se o resultado. 

Uma vez de posse dos equilíbrios, para encontrar os preços, basta substituir as 

quantidades nas demandas inversas. Quanto aos lucros de equilíbrio, tem-se apenas que 

multiplicar o preço pela quantidade de equilíbrio. [I 

Demonstração da Proposição 3.2: 

Basta aplicar o teorema da função implícita no equilíbrio simétrico definido pelo 

sistema (8). O 

Demonstração da Proposição 3.4: 

Maximizando o lucro (12), obtém-se as curvas de reação das firmas. Somando-se 

as equações de (13) e substituindo o valor do somatório dos preços nas curvas de reação, 

encontra-se o equilíbrio. lJ 

Demonstração da Proposição 3.5: 

Basta derivar a equação (14) com relação a c. Note que deve-se seguir este 

procedimento, porque não se define o equilíbrio de Nash sob incerteza Knightiana com 

coeficientes de aversão à incerteza distintos e o equilíbrio de Coumot-Nash sob incerteza 

Knightiana define-se apenas para jogos de Coumot. J 
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Apêndice 2 - Provas das Proposições do Capitulo 4 

J)emomitraçOo da Propo.\·içOo 4.1: 

Análoga à demonstração da proposição 3.1, sem avaliar a derivada no equilíbrio 

simétrico. 
, 

i' 

J)(>mon ... tração da Proposição 4.2: 

Análoga à demonstração da proposição 3.2, sem avaliar a derivada no equilíbrio 

simétrico. li 

J)emonstração da Propo ... ição 4.3: 

Análoga à demonstração da proposição 3.1, sem avaliar a derivada no equilíbrio 

simétrico. I: 
u 

Demonstração da Proposição 4.4: 

Análoga à demonstração da proposição 3.2, sem avaliar a derivada no equilíbrio 

simétrico. o 
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Apêndice 3 - Sumário de Resultados sem Incerteza 

Oligopólio Homogêneo sem Custo 

Competirão de Cournot 
-- ------------------ ------- ---- - ------- -- - - ------------------- --- ,------------ - ---------

Dcma_n_da_in_'·c_rs: __ 'I ______ QtJ'_'m_tid_'I~_s d_c __ cq_u_ill~rio Preços de equilíhrio Lucros de equilíhrio 
a 

p = a - {J.{} 

,. .. 
onde Q = Lq, 

, I 

Competição de Bertrand 

Demanda direta 

Q=a-b.p 

a I 
onde a=- e b=-

p P 

Quantidades de equilíbrio 

a 

2 ('_ a (' a 
p -(N+l) /.,:::- p-(N;]F 

Pre_ços de eguilíbrio Lucros de ~quilíbrio 
O O 

Oligopólio Diferenciado sem Custo 

Competição de Cournot 

Demandas inversas Quantidades de equilIbrio Prexos de ~uilíbrio Lucros de ~ui1íbrio 

P. == a - f3.q. - r L qj c a c a-/3 ]c _ a"-fJ 
J~k q. = [2.fJ + r·(/\· -1)] P. = [2./3 + y.(.\' -1)] ~. - [2·fJ + r.(S -I))' 

Competição de Bertrand 

Demandas diretas Quantidades de equilíbrio Prexos de ~uilíbrio Lucros de e~uilíbrio 

q. =a -b.p. +d'LP} Q E Q_b 

L; ~ [2-" 
a'.b 

j"'k. p; = 2~d(\'-I) q, = 2.0- d.(.\' - J) di\' l)f 

onde k = 1,2, ... , N. 

Observe que, em ambos os regimes competitivos, o caso homogêneo pode ser 

obtido fazendo y ~ f3, isto é, aproximando os efeitos cruzados dos efeitos diretos. 
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