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RESUMO 

 

Apesar de seu uso amplo no mercado financeiro para modelagem dos preços de 

ações, o modelo de Black Scholes, assim como os demais modelos de difusão, 

possui por hipótese limitações que não permitem a ele capturar alguns 

comportamentos típicos desse mercado. Visto isso, diversos autores propuseram 

que os preços das ações seguem modelos de saltos puros sendo sua modelagem 

estruturada por um processo de Lévy. Nesse contexto, este trabalho visa apresentar 

um estudo sobre a precificação de opções do utilizando um modelo desenvolvido por 

Madan e Seneta (1990) que se baseia no processo de saltos puros conhecido como 

variância gama (VG). Utilizando como base dados as cotações históricas diárias de 

ações e opções do mercado brasileiro, além do comportamento da clássica curva 

‘smile’ de volatilidade, o trabalho apresenta as curvas de tendência e taxa de 

variância presentes no modelo de variância gama. Juntos essas três curvas podem 

ser utilizadas como ferramentas para explicar melhor o comportamento dos preços 

dos ativos. 

 

Palavras-Chave: variância gama, processos de Lévy, precificação de opções. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ABSTRACT 

 

Despite its widespread use in equity pricing modeling, by hypothesis, the Black 

Scholes model (like other diffusion models) has limitations that don’t allow it to 

capture some typical market behaviors. Due this fact, several authors have proposed 

that stock prices follow a pure jump models and their modeling is structured by a 

Lévy process. In this context, this paper shows a study on the options pricing using a 

model developed by Madan and Seneta (1990) which is based on pure jumps 

process known as variance gamma (VG). This work presents the study of two new 

curves plotted from the variance gamma model in addition to the classical volatility 

smile curve. Together these three curves can be used as tools to better explain the 

behavior of asset prices. As database were used Brazilian historical stocks e options 

prices.  

 

Keywords: variance gamma, Lévy processes, options pricing.  
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1. INTRODUÇÃO 

 

Parafraseando Cont e Tankov (2004), “no universo dos processos estocásticos o 

movimento browniano é sem dúvida o processo mais famoso, sendo ele o mais 

estudado e mãe da análise estocástica moderna”. Na modelagem financeira, a 

consideração de que os preços dos ativos comportavam-se como um movimento 

browniano foi uma das hipóteses adotadas por Black e Scholes (1973) na 

concepção de seu modelo, o qual é ainda hoje amplamente utilizado pelos agentes 

de mercado para modelagem e precificações de derivativos. 

Apesar de seu uso amplo, o modelo de Black Scholes, assim como os demais 

modelos de difusão, possui por hipótese limitações que não permitem a ele capturar 

alguns comportamentos típicos do mercado. Uma das principais limitações desse 

modelo é a consideração de que a trajetória dos preços dos ativos é contínua na 

dimensão temporal. Neste caso, por exemplo, a hipótese de continuidade esbarra no 

fato de que comumente pode-se encontrar ativos cujo histórico de preços mostra 

saltos descontinuados ao longo do tempo. A figura 1-1 mostra uma comparação 

entre os preços do ativo SLM (SLM Corporation) na bolsa de Nova York (NYSE) e 

sua modelagem por movimento browniano. O quadro da esquerda da figura mostra a 

modelagem dos preços por Black e Scholes, enquanto que o da direita retrata o 

comportamento histórico desse ativo no período. Já pela comparação visual 

percebe-se que a especificação de Black e Scholes não consegue modelar as 

descontinuidades  existentes nos preços. 

Visto que a presença da descontinuidade na trajetória de preços muitas vezes não 

pode ser desconsiderada, Cox e Ross (1975) propuseram que os preços seguem 

modelos de saltos puros sendo sua modelagem estruturada por um processo de 

Lévy1. Quando avaliado no universo de precificação de derivativos, o modelo de 

Black e Scholes apresenta outras limitações importantes. Na tabela 1-1, é possível 

identificar um resumo das limitações dos modelos de difusão e sua comparação com 

os modelos que utilizam saltos. 

                                                           
1
 Maiores detalhes sobre a aplicação deste tipo de processo em finanças pode ser encontrado, por 

exemplo, em Cont e Tankov (2004).  
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Figura 1-1: Evolução dos preços da SLM (NYSE), Janeiro-Março 1993, comparado 
com um cenário simulado pelo modelo de Black-Scholes com o mesmo retorno 
anualizado e volatilidade.  
Fonte: Cont, e Tankov, 2004. 
 

 

Tabela 1-1: Quadro comparativo entre o comportamento de dados empíricos 
aplicados aos modelos de difusão e aos modelos com saltos.  

Fatos empíricos Modelo de Difusão Modelo com saltos 

Grandes e repentinos 
movimentos nos preços. 

Dificuldade: necessitam de 
volatilidade muito elevada. 

Propriedade do modelo. 

Caudas pesadas. 
É possível através de uma 
estrutura de volatilidade não 
linear (volatilidade estocástica). 

Propriedade do modelo. 

Opções são 
investimentos de risco. 

Opções podem ser protegidas 
através de uma posição 
estruturada livre de risco. 

Proteções perfeitas não 
existem: opções são 
investimentos de risco. 

O mercado é incompleto. 
Alguns riscos não podem 
ser mitigados. 

Assume que os mercados são 
completos. 

Assume que os mercados são 
incompletos. 

Concentração: perdas 
são concentradas em 
poucos, mas grandes, 
movimentos de queda 
nos preços. 

Continuidade: os movimentos 
dos preços são 
condicionalmente gaussianos. 
Movimentos bruscos e grandes 
não ocorrem. 

Descontinuidade: 
saltos/descontinuidades nos 
preços podem simular grandes 
perdas. 

Algumas estratégias de 
proteção são melhores 
que outras. 

Toda estratégia de proteção 
leva a um risco residual nulo, 
independente da medida de 
risco que se utilize. 

A estratégia de proteção é 
obtida a partir da solução do 
problema de otimização do 
portfólio. 

Opções exóticas tem 
como proteção opções do 
tipo vanilla 

Opções são redundantes:  
qualquer retorno esperado 
pode ser replicado através da 
estratégia de proteção com o 
ativo base. 

Opções não são redundantes: 
o uso de opções do tipo vanilla 
permite a redução do erro de 
proteção. 

Fonte: Cont, e Tankov, 2004. 
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Dadas as limitações do modelo de Black e Scholes, Madan, Carr e Chang (1998) 

citaram muitos trabalhos que mostram que a modelagem por movimento browniano 

puro acarreta em viés nos resultados. Dois vieses bastante conhecidos são 

encontrados nos sorrisos de volatilidade (smiles), cujos estudos mostram que a 

volatilidade implícita tende a aumentar conforme a opção fique muito fora ou dentro 

do dinheiro2 , e no prêmio de assimetria que sugere que a cauda esquerda da 

distribuição do retorno do ativo seja mais pesada que a cauda direita.  

Nesse contexto, este trabalho visa apresentar um estudo sobre a precificação de 

opções do mercado brasileiro utilizando um modelo baseado no processo de saltos 

puros conhecido como variância gama (VG). Apresentado por Madan e Seneta 

(1990) como uma forma alternativa para modelagem dos retornos de ativos, o 

processo de variância gama é um processo martingale de três parâmetros e de 

tempo contínuo cuja unidade de incremento temporal segue uma distribuição normal 

condicionado a uma variância que possui distribuição gama. Além do parâmetro de 

volatilidade, presente no modelo de movimento browniano, o processo VG possui 

um parâmetro que explica a curtose e um outro que explica a assimetria da 

distribuição.  

Para avaliação do modelo, o trabalho seguirá os conceitos apresentados em Madan, 

Carr e Chang (1998) no qual os autores estudaram o retorno da opção do S&P500 

utilizando o modelo de Black e Scholes, modelagem simétrica por variância gama 

(parâmetro de simetria nulo) e modelo assimétrico de variância gama. Em seus 

resultados os autores mostraram que o modelo de VG assimétrico foi o que melhor 

representou o comportamento da opção, além de apresentarem uma fórmula 

explícita para o cálculo dos preços de opções europeias de compra. A partir da 

metodologia apresentada em Madan, Carr e Chang (1998), será apresentada 

também uma fórmula fechada para o cálculo de opções de venda do tipo europeia. 

Lam, Chang e Lee (2002) levantaram o fato de que o modelo apresentado por 

Madan, Carr e Chang (1998) aplica-se a opções europeias, enquanto o estudo 

utilizou dados de opções do tipo americana. Uma vez que as opções brasileiras são 

do tipo europeias, neste trabalho poderemos avaliar a eficiência da precificação de 
                                                           
2
 Afirmar que uma opção está fora do dinheiro significa dizer que o preço do ativo base está abaixo 

(para opções de compra) ou acima (para opções de venda) do strike da opção. Estar dentro do 
dinheiro seria a situação inversa. 
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opções utilizando o modelo de variância gama e sua aplicabilidade para o cenário 

brasileiro. 

Dado o estado imaturo do mercado de opções no Brasil, este trabalho terá como 

foco avaliar a utilidade do modelo para opções com prazo de maturidade 

relativamente pequeno (um a dois meses desde a primeira vez em que é negociado 

com liquidez até seu vencimento). 

A sequência deste trabalho encontra-se dividida da seguinte forma: no capítulo 2 

será apresentado o processo de variância gama e a fórmula de precificação da 

opção. Ainda no capítulo 2 será utilizada a metodologia de precificação de opção 

utilizando simulação Monte Carlo. Em seguida, no capítulo 3, escolhido um ativo 

base e suas respectivas opções, realiza-se a estimação do modelo. Por fim, no 

capítulo 4 são mostradas as análises dos resultados obtidos, comparando-os com 

aqueles do modelo de Black e Scholes. 

  



5 

 
 

2. MODELAGEM E PRECIFICAÇÃO 

 

Segundo Madan e Seneta (1990):  

“[o processo VG] é proposto como sendo um modelo para as 

incertezas dos preços dos ativos. A distribuição dos incrementos 

temporais unitários é condicionada a uma normal cuja variância possui 

distribuição gama. Suas vantagens são os fatos de que ela possui caudas 

pesadas, sua modelagem é em tempo contínuo, possui momentos finitos 

em todas as ordens, a distribuição dos incrementos temporais unitários é 

elíptica multivariada e possui boa adequação aos resultados empíricos. O 

processo é um modelo de saltos puros, aproximado por um processo de 

Poisson composto com saltos de elevadas frequências e baixas 

magnitudes. Sua aplicação na precificação de opções mostra efeitos 

diferenciados para opções que estão no dinheiro, quando comparados 

com opções que estão muito acima ou fora do dinheiro.” 

Assim como no modelo de Black e Scholes, o modelo VG também parte da hipótese 

de que a variável aleatória a ser modelada é o logaritmo do retorno do preço do 

ativo. Na seção seguinte serão apresentadas as hipóteses e a formulação deste 

modelo. 

    

2.1. O processo de variância gama 

 

O processo VG pode ser obtido através do movimento browniano com incrementos 

de tempo randômicos com distribuição gama. Seja um movimento browniano, com 

tendência    e volatilidade  , no tempo   dado por: 

 (      )       ( )  

onde  ( ) é um processo de Wiener (processo estocástico de distribuição normal de 

média zero e variância  ). Seja ainda um processo gama com taxa média   e taxa de 

variância  , o qual denotaremos por   (      ) . Dados  (      )  e   (      ) , o 

processo de variância gama é escrito como o seguinte processo estocástico: 

 (          )    (  (      )     )  (1) 
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Uma propriedade importante de um processo gama  (     ) é o fato de que o seu 

incremento   num intervalo de tempo finito  , denotado por 

 ( )   (       )   (     ) 

possui distribuição   ( ) dada por 

  ( )  

(
 
 )

   
 

( 
   
 

     ( 
 
 

 ))

 (
   
 

)
 (2) 

a qual é uma distribuição gama com média   , variância    e na qual  ( ) denota a 

função gama. 

Para poder expressar o valor esperado de   é preciso determinar qual sua função 

densidade de probabilidade. Uma vez que  ( )  possui a distribuição de um 

movimento browniano cujos incrementos de tempo seguem uma distribuição gama, 

sua densidade de probabilidade será dada condicionando-se uma distribuição 

normal de média   e desvio padrão  , dada por  

  ( )  
 

√   
   (

 (   )

   
)   (3) 

a uma realização da variância    cuja distribuição é dada pela equação (2). 

Com isso, sendo a função densidade de   condicionada a uma normal será: 

 ( )   
 

√    
   (

 (    )

    
)     (4) 

Podemos agora integrar a equação de modo a obtermos a função densidade de   

condicionada   ( ): 

  ( )( )             ∫  ( )  ( )  
 

 

 

 ∫
 

 √   
   ( 

(    ) 

    
)

 

 

 
 
 
      ( 

 
 
)

 
 
   (

 
 
)

    

(5) 

na qual fizemos µ = 1.  
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A justificativa para utilizar-se µ = 1 vem do fato de que se espera que, na média, os 

incrementos de tempo tenham comprimento  .     

Uma vez obtida a função densidade de probabilidade é possível, através da 

transformada de Fourier, calcular a função característica de uma VG, dado que este 

processo pode ser obtido através do processo de Wiener e do processo gama. 

Sendo a função característica da distribuição normal 

  ( )( )     (    
 

 
    )     ( (   

 

 
     )) 

e a função característica da distribuição gama 

  ( )( )   (
 

    
 
 

)

   
 

  

ao condicionarmos o incremento de tempo a uma distribuição gama obtemos a 

seguinte função característica para  ( ): 

  ( )( )        (   ( ))  (
 

       (     )  
)

 
 
  (6) 

Utilizando o fato de que  

      
( )      

( )      
( ) 

e a função característica da equação (6), Madan, Carr e Chang (1998) mostraram 

que podemos desmembrar o processo  ( )  como sendo a diferença entre dois 

processos gama independentes: 

 (        )     (       )      (       ) (7) 

onde,  

    
 

 
√   

   

 
 

 

 
   

    
 

 
√   

   

 
 

 

 
 , 
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    (
 

 
√   

   

 
 

 

 
)

 

  

e 

    (
 

 
√   

   

 
 

 

 
)

 

    

Sendo assim, o processo de variância gama pode ser representado como a 

diferença de dois processos gama sendo que    os movimentos de acréscimo e    

os movimentos de decréscimos do processo  ( ) . Se  ( )  representar o 

comportamento dos preços de um ativo, então    e    representarão os movimentos 

de aumento e diminuição dos preços. 

Dado que um processo gama é infinitamente divisível e de incrementos 

independentes e identicamente distribuídos em intervalos de tempo não sobrepostos 

e de comprimentos constantes ele pode ser descrito pela seguinte medida de Lévy: 

  ( )   
     ( 

 
 

 )

  
                

(8) 

  ( )                                                  

Maiores detalhes podem ser encontrados em Revuz e Yor (1999).  

Utilizando as equações (7) e (8), Madan, Carr e Chang (1998) mostraram que a 

medida de Lévy de um processo VG é dada como: 

  ( )   
   (

 
   )

    
   

(

  
√ 

 
 

  

  

 
   

)

    (9) 

Uma vez que a integral da medida de Lévy    em   pode ser interpretada como a 

razão média de chegada de saltos com dimensão  , da equação anterior é possível 

perceber que existe uma concentração maior de saltos de pequenas dimensões 

(pequenos valores de  ). Quando   vai a zero essa concentração é simétrica em 



9 

 
 

relação a  ; já com   < 0 há uma assimetria na distribuição de modo que há uma 

maior probabilidade de que   seja negativo. Dessa forma é possível notar que o 

valor de   controla a assimetria da distribuição. 

Como será mostrado na seção 3.2, o parâmetro   controla a curtose da distribuição. 

Para valores elevados de  , a frequência de ocorrência dos saltos diminui (menor 

valor de  ), ou seja, a probabilidade de saltos mais elevados é maior, o que leva a 

distribuição a ter caudas mais pesadas.  

 

2.2. Precificação de opções por variância gama 

 

Para determinar o preço da opção será considerada a hipótese de neutralidade ao 

risco, ou seja, o valor esperado do preço futuro do ativo base será igual a seu valor 

atual multiplicado por uma taxa média de retorno no período em análise que para o 

caso de neutralidade ao risco será a taxa de juros. A seguir serão definidos os 

termos utilizados na precificação da opção.  

Assim como na fórmula do modelo de Black e Scholes, o preço de uma opção é 

calculado definindo um tipo de distribuição para os retornos logarítmicos dos preços 

do ativo base, só que em vez de considerar-se a distribuição normal, será utilizada a 

distribuição dada pelo processo de variância gama. Dessa forma, dado um tempo 

contínuo (empiricamente representado em dias úteis) no intervalo      , 

considerando   como a taxa de juros composta com fator de remuneração dado por 

   (  ), a nova dinâmica do preço  ( ) de um ativo (ação) no tempo   (pertencente 

ao intervalo      ) será dada por:  

 ( )   ( )   (    (       )    ), (10) 
 

onde    é o termo que garante que  ( ) seja um martingale, ou seja, ele garante que 

o valor esperado do valor presente do preço do ativo em   seja igual ao preço inicial. 

Dado que a dinâmica de preços é dada por um martingale e é neutra ao risco, 

teremos que o valor esperado de  ( )   ( )   (  ) e, portanto, 



10 

 
 

 [   ( (       ))]       (   )   (11) 
 

Da equação característica do processo  ( ), equação (6), se      , temos que   é 

dado por: 

  
 

 
  (     

   

 
)   

 

(12) 
 

Com isso, para se determinar o preço de uma opção de compra europeia é preciso 

calcular a seguinte expressão: 

 ( ( )    )      (   )     ( ( )     )   (13) 

Da mesma forma, o preço de uma opção de venda do tipo europeia é dado por: 

 ( ( )    )      (   )     (   ( )  )   (14) 

sendo  ( ( )    )  e  ( ( )    ) , respectivamente, o preço de uma opção de 

compra europeia e o de uma opção de venda europeia, com preço de exercício  , 

ativo base   e tempo de maturidade  . Em ambas as equações acima o valor 

esperado é calculado sob o processo neutro ao risco da equação (10).  

As soluções para as equações (13) e (14) podem ser obtidas de diversas formas. A 

mais fácil de ser implementada é utilizando uma solução pelo método de Monte 

Carlo e seu desenvolvimento é mostrado na seção 2.2.1. A seção 2.2.2 apresenta a 

fórmula fechada do cálculo do preço da opção desenvolvida por Madan, Carr e 

Chang (1998). 

 

2.2.1. Solução por Monte Carlo 

 

Utilizado por vários ramos da ciência, o método de Monte Carlo (MC) pode ser 

resumido como um método computacional de simulação randômica para determinar 

a resposta esperada de um determinado problema. Em outras palavras, uma vez 
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sabida a distribuição da variável aleatória a ser simulada, o método MC sorteia 

diversas vezes o valor desta variável e calculando a solução do problema dado o 

resultado do sorteio. Ao final a distribuição dos resultados obtidos determina a 

solução do problema. 

Dada a facilidade para utilizar esse recurso, foram realizados testes do cálculo do 

preço de uma opção de compra europeia modelando o retorno logarítmico do preço 

do ativo base através da distribuição VG. Sendo assim, semelhante à metodologia 

de cálculo da equação do modelo de Black e Scholes por MC, serão simulados os 

incrementos no preço do ativo base de acordo com a equação (10), sendo a variável 

 ( ) a variável aleatória dessa equação a ser simulada passo a passo. 

Madan, Carr e Chang (1998) mostraram que a variável  ( ) obedece a um processo 

browniano geométrico: 

                  

onde    é o processo de Wiener. 

Dado que     (   ), podemos substituir essa variável aleatória por uma variável               

    √   , com    (   ). 

Uma vez que num processo VG os incrementos de tempo tem distribuição gama, 

podemos definir os incrementos como uma variável     (      )3  Sendo assim, o 

método de MC simulará duas variáveis, uma com distribuição normal e outra com 

distribuição gama de modo que os valores simulados em cada passo das diversas 

trajetórias são descritos por: 

 (    )   ( )   (        (     √   ))  (15) 

 

A figura 2-1 compara as trajetórias geradas por MC para valores elevados e valores 

baixos para taxa de variância. Sua análise mostra que o processo VG apresenta 

uma quantidade grande de saltos e que quanto mais elevados os valores da taxa de 

                                                           
3
 Na seção 2.1 o processo VG foi desenvolvido com base na parametrização do processo γ(µ ν), de 

modo que a média e a variância do processo fossem, respectivamente, µt e νt. Entretanto a 

parametrização do processo gama na linguagem computacional utilizada é da forma γ(a,b) de modo 

que a média e variância deste processo valem respectivamente a.b e a.b
2
. Portanto, para µ=1, o 

processo a ser simulado por MC utilizará γ(dt/ν ν). 
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variância  , mais destacados são os saltos nas trajetórias simuladas. Por outro lado, 

quanto menor o valor de  , mais o processo se aproxima de um movimento 

browniano geométrico. De fato, quando   tende a zero temos,  

   
   

     
   

(
 

 
  (     

   

 
))      

 

 
    

 

Ou seja, ω se transforma no termo de correção do movimento browniano 

geométrico, necessário para que  ( ) se torne um martingale. 

Apesar de sermos capazes de obter uma solução via método de MC, a quantidade 

de simulações necessárias para que este forneça uma solução aceitável, ou seja, 

com baixo valor de desvio padrão, requer um esforço computacional elevado. A 

figura 2-2 mostra a quantidade de simulações e a convergência da média dos preços 

de uma opção de compra europeia, enquanto que a figura 2-3 mostra a 

convergência do valor do desvio padrão dos preços simulados. Uma vez que o 

esforço computacional para o cálculo do preço de opções é elevado, o que aumenta 

o tempo de processamento da solução, a utilização desse método para calibração 

de modelos a partir de dados reais torna-se inviável.  

Do exposto acima percebe-se que para que se tenha um erro (desvio padrão) cada 

vez menor é preciso aumentar cada vez mais a quantidade de simulações no 

método MC4 . Por conta disso, visando maior eficiência e menor velocidade de 

processamento dos cálculos, na seção seguinte é apresentada a solução fechada 

para cálculo de uma opção europeia desenvolvida por Madan, Carr e Chang (1998). 

 

 

 

                                                           
4  Para diminuir pela metade o valor do desvio padrão no MC é preciso quadruplicar a quantidade de simulações. 
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Figura 2-1: Comparativo entre a simulação por VG das trajetórias do preço de um 
ativo utilizando um valor elevado para a taxa de variância e um valor muito pequeno 
para a taxa de variância (ceteris paribus). 

  

 

 

Figura 2-2: Gráfico de convergência do preço médio de uma opção de compra do 
tipo europeia simulado por MC e modelado via VG.  
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Figura 2-3: Gráfico de convergência do erro padrão do preço de uma opção de 
compra do tipo europeia simulado por MC e modelado via VG. 

 

2.2.2.  Solução fechada para precificação de opções europeias por VG 

 

Para determinar uma fórmula fechada para o preço das opções europeias, Madan, 

Carr e Chang (1998) partiram novamente do princípio de que o processo VG nada 

mais é do que um processo browniano geométrico cujos incrementos de tempo são 

modelados por uma distribuição gama. Dessa forma, condicionando os incrementos 

a esta distribuição, é possível partir da solução conhecida de Black e Scholes para 

precificação das opções.  

A fórmula do preço de uma opção de compra europeia simulada por Black e Scholes 

é dada pela equação: 

  (      )     (  )        (  )  (16) 

onde  

   (  (
  

 
)  (    

 ⁄ )  ) ( √ )
  

  

       √  

e   ( ) é a função de densidade acumulada da normal. 
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Se  ( ) é o preço de uma opção de compra europeia condicionado a um incremento 

de tempo   cuja distribuição é gama, a partir da equação (19), temos que o preço da 

opção europeia cujo retorno logarítmico do ativo base segue um processo  ( ) é 

dado por:   

 ( )       (  
 (   ) 

 
)

 
 

   (
(   )  

 
)       

  (
 

√ 
 (   )√ )

      (  t) (  
   

 
)

 
 

   (
   

 
)

  (
 

√ 
  √ )  

(17) 

onde: 

  
 

√  
 
 (

 
 )

 
   

   
 

  
   

 

     
(   ) 

 
   

     
  

 
  

e  

  
 

 
[  (

 

 
)     

 

 
  (

    

    
)]   

Uma vez que a função densidade de probabilidade de uma gama, para µ =1, é dada 

por: 
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  ( )  
 

 
 
      ( 

 
 
)

 
 
  (

 
 )

   

o preço da opção de compra é então obtido através da integração do valor esperado 

de  ( ) dado que g possui distribuição gama: 

 (      )  ∫  ( )
 

 

 
 
 
      ( 

 
 
)

 
 
  (

 
 )

    (18) 

Se definirmos  (    γ) como sendo 

 (     )  ∫  (
 

√ 
  √ )

        (  )

 ( )
   

 

 

 

é possível reescrever a equação (25) em função de    de modo que 

 (      )          ( √
    

 
 (   )√

 

    
 
 

 
)      

      (   ) ( √
    

 
  √

 

    
 
 

 
)  

(19) 

 

Uma vez obtida a solução de uma opção de compra em função de  , é possível 

determinar de forma análoga a equação (26) para o preço de uma opção de venda. 

Dado que a solução de Black e Scholes para opções de venda é dada por 

  (      )       (   )        (   ), 

tem-se que a o valor da opção de compra de um ativo base com retorno logarítmico 

com distribuição VG será escrito como 

 (      )         (  √
    

 
  (   )√

 

    
 
 

 
)

      (   ) (  √
    

 
   √

 

    
 
 

 
)  

(20) 
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2.3. Análise de Sensibilidade do modelo 

 

Nesta seção serão apresentados alguns testes realizados para analisar a 

sensibilidade dos parâmetros utilizados no programa desenvolvido para solução das 

equações (26) e (27). Nesta análise verificou-se o comportamento do preço da 

opção com a variação de cada parâmetro. Visto que a equação de precificação 

necessita de soluções numéricas de integrais, foi utilizado o método de quadratura 

para obtenção dos resultados.  

Abaixo segue uma tabela com os valores dos parâmetros utilizados nos testes. 

 

Tabela 2-1: Parâmetros utilizados na análise de sensibilidade da equação de 
precificação de opções europeias. 

Parâmetro Valor 

  30% 

  - 30% 

  25% 

  10% 

  1 

  100 

   100 

   

 

O primeiro teste realizado foi o de sensibilidade do preço de uma opção de compra 

para uma determinada faixa de valores de assimetria   e taxa de variância  . Os 

demais valores dos parâmetros utilizados são os da tabela 2-1. A partir da análise da 

figura 2-4 é possível verificar que quanto maior o módulo do valor da assimetria, 

maiores os valores do preço da opção retornados pelo modelo VG. Além disso, 

existe um valor mínimo de assimetria, diferente de zero, para o preço da opção 

atinge um valor mínimo. Verifica-se também a existência de dois valores distintos de 

assimetria que anulam o efeito da taxa de variância, fazendo com que o modelo VG 

retorne valores idênticos ao do modelo de Black e Scholes. Por último é possível 

verificar que, independente do valor da assimetria, quando a taxa de variância tende 

a zero o modelo converge para a fórmula de Black e Scholes. 
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Cabe notar que ao estudarmos esta convergência verificou-se que o método de 

quadratura utilizado para solução numérica das integrais passa a retornar soluções 

fora do domínio dos reais quando o valor da taxa de variância é menor que 0,6%.  

 

 

Figura 2-4: Gráfico de sensibilidade do modelo de precificação de opções por VG 
para diferentes valores de assimetria e taxa de variância. 

 

A segunda análise realizada foi o teste de sensibilidade do modelo para diferentes 

valores de volatilidade, mantendo os demais parâmetros constantes conforme 

valores mostrados na tabela 2-1. A análise da figura 2-5 mostra que, assim como no 

modelo de Black e Scholes, quanto maior a volatilidade, maior o valor retornado para 

o preço da opção. Nota-se também que, quanto maior a volatilidade, mais o mínimo 

da curva de preços tende a se deslocar para a direita; além disso aumenta também 

o intervalo de valores de assimetria que fazem com que o modelo de VG seja sub-

precificado em relação ao modelo de Black e Scholes. 

Na seção 3.2.1, serão mostradas as equações dos momentos do processo VG a 

partir da quais é possível entender o comportamento do modelo VG em relação ao 
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modelo BS. De fato a variância do modelo VG depende não somente da volatilidade 

 , mas também da assimetria e da curtose. Uma vez que quanto maior a variância 

maior o preço da opção, é de se esperar que a consideração da assimetria e curtose 

também leve a preços maiores para as opções. 

Para o caso de opções de venda europeia foram verificadas as mesmas 

características dos dois últimos testes realizados.  

 

 

Figura 2-5: Gráfico de sensibilidade do modelo de precificação de opções por VG 
para diferentes valores de assimetria e volatilidade. 

 

A análise seguinte foi a de sensibilidade ao preço do ativo base. Enquanto a      

figura 2-6 apresenta o comportamento do preço de uma opção de compra, a      

figura 2-7 apresenta o comportamento do preço de uma opção de venda. 

Das duas figuras é possível notar que o modelo de Black e Scholes retorna valores 

inferiores ao do modelo VG. No caso da opção de compra os valores convergem 

mais rapidamente quando a opção encontra-se muito dentro do dinheiro. Já para a 

opção de venda os valores dos dois modelos convergem mais rapidamente quando 

ela está muito fora do dinheiro.   
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Dessa análise é possível verificar também que os dois modelos retornam valores 

para opções de compra que possuem um prêmio em relação ao payoff final. Já as 

opções de venda, a partir de determinado valor, quando elas vão ficando cada vez 

mais no dinheiro, os dois modelos começam a retornar preços com desconto em 

relação ao payoff  final. 

Uma última análise foi a do comportamento das curvas de precificação não somente 

para diversos níveis do preço do ativo base, como também para diversas 

maturidades das opções. A figura 2-8 e a figura 2-9 trazem os gráficos obtidos para 

as opções de compra e venda, respectivamente. Nesta análise foi observado que 

para maturidades próximas do vencimento da opção, existe uma faixa de preço do 

ativo base onde o modelo VG retorna preços da opção abaixo do encontrado pelo 

método de Black e Scholes. Esse resultado mostra que o modelo VG converge mais 

rapidamente para o payoff que o modelo BS.  

 

 

Figura 2-6: Gráfico de sensibilidade do modelo de precificação de opções de compra 
por VG e Black e Scholes para diferentes valores iniciais de preço do ativo base. 
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Figura 2-7: Gráfico de sensibilidade do modelo de precificação de opções de venda 
por VG e Black e Scholes para diferentes valores iniciais de preço do ativo base. 

 

 

Figura 2-8: Gráfico de sensibilidade do modelo de precificação de opções de compra 
por VG e Black e Scholes para diferentes valores iniciais de preço do ativo base e 
diferentes maturidades. 
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Figura 2-9: Gráfico de sensibilidade do modelo de precificação de opções de venda 
por VG e Black e Scholes para diferentes valores iniciais de preço do ativo base e 
diferentes maturidades.  
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3. BASE DE DADOS E METODOLOGIA DE ANÁLISE 
 

A seguir serão mostrados os dados utilizados para validação do modelo e as 

metodologias de calibração dos parâmetros. Neste trabalho serão comparados ainda 

os resultados obtidos do modelo de precificação VG com os do modelo BS5.  

A plataforma utilizada para o desenvolvimento dos códigos computacionais foi o 

software Matlab.  

 

3.1. Dados analisados 

 

Diferentemente do mercado de opções americano (e de alguns mercados mais 

desenvolvidos), o mercado de opções brasileiro possui algumas características que 

dificultam a análise estatística. Por se tratar de um mercado pouco maduro quando 

comparado com outros mercados internacionais, existem poucos ativos que 

possuem alta liquidez, e o prazo de maturidade das opções negociadas são, em 

geral, relativamente curtos. 

Visando mitigar essas características do mercado brasileiro, utilizou-se como base 

de estudo os preços diários das ações da VALE PNA (VALE5) negociado na 

Bovespa, no período de 05/01/2010 a 30/11/2012. A escolha desse ativo base se 

deu pelo fato dele ser uma das poucas ações cujo mercado de opção tem alta 

liquidez (uma das maiores do mundo inclusive). Entretanto, assim como o restante 

das opções brasileiras, o mercado local negocia apenas derivativos de maturidade 

curta. Por conta disso, para validação do modelo de precificação da opção foram 

utilizados os preços históricos das opções de compra da Vale com vencimento em 

dezembro de 2012 (VALEL) durante período de 1/11/2012 a 30/11/2012. Uma vez 

que os diferentes preços de exercícios possuem datas diferentes de início de 

negociação, foi utilizada uma data de corte de modo que todas as opções 

possuíssem históricos diários de negociação. No estudo foram utilizados 10 preços 

de exercício variando de 31 a 40 reais. 
                                                           
5
 Em Madan, Carr Chang (1998) os autores também utilizam como método alternativo o modelo de 

variância gama simétrico, que utiliza como valor de tendência θ=0. Porém, conforme demonstrado por 
eles, o processo VG completo modela melhor os dados reais que o processo VG simétrico e, 
portanto, este último não será estudado no presente trabalho.  
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Os dados utilizados foram obtidos através do banco de dados da plataforma 

Bloomberg. Para correção do preço de exercício, foram utilizadas as informações 

disponíveis no site da BM&F Bovespa6. O valor do dividend yeld da Vale, também foi 

obtido na plataforma Bloomberg.  

 

3.2. Ajuste dos parâmetros 

 

Uma vez determinado o modelo, o próximo passo para poder realizar as análises de 

resultado é calibrar os parâmetros do modelo. Para calibração, foi utilizada a 

metodologia apresentada por Figueroa-López, Lee e Mi (2012). Neste trabalho os 

autores mostraram que os parâmetros de volatilidade  , tendência   e taxa de 

variação   podem ser obtidos tanto através de estimação pelo método dos 

momentos como pelo método de máxima verossimilhança. 

Uma vez que este último utiliza códigos iterativos para determinação da solução, a 

fim de otimizar os resultados, foi utilizado como seu ponto de partida os resultados 

obtidos na estimação pelo método dos momentos. 

Apesar da modelagem do método VG ter sido desenvolvida sob a ótica de 

neutralidade ao risco, sabe-se que na realidade existe algum tipo de aversão ao 

risco, de modo que a taxa de desconto utilizada não necessariamente equivale a 

taxa livre de risco  , conforme desenvolvido na equação (10). Com base nisso, 

através dos dados históricos, tanto o método de momentos, quanto o de máxima 

verossimilhança são capazes de determinar também esse valor da “taxa não livre” 

de risco,  . 

Ainda em Figueroa-López, Lee e Mi (2012), a partir da taxa   foi possível determinar 

outro parâmetro de tendência  , de modo que enquanto a tendência   explica a 

assimetria dos retornos logarítmicos e é a componente de tendência dos 

                                                           
6
  Sempre que há um evento de pagamento do ativo base após a primeira negociação da opção (ex.: 

pagamento de dividendo ou juros sobre capital) é necessário fazer uma correção no preço de 
exercício. Para o mercado brasileiro de opções negociadas em bolsa, essas informações estão 
disponíveis no endereço: http://www.bmfbovespa.com.br/opcoes/opcoes.aspx?idioma=pt-
br&aba=tabVctoOpcoes. 

http://www.bmfbovespa.com.br/opcoes/opcoes.aspx?idioma=pt-br&aba=tabVctoOpcoes
http://www.bmfbovespa.com.br/opcoes/opcoes.aspx?idioma=pt-br&aba=tabVctoOpcoes
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incrementos de tempo randômicos,   é a componente de tendência considerando 

incrementos fixos de tempo e sua relação com   é:   

    
 

 
    (           )  

 

3.2.1. Estimação pelo Método dos momentos 

  

Como mostrado por Cont e Tankov (2003), a média e os três primeiros momentos 

centrais do processo VG são dados por: 

    (  )  (   ) , 

 

(21) 

      (  )  (      )   

 

(22) 

    (        )
  (           )   

 

(23) 

e  

    (        )
  (                   )     (  )

 . 

 

(24) 

 

Em Figueroa-López, Lee, Mi (2012) foi proposta uma solução simplificada para o 

sistema acima no qual foi utilizada a transformação:  

    
 

  
  

na qual os parâmetros de assimetria, curtose, e variância populacionais são dados 

por: 

   ̂   
  ̂ 

  ̂ 
   

  

   ̂   
  ̂ 

  ̂ 
    

e 
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   ̂   
 

   
∑(  

   ̅ )  , 

onde    
  é a variação do log-retorno do preço no tempo T = nt e ( ̅)   é a média de 

  
 . 

Com isso pode-se determinar numericamente o valor de ε* através da equação  

    ̂ 
 

   ̂ 
 

 (    ) 

(        )(   )
    

e os estimadores dos parâmetros podem ser obtidos através de 

 ̂ 
   

   ̂ 
 

(
 

    
 
)  (25) 

 ̂   
 

 
   ̂ (

(    
 ) 

     
     

  )  (26) 

 ̂   
  ̂ 

  ̂ 
  ̂ 

(
 

     
 
) (27) 

e  

 ̂   
  

 
  ̂  (28) 

 

Além de possibilitar uma estimação para os parâmetros do modelo VG, as equações 

dos momentos facilitam o entendimento das figuras mostradas na seção 2.3. Da 

expressão para a variância, equação (22), se considerarmos que a variância do 

modelo VG é igual a variância do modelo BS (  ), 

(      )      

e dado que no modelo BS a assimetria é nula, a equação (23) pode ser reescrita 

como: 

(           )     (         )     (         )     
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Ou seja, dado um valor de variância    do modelo BS, existe uma combinação de   

e   diferentes de zero que retorna um valor de preço de opção via BS igual ao do 

modelo VG. 

Também pela análise da equação (22), é possível perceber que para um mesmo 

valor de σ, a variância do modelo VG é maior que a do modelo BS, o que faz com 

que se espere um valor maior para os preços de opções que utilizam como base de 

modelagem o modelo VG.  

 

3.2.2.  Estimação pelo Método da Máxima Verossimilhança 

 

Uma vez estimados os parâmetros pelo método dos momentos, é possível refinar o 

resultado através da metodologia de máxima verossimilhança (MV). Dado uma 

amostra aleatória de dados  , com densidade de probabilidade  (   ) de parâmetros 

    ( 1,...,  n), o método MV busca estimar os valores de θ que maximizam a função 

de verossimilhança 

L(    )  ∏  (    ) 
   . 

Para o problema em questão, a função densidade de probabilidade utilizada na 

máxima verossimilhança é a dos preços logarítmicos       ( )  ( ) . Quando os 

preços seguem um processo VG, essa pode ser escrita, segundo Madan, Carr e 

Chang (1998), como 

 ( )               
    (     )

 
 

 ⁄ √    (
 
 
)
(

  

   

 
   

)

 
  

    

   
 
 

 
 
(

 

  
√  (

   

 
   ))  

(29) 

onde   

 
 

 

 

 é a função de Bessel de segunda ordem de grau 
 

 
 

 

 
 , e   é dado por 

        
 

 
    (           )   
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3.3. Metodologia de comparação dos resultados 

 

Para a comparação e estudo dos resultados, primeiramente foi analisada a 

aderência dos log-retornos do ativo base com a distribuição VG. Em seguida foi 

realizado um comparativo desses retornos com a distribuição normal (utilizada no 

modelo de BS). Para calibração dos parâmetros, foi utilizada a metodologia de 

estimação pelos momentos e em seguida foi utilizado uma metodologia de 

otimização por meio do método da verossimilhança. O teste estatístico utilizado para 

comparação entre a modelagem VG e a BS foi o teste da razão de verossimilhança 

(likelihood ratio test). 

Como será mostrado na próxima seção de análise dos resultados, uma vez que a 

estimação pelo método dos momentos calcula os momentos da distribuição a partir 

de um determinado conjunto de dados, a quantidade de dados utilizada na 

calibração afeta de forma significativa o valor dos parâmetros. 

Para verificação dessa significância foram calculados pelo método dos momentos os 

conjuntos de parâmetros (θ, σ, ν e b) para diversos tamanhos de janelas de dias úteis 

(21, 42, 126, 252, 378 e 504). Fazendo a janela percorrer dia a dia os 709 dados do 

histórico de preços, comparou-se a média dos valores obtidos e o desvio desses 

valores para cada um dos parâmetros7.  

Uma vez verificado que quanto maior a janela de dados utilizada, melhor a 

calibração do modelo via estimação por momentos, foram feitos os testes de 

precificação da opção sob a hipótese de neutralidade ao risco através das equações 

(19) e (20). Para a calibração do modelo neutro ao risco também foi utilizada a 

metodologia de máxima verossimilhança, mas em vez de se utilizar a função 

densidade de probabilidade dos log-retornos do ativo base, foi utilizada uma 

formulação de erro multiplicativo, apresentada por Madan, Carr e Chang (1998). A 

fórmula de erro é dada por: 

                                                           
7
 Para janelas de análise muito pequenas a solução numérica muitas vezes não consegue chegar em 

um resultado. Como mostrado por Figueroa-López, Lee e Mi (2012), para que se consiga uma 
solução a assimetria e curtose da distribuição da janela deve obedecer a relação                      

    ̂ 
  (   ̂ )
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     ̂   (        ), (30) 

onde    é o i-ésimo preço observado da opção e   ̂ é o i-ésimo preço calculado pelo 

modelo. O erro    é suposto normalmente distribuído com média zero e variância 

unitária. Conforme também demonstrado pelos autores, a determinação dos 

parâmetros de máxima verossimilhança é realizada através da minimização de8: 

  √
 

 
∑ (  (  )    (  ̂))

  
   . (31) 

 

Em seu artigo, Madan, Carr e Chang (1998) utilizaram os dados semanais do S&P 

500 para 143 semanas. Entretanto, conforme comentado anteriormente, dado o 

curto prazo de maturidade das opções brasileiras, foi utilizado em nosso estudo os 

dados diários de preço das opções. Uma vez determinado os valores dos 

parâmetros para o modelo VG, foi realizado um comparativo das curvas de smile de 

volatilidade implícita do modelo VG com as do modelo de Black-Scholes. Em adição 

foram traçadas também duas novas curvas comparando a tendência θ e a taxa de 

variação ν do modelo VG com o θbs e νbs obtidos no modelo de máxima 

verossimilhança quando fixado o valor da volatilidade implícita do modelo BS. Essas 

duas últimas curvas têm por objetivo verificar o comportamento dos parâmetros de 

curtose e assimetria implícitas para o caso da volatilidade do modelo VG ser a 

volatilidade implícita de BS (que é a considerada pelo mercado). 

 

 

  

                                                           
8
 A demonstração dessa equação pode ser encontrada  em Madan, Carr e Chang  (1998). 
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4. ANÁLISE DOS RESULTADOS 
 

Neste capítulo serão abordadas duas análises, uma delas para verificar e comparar 

a aderência do modelo VG e do modelo BS com o histórico dos retornos logarítmicos 

dos dados e a outra para verificar a aplicabilidade do modelo para o cálculo dos 

parâmetros implícitos. 

Fazendo uma comparação temporal das análises, a primeira estuda o 

comportamento histórico das ações da VALE, uma vez que determina um conjunto 

de parâmetros que descreve o comportamento do preço desse ativo no período 

estudado. Já a segunda análise visa obter os parâmetros implícitos do ativo, que por 

sua vez representam a expectativa do mercado de como será o comportamento do 

preço do ativo.  

 

4.1. Validação do ajuste da distribuição de retornos por uma VG 

 

No primeiro teste de validação, foram utilizados os 709 dados históricos da ação 

PNA da VALE (VALE5) e estimados os parâmetros da VG através do método dos 

momentos utilizando as equações (25), (26), (27) e (28). Para cada tamanho de  

janela de tempo foram calculados média e desvio padrão dos parâmetros 

encontrados e esses resultados são mostrados na tabela 4-1. Da tabela verifica-se 

que quanto maior a janela de análise, menor foi a quantidade de erros encontrados 

durante o cálculo de ajuste dos parâmetros pelo método dos momentos (a partir da 

janela de 252 dias já não foram verificadas inconsistências nos resultados). A 

análise dos desvios dos parâmetros encontrados também sugere que quanto maior 

a janela, mais preciso é o cálculo do ajuste da curva utilizando o método dos 

momentos. 

Uma vez verificada a aderência do método dos momentos para grandes quantidades 

de dados, essa metodologia foi utilizada para ajustar os parâmetros do processo VG 

para os 709 dados históricos da VALE5. Em seguida, foi implementado um código 

de otimização para que se pudesse melhorar os resultados a partir do método da 

máxima verossimilhança o qual utilizou o resultado do método dos momentos como 
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ponto de partida. Entretanto, para o caso estudado, o programa não conseguiu 

retornar um resultado satisfatório.  

 

Tabela 4-1: Tabela comparativa de convergência de ajuste dos parâmetros de uma para 

diferentes janelas de análises dos dados da VALE5 negociados na Bovespa. 

 

   

Conforme notado por Figueroa-López, Lee e Mi (2012), o método da máxima 

verossimilhança para calibração do processo VG, utilizando a equação (29) como 

equação de análise, possui um comportamento instável e muitas vezes não 

consegue trazer um resultado satisfatório.  Foi também verificado por esse autor que 

método da máxima verossimilhança, apesar de poder ser utilizado como um agente 

de otimização da calibração, não retorna resultados significativamente melhores que 

o método dos momentos.  

Para comparação dos resultados, foi calculado também a média e o desvio padrão 

dos retornos logarítmicos e a partir daí construída a curva de distribuição normal 

desses retornos. Através de uma normalização das curvas de densidade de 

probabilidade, tanto da normal quanto do modelo VG, foi possível verificar a 

aderência dos modelos ao histograma de retorno logarítmico da VALE5. A figura 4-1 

a seguir mostra a comparação entre a distribuição normal e a distribuição de 

variância gama. Uma simples análise visual do gráfico já sugere que a distribuição 

VG melhor se ajusta ao histograma dos retornos logarítmicos. 

Adicionalmente foi realizado o teste de razão de verossimilhança a fim de rejeitar ou 

não a hipótese nula da distribuição normal. Uma vez que esse teste estatístico 

baseia-se numa distribuição chi-quadrado com 2 graus de liberdade (4 do processo 

VG menos 2 do processo normal), qualquer valor encontrado maior que 5,99 leva à 

Janela (dias úteis)

Média Desvio Média Desvio Média Desvio Média Desvio Média Desvio Média Desvio

θ 1,7783   41,3510 0,8134   23,8014 0,8576 2,9685 0,0811 0,5381 0,1423- 0,1838 0,0304- 0,0533 

ν 0,0005   0,0017   0,0014   0,0018   0,0032 0,0024 0,0052 0,0024 0,0061 0,0011 0,0055 0,0003 

σ 0,2667   0,0905   0,2628   0,0674   0,2738 0,0484 0,2784 0,0257 0,2816 0,0089 0,2807 0,0065 

b 1,8509-   41,3938 0,8872-   23,8287 0,9366- 2,8823 0,1650- 0,5422 0,0385 0,2214 0,0379- 0,0834 

Número de 

Janelas 

analisadas

% Dados 

Inconsistentes*

* Resultados que durante o processo de cálculo apresentam algum problema de convergência ou retornaram valores inconsistentes para 

os parâmetros.

75,91% 39,22% 2,05% 0,00% 0,00% 0,00%

4221

206

504378252126

689 668 584 458 332
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rejeição da hipótese nula com 95% de confiança. O valor obtido pela estatística foi 

de 3.318 e, portanto, a hipótese de distribuição normal pode ser rejeitada.    

  

 

Figura 4-1: Gráfico comparativo entre a distribuição normal e distribuição VG com o 
histograma dos retornos logarítmicos da VALE5 no período de 05/01/2010 a 
30/11/2012.  

 

 

Tabela 4-2: Parâmetros calibrados o retorno logarítmico de uma distribuição normal 
e de uma VG para o histórico da VALE5. 

 

Parâmetros VG Normal

θ 0,0233  -       

ν 0,0042  -       

σ 0,2832  0,2832 

b 0,0829-  0,0596- 

Logaritmo da máxima 

verossimilhança
1.884,5 225,64 
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4.2. Determinação dos parâmetros implícitos 

 

Para os 19 preços históricos da opção de compra da VALE5 foram calculados seus 

respectivos valores de volatilidade, taxa de variação e tendência implícitas. 

Diferentemente do modelo BS, onde a partir do preço da opção é possível se 

determinar numericamente uma volatilidade, como o modelo VG possui três 

parâmetros e existe um conjunto de parâmetros que podem solucionar a equação.  

Para a determinação dos parâmetros implícitos foi utilizada a metodologia de 

máxima verossimilhança da equação (30), que Madan, Carr e Chang (1998) 

mostraram ser similar à metodologia de mínimos quadrados do erro dado por essa 

mesma equação.  

A partir daí, a primeira análise realizada foi a comparação entre a volatilidade 

implícita dada pelo modelo VG e a volatilidade implícita de Black e Scholes. Como 

pode se verificar na figura 4-2, que traz as volatilidades implícitas para o dia 

30/11/2012, na tabela 4-2 e na tabela 4-4, que informam as volatilidades implícitas 

de Black Scholes e do modelo VG; os valores encontrados por ambos os modelos 

apresentaram resultados muito semelhantes. Essa semelhança, também notada nos 

trabalhos de Madan, Carr e Chang (1998) e Figueroa-López, Lee e Mi (2012), 

sugere que os demais parâmetros do modelo VG possam ser estimados fixando a 

volatilidade como sendo a mesma do modelo de Black e Scholes. Uma vez que a 

volatilidade do modelo BS pode ser encontrada de forma rápida, esperou-se que ao 

fixar seu valor, a solução dos parâmetros implícitos do modelo VG também fosse 

encontrada mais rapidamente já que o problema passaria a ter dois parâmetros, ao 

invés de três.  

Para o cálculo da volatilidade implícita de Black e Scholes, foi utilizada a função 

blsimpv implementada no Financial toolbox do Matlab. Conforme ilustra a       

tabela 4-3, para determinados valores de exercício e algumas datas a função não 

conseguiu retornar uma solução (representado na tabela pela expressão NaN). 

Entretanto para os demais pontos a diferença entra a volatilidade implícita VG e a do 

modelo BS, na média, não passou de 0,2%, o que pode ser considerado um valor 

muito baixo. Verifica-se também, o erro no cálculo da volatilidade implícita se deu 

para valores de exercícios muito menores que preço do ativo, ou seja, para opções 
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muito dentro do dinheiro (via de regra, esses ativos são bem ilíquidos e podem ser 

desconsiderados da análise).  

Com relação ao erro entre o preço real da opção e o preço retornado pelo modelo 

com os parâmetros calculados por mínimos quadrados, conforme ilustra a         

tabela 4-7, o valor ficou muito próximo de zero para todos os preços de exercício. 

Isso mostra que as soluções encontradas são bastante satisfatórias. 

 

 

Figura 4-2: Comparativo do smile de volatilidade implícita da opção de VALE5 com 
vencimento de Dez 2012, na data de 30/11/2012, utilizando modelagem de variância 
gama e de Black e Scholes.  

 

Quando analisadas as curvas da taxa de variância e da tendência para o dia 

30/11/2012, percebe-se que para alguns valores de preço de exercício, se fixado o 

valor da volatilidade, esses dois parâmetros implícitos não convergiam para os 

valores encontrados com a metodologia de mínimos quadrados. Na figura 4-3 e na 

figura 4-4, vê-se que ao fixarmos o valor de  , o método dos mínimos quadrados não 

convergiu para dois pontos da curva. Utilizando a mesma comparação para outras 

datas de negociação das opções, percebeu-se que, ao fixar a volatilidade de Black e 

Scholes, a metodologia de cálculo dos parâmetros se torna mais instável. Visto isso 

constata-se que não vale a pena utilizar a simplificação de Black e Scholes. 
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Figura 4-3: Comparativo da curva de taxa de variância implícita  da opção de 
VALE5 com vencimento de Dez 2012, na data de 30/11/2012 utilizando modelagem 
de variância gama e fixando a volatilidade implícita de Black e Scholes. 

 

 

Figura 4-4: Comparativo da curva de tendência implícita  da opção de VALE5 com 
vencimento de Dez 2012, na data de 30/11/2012, utilizando modelagem de variância 
gama e fixando a volatilidade implícita de Black e Scholes. 
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Tabela 4-3: Volatilidade implícita de Black e Scholes para opções de compra da VALE5 com vencimento em Dez 2012. 

 

 

 

Preço Ativo 

base Preço Exercício R$ 31,00 R$ 32,00 R$ 33,00 R$ 34,00 R$ 35,00 R$ 36,00 R$ 37,00 R$ 38,00 R$ 39,00 R$ 40,00

R$ 37,17 01/11/2012 NaN NaN NaN 0,2413 0,2586 0,2791 0,2461 0,2556 0,2335 0,2517

R$ 36,93 05/11/2012 0,4200 0,3478 0,3429 0,2399 0,2755 0,2965 0,2662 0,2600 0,2515 0,2469

R$ 37,20 06/11/2012 NaN 0,4353 0,3474 0,2850 0,3076 0,3188 0,2666 0,2609 0,2488 0,2415

R$ 36,81 07/11/2012 NaN 0,3396 0,3767 0,3057 0,2867 0,3108 0,2781 0,2681 0,2578 0,2511

R$ 36,06 08/11/2012 0,4566 0,3424 0,3793 0,3039 0,3312 0,3351 0,3012 0,3015 0,2924 0,2721

R$ 36,33 09/11/2012 NaN 0,3800 0,3578 0,2528 0,3252 0,3153 0,3071 0,2918 0,2766 0,2660

R$ 36,03 12/11/2012 0,3351 0,4245 0,4429 0,3425 0,3283 0,3413 0,3150 0,3049 0,2932 0,2836

R$ 36,30 13/11/2012 NaN 0,3483 0,4117 0,3492 0,3215 0,3112 0,3053 0,2908 0,2826 0,2748

R$ 35,63 14/11/2012 NaN 0,3377 0,4012 0,2618 0,3039 0,3110 0,3001 0,2911 0,2868 0,2932

R$ 34,65 16/11/2012 0,3816 0,4013 0,4115 0,3747 0,3581 0,4571 0,3461 0,3323 0,3387 0,3291

R$ 35,07 19/11/2012 0,4482 0,3488 0,4131 0,2939 0,3165 0,3014 0,2856 0,2801 0,2706 0,2797

R$ 35,44 21/11/2012 NaN 0,3836 0,4228 0,2880 0,2941 0,2420 0,2559 0,2548 0,2557 0,2593

R$ 35,42 22/11/2012 0,4874 0,4383 0,3772 0,3023 0,2924 0,2736 0,2557 0,2522 0,2484 0,2560

R$ 35,91 23/11/2012 NaN NaN NaN 0,2441 0,2394 0,2415 0,2303 0,2302 0,2353 0,2395

R$ 35,73 26/11/2012 0,5215 0,4805 0,4461 0,2622 0,3087 0,2805 0,2515 0,2290 0,2369 0,2465

R$ 35,73 27/11/2012 NaN 0,3733 0,3904 0,2759 0,2798 0,2627 0,2434 0,2344 0,2364 0,2483

R$ 35,22 28/11/2012 0,5446 0,3762 0,4772 0,3402 0,2949 0,3076 0,2535 0,2503 0,2583 0,2739

R$ 36,60 29/11/2012 NaN 0,4720 0,5294 0,3414 0,3272 0,2730 0,2466 0,2428 0,2322 0,2443

R$ 36,70 30/11/2012 0,5891 0,4393 0,3108 0,2713 0,2701 0,2530 0,2565 0,2260 0,2364 0,2417

Volatilidade do Modelo de Black e Scholes (σ)
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Tabela 4-4: Volatilidade implícita do modelo de variância gama para opções de compra da VALE5 com vencimento em Dez 2012. 

 

 

 

Preço Ativo 

base Preço Exercício R$ 31,00 R$ 32,00 R$ 33,00 R$ 34,00 R$ 35,00 R$ 36,00 R$ 37,00 R$ 38,00 R$ 39,00 R$ 40,00

R$ 37,17 01/11/2012 0,0112 0,0413 0,0440 0,2401 0,2583 0,2792 0,2474 0,2571 0,2351 0,2529

R$ 36,93 05/11/2012 0,4187 0,3462 0,3421 0,2389 0,2756 0,2968 0,2675 0,2616 0,2530 0,2479

R$ 37,20 06/11/2012 0,0812 0,4346 0,3463 0,2838 0,3078 0,3191 0,2678 0,2624 0,2503 0,2428

R$ 36,81 07/11/2012 0,0471 0,3369 0,3762 0,3053 0,2870 0,3111 0,2795 0,2698 0,2594 0,2521

R$ 36,06 08/11/2012 0,4559 0,3408 0,3794 0,3040 0,3319 0,3359 0,3024 0,3027 0,2933 0,2726

R$ 36,33 09/11/2012 0,0401 0,3788 0,3572 0,2520 0,3258 0,3159 0,3083 0,2931 0,2780 0,2667

R$ 36,03 12/11/2012 0,3314 0,4240 0,4433 0,3429 0,3290 0,3420 0,3162 0,3060 0,2941 0,2839

R$ 36,30 13/11/2012 0,0252 0,3459 0,4117 0,3494 0,3222 0,3119 0,3066 0,2922 0,2837 0,2754

R$ 35,63 14/11/2012 0,0345 0,3355 0,4015 0,2615 0,3047 0,3120 0,3016 0,2924 0,2875 0,2931

R$ 34,65 16/11/2012 0,3802 0,4014 0,4125 0,3756 0,3592 0,4580 0,3470 0,3331 0,3389 0,3280

R$ 35,07 19/11/2012 0,4471 0,3473 0,4138 0,2945 0,3178 0,3027 0,2871 0,2814 0,2705 0,2785

R$ 35,44 21/11/2012 0,0655 0,3822 0,4232 0,2881 0,2952 0,2433 0,2582 0,2564 0,2560 0,2582

R$ 35,42 22/11/2012 0,4861 0,4375 0,3770 0,3024 0,2935 0,2750 0,2582 0,2539 0,2484 0,2549

R$ 35,91 23/11/2012 0,0589 0,0359 0,0403 0,2424 0,2394 0,2418 0,2331 0,2325 0,2360 0,2385

R$ 35,73 26/11/2012 0,5195 0,4795 0,4461 0,2608 0,3095 0,2817 0,2543 0,2311 0,2371 0,2451

R$ 35,73 27/11/2012 0,0425 0,3691 0,3893 0,2744 0,2807 0,2635 0,2468 0,2366 0,2363 0,2463

R$ 35,22 28/11/2012 0,5428 0,3726 0,4779 0,3408 0,2964 0,3092 0,2565 0,2515 0,2573 0,2704

R$ 36,60 29/11/2012 0,0670 0,4671 0,5285 0,3382 0,3267 0,2714 0,2495 0,2464 0,2343 0,2435

R$ 36,70 30/11/2012 0,5838 0,4317 0,2985 0,2642 0,2672 0,2502 0,2593 0,2299 0,2387 0,2408

Volatilidade do Modelo VG (σ)
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Tabela 4-5: Taxa de variância implícita do modelo de variância gama para opções de compra da VALE5 com vencimento em Dez 
2012. 

 

 

 

Preço Ativo 

base Preço ExercícioR$ 31,00 R$ 32,00 R$ 33,00 R$ 34,00 R$ 35,00 R$ 36,00 R$ 37,00 R$ 38,00 R$ 39,00 R$ 40,00

R$ 37,17 01/11/2012 0,0044 0,0017 0,0011 0,0035 0,0049 0,0044 0,0060 0,0053 0,0063 0,0053

R$ 36,93 05/11/2012 0,0026 0,0033 0,0035 0,0033 0,0046 0,0031 0,0047 0,0055 0,0053 0,0055

R$ 37,20 06/11/2012 0,0013 0,0028 0,0035 0,0045 0,0037 0,0032 0,0047 0,0048 0,0052 0,0056

R$ 36,81 07/11/2012 0,0013 0,0043 0,0031 0,0039 0,0033 0,0025 0,0046 0,0049 0,0052 0,0053

R$ 36,06 08/11/2012 0,0025 0,0035 0,0030 0,0039 0,0026 0,0025 0,0030 0,0030 0,0033 0,0049

R$ 36,33 09/11/2012 0,0030 0,0030 0,0032 0,0032 0,0023 0,0029 0,0029 0,0033 0,0047 0,0046

R$ 36,03 12/11/2012 0,0034 0,0026 0,0025 0,0035 0,0026 0,0021 0,0029 0,0029 0,0033 0,0034

R$ 36,30 13/11/2012 0,0018 0,0035 0,0027 0,0035 0,0029 0,0029 0,0029 0,0034 0,0035 0,0045

R$ 35,63 14/11/2012 0,0012 0,0040 0,0027 0,0036 0,0027 0,0029 0,0032 0,0034 0,0034 0,0044

R$ 34,65 16/11/2012 0,0030 0,0027 0,0027 0,0019 0,0019 0,0012 0,0020 0,0026 0,0035 0,0038

R$ 35,07 19/11/2012 0,0025 0,0035 0,0027 0,0033 0,0029 0,0030 0,0033 0,0045 0,0050 0,0036

R$ 35,44 21/11/2012 0,0019 0,0029 0,0026 0,0045 0,0033 0,0056 0,0053 0,0053 0,0051 0,0032

R$ 35,42 22/11/2012 0,0024 0,0026 0,0031 0,0039 0,0033 0,0045 0,0053 0,0052 0,0055 0,0027

R$ 35,91 23/11/2012 0,0014 0,0017 0,0008 0,0032 0,0055 0,0055 0,0061 0,0062 0,0059 0,0033

R$ 35,73 26/11/2012 0,0023 0,0024 0,0026 0,0036 0,0026 0,0050 0,0053 0,0062 0,0060 0,0033

R$ 35,73 27/11/2012 0,0012 0,0031 0,0028 0,0037 0,0046 0,0048 0,0060 0,0059 0,0060 0,0035

R$ 35,22 28/11/2012 0,0024 0,0031 0,0021 0,0035 0,0031 0,0029 0,0054 0,0053 0,0032 0,0037

R$ 36,60 29/11/2012 0,0008 0,0026 0,0024 0,0036 0,0035 0,0035 0,0054 0,0057 0,0060 0,0056

R$ 36,70 30/11/2012 0,0021 0,0027 0,0041 0,0035 0,0037 0,0033 0,0048 0,0059 0,0056 0,0053

Taxa de Variância do Modelo VG (ν)
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Tabela 4-6: Tendência implícita do modelo de variância gama para opções de compra da VALE5 com vencimento em Dez 2012. 

 

 

 

Preço Ativo 

base Preço Exercício R$ 31,00 R$ 32,00 R$ 33,00 R$ 34,00 R$ 35,00 R$ 36,00 R$ 37,00 R$ 38,00 R$ 39,00 R$ 40,00

R$ 37,17 01/11/2012 0,0026 0,0071 0,0076 0,0228 0,0224 0,0235 0,0223 0,0225 0,0239 0,0245

R$ 36,93 05/11/2012 0,0276 0,0260 0,0261 0,0221 0,0235 0,0241 0,0233 0,0244 0,0245 0,0242

R$ 37,20 06/11/2012 0,0124 0,0277 0,0265 0,0241 0,0249 0,0246 0,0230 0,0229 0,0247 0,0244

R$ 36,81 07/11/2012 0,0087 0,0265 0,0269 0,0250 0,0238 0,0237 0,0237 0,0240 0,0243 0,0245

R$ 36,06 08/11/2012 0,0287 0,0261 0,0271 0,0250 0,0245 0,0244 0,0240 0,0236 0,0231 0,0238

R$ 36,33 09/11/2012 0,0105 0,0270 0,0266 0,0223 0,0239 0,0244 0,0239 0,0231 0,0240 0,0238

R$ 36,03 12/11/2012 0,0254 0,0276 0,0283 0,0262 0,0243 0,0243 0,0244 0,0237 0,0231 0,0229

R$ 36,30 13/11/2012 0,0077 0,0264 0,0274 0,0269 0,0244 0,0247 0,0240 0,0232 0,0231 0,0244

R$ 35,63 14/11/2012 0,0064 0,0260 0,0277 0,0228 0,0239 0,0245 0,0239 0,0232 0,0234 0,0242

R$ 34,65 16/11/2012 0,0271 0,0277 0,0275 0,0252 0,0243 0,0258 0,0241 0,0242 0,0244 0,0243

R$ 35,07 19/11/2012 0,0284 0,0265 0,0275 0,0243 0,0243 0,0240 0,0232 0,0242 0,0240 0,0239

R$ 35,44 21/11/2012 0,0115 0,0272 0,0276 0,0242 0,0246 0,0217 0,0244 0,0246 0,0247 0,0226

R$ 35,42 22/11/2012 0,0295 0,0280 0,0269 0,0246 0,0243 0,0235 0,0244 0,0250 0,0243 0,0217

R$ 35,91 23/11/2012 0,0125 0,0091 0,0066 0,0221 0,0215 0,0216 0,0241 0,0241 0,0240 0,0214

R$ 35,73 26/11/2012 0,0297 0,0293 0,0283 0,0227 0,0239 0,0240 0,0251 0,0240 0,0241 0,0220

R$ 35,73 27/11/2012 0,0093 0,0266 0,0274 0,0228 0,0240 0,0229 0,0244 0,0241 0,0240 0,0225

R$ 35,22 28/11/2012 0,0303 0,0267 0,0292 0,0261 0,0242 0,0240 0,0246 0,0245 0,0225 0,0237

R$ 36,60 29/11/2012 0,0124 0,0288 0,0303 0,0259 0,0254 0,0223 0,0221 0,0242 0,0240 0,0244

R$ 36,70 30/11/2012 0,0317 0,0276 0,0245 0,0226 0,0229 0,0222 0,0229 0,0240 0,0244 0,0244

Tendência do Modelo VG (θ)
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Tabela 4-7: Diferença entre o preço do histórico das opções de VALE5 e o preço retornado pelo modelo VG utilizando os 

parâmetros estimados pela metodologia de mínimos quadrados. 

 

Diferança entre o preço histórico e o preço do modelo VG

Preço de 

Exercício R$ 31,00 R$ 32,00 R$ 33,00 R$ 34,00 R$ 35,00 R$ 36,00 R$ 37,00 R$ 38,00 R$ 39,00 R$ 40,00

01/11/2012 0,11507 0,062937 0,0508 1,73E-07 1,42E-06 7,12E-07 3,43E-06 3,43E-06 9,34E-07 2,36E-06

05/11/2012 2,66E-06 1,19E-06 4,17E-06 8,04E-07 9,44E-07 2,1E-07 2,34E-06 4,77E-06 4,41E-06 2,7E-06

06/11/2012 0,073693 6,78E-07 2,56E-06 6,28E-09 1,52E-06 3,32E-06 1,59E-06 1,13E-06 8,94E-07 3,18E-06

07/11/2012 0,25868 4,14E-07 1,57E-06 2,1E-07 3,31E-07 1,92E-06 2,09E-07 2,12E-06 5,41E-06 8,59E-06

08/11/2012 3,26E-06 1,33E-05 2,48E-06 1,71E-07 4,87E-06 3,53E-06 1,08E-06 6,78E-07 4,89E-06 8,78E-07

09/11/2012 0,078044 1,08E-06 4,79E-06 1,29E-06 1,78E-07 4,73E-06 3,09E-06 5,1E-06 1,85E-06 9,73E-07

12/11/2012 1,51E-06 3,95E-06 8,25E-06 1,67E-05 9,79E-07 4,42E-06 2,96E-06 3,24E-06 1,03E-06 1,54E-07

13/11/2012 0,48663 1,15E-06 7,6E-06 8,4E-07 7,95E-07 9,24E-07 8,39E-07 4,23E-06 4,46E-07 5,09E-07

14/11/2012 0,15181 6,58E-07 4,35E-06 1,11E-06 5,13E-07 2,61E-06 1,99E-07 6,6E-06 1,98E-07 1,97E-06

16/11/2012 8,62E-07 3,32E-06 5,19E-06 1,27E-06 9,38E-06 2,81E-06 2,62E-06 4,56E-06 1,76E-05 1,83E-06

19/11/2012 8,61E-06 4,57E-06 1,75E-06 1,33E-06 9E-07 8,81E-07 4,1E-07 1,41E-07 9,13E-07 1,24E-06

21/11/2012 0,064684 1,69E-06 7,39E-07 4,76E-07 3,66E-07 3,08E-06 4,05E-06 3,38E-06 1,2E-06 1,46E-06

22/11/2012 1,38E-05 1,66E-06 3,08E-06 7,09E-07 2,88E-06 4,52E-07 6,89E-06 1,78E-06 1,66E-06 3,08E-08

23/11/2012 0,1226 0,036943 0,011288 3,01E-07 7,89E-07 1,44E-06 4,77E-06 2,07E-06 1,69E-06 1,86E-06

26/11/2012 1,36E-06 1,12E-05 3,42E-06 7,49E-07 1,61E-06 7,71E-08 1,64E-06 9,57E-07 3,04E-06 7E-07

27/11/2012 0,001215 9,96E-07 1,19E-06 2,14E-06 4,76E-07 7,15E-07 3E-06 3,88E-06 8,05E-07 1,66E-07

28/11/2012 6,33E-06 1,78E-07 7,82E-06 1,35E-05 3,96E-06 3,46E-06 3,91E-06 5,58E-06 9,58E-07 8,4E-08

29/11/2012 0,05896 7,01E-07 2,54E-06 3,14E-06 1,45E-06 1,98E-07 3,99E-06 1,25E-06 3,16E-06 2,02E-06

30/11/2012 3,85E-06 2,7E-08 4,25E-08 1,22E-07 2,57E-07 4,89E-07 4,89E-06 1,12E-07 1,03E-06 3,45E-07



41 

 
 

Uma vez verificada a instabilidade do método de solução para quando se fixa um 

valor de volatilidade implícita, para fins de análise, foi calculado o conjunto de 

parâmetros implícitos para os dias 16/11/2012 e 30/11/2012. As curvas presentes na 

figura 4-5 indicam os resultados obtidos para ambas as datas. 

Vale lembrar que a taxa de variância é uma métrica associada ao excesso de 

curtose da distribuição com relação a uma distribuição normal. Valores muito altos 

para este parâmetro equivale a dizer que o mercado espera uma maior 

probabilidade de que os retornos se encontrem na cauda da distribuição, em outras 

palavras, o mercado espera retornos extremos com mais frequência (mercado em 

regime de riskoff, tail risks, ou euforia)9. 

Por sua vez, a tendência está relacionada com a assimetria implícita da distribuição, 

dessa forma quanto maior for o valor em módulo deste parâmetro e sendo ele 

positivo, maior é a cauda direita da distribuição e, portanto, o valor esperado dos 

retornos encontra-se à direita da média mediana. 

Analisando a figura 4-5 para o dia 16 de Novembro, sendo as opções dentro do 

dinheiro (ITM) aquelas para as quais K/S < 1 e as fora do dinheiro (OTM) aquelas 

para as quais K/S > 1, com K sendo o preço de exercício e S o preço do ativo base,  

podemos inferir o seguinte: 

1 – A curva de volatilidade implícita está nivelada (flat), indicando falta de convicção 

do mercado (o pico observado pode ser considerado como um outlier). 

Adicionalmente, o nível da volatilidade implícita está ligeiramente alto 

(aproximadamente 40% a.a. de volatilidade ou uma oscilação média diária de 

2,52%) o que indica que o mercado passou por uma queda no curto prazo. 

2 – A curva do prêmio de curtose implícita () das opções ITM e OTM está 

razoavelmente nivelada, sendo o nível das OTM ligeiramente maior. Dessa forma o 

mercado espera que um movimento em direção a esse preço de exercício ocorrerá 

com pouco mais de volatilidade do que o movimento para um preço de exercício ITM 

(maior chance de grande variação, gap, na região OTM). 

                                                           
9
 O regime de riskoff, tail risks, ou euforia é conhecido no mercado financeiro como sendo o estado 

avesso a risco onde os operadores do mercado procuram se desfazer de suas exposições a risco 
aumentando a liquidez de suas carteiras. Geralmente esse regime é encontrado em crises financeiras 
e a procura generalizada por liquidez (venda de ativos das carteiras) acaba por derrubar as cotações 
dos ativos.  
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3 – A curva de assimetria implícita está nivelada, sendo os preços de exercício ITM 

detentores de uma assimetria implícita ligeiramente maior. Essa característica 

demonstra mais uma vez a falta de convicção e preferência do mercado por 

qualquer preço de exercício para as opções de compra. 

Já a análise dos dados do dia 30 de Novembro leva às seguintes constatações: 

1 – A curva de volatilidade implícita não mais está nivelada (flat) e o valor da 

volatilidade está menor (aproximadamente 25% a.a. ou uma volatilidade diária de 

1,57% ao dia). Percebe-se também que as volatilidades das opções com preços de 

exercício ITM estão maiores, o que demonstra que o mercado apresenta uma 

característica de compra de opções nessa região. 

2 – A curva de excesso de curtose implícita como um todo sofreu um deslocamento 

para cima, indicando dessa forma que o mercado como um todo precifica 

movimentos mais bruscos no ativo base. As opções ITM e OTM não estão mais 

niveladas, sendo o nível das OTM muito maior. Com isso o mercado espera que um 

movimento em direção às opções com esse preço de exercício ocorra com mais 

volatilidade do que o movimento para as opções ITM. O aumento do nível de curtose 

implícita pode ser encarado como o aumento da euforia em relação ao ativo base. Já 

o desnível das opções OTM indica mais chances de altas bruscas do que queda.  

3- A curva de assimetria implícita não se modificou em termos de nível, porém atribui 

uma assimetria muito maior para a região ITM da curva. Visto que quanto mais 

positiva é a assimetria, mais larga é a cauda da direita da distribuição, essa curva 

mostra que o mercado espera probabilidades de retornos maiores para região ITM. 

Sendo assim o mercado espera uma convergência do preço do ativo para o nível 

K/S=0,9. Juntamente com as duas análises anteriores, é possível verificar que neste 

dia o mercado encontrou-se otimista com relação ao ativo. 
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Figura 4-5: Gráficos comparativos dos parâmetros implícitos do modelo VG para os 
dias 16/11/2012 e 30/11/2012 da opção de compra da VALE5 com vencimento em 
Dezembro de 2012 e retornos da VALE5 no mês de Novembro de 2012.  
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5. CONCLUSÃO 
 

Demonstrado por diversos autores para diferentes mercados que o processo de 

variância gama é mais eficiente na precificação de opções europeias que o modelo 

de Black e Scholes, este trabalho procurou mostrar a aplicabilidade deste modelo às 

características locais do mercado brasileiro. Para isso comparou-se a distribuição 

histórica dos retornos diários da ação VALE5 com as distribuições normal e de 

variância gama. 

O processo VG, por apresentar saltos, é capaz de se adequar melhor ao histórico 

das ações, visto que consegue capturar melhor os retornos de maior valor absoluto 

(caudas pesadas). Diferente do modelo de Black e Scholes, o modelo VG leva em 

consideração a existência de um excesso de curtose (prêmio de risco), representado 

pela taxa de variância do modelo  , e uma assimetria (aversão ao risco), 

representado pela tendência  . 

O trabalho verificou dois resultados principais. O primeiro deles foi a constatação de 

que a modelagem dos retornos logarítmicos do ativo base é melhor descrita por uma 

distribuição VG do que uma distribuição normal. Uma vez validado o modelo VG 

para o ativo do mercado brasileiro, o segundo resultado mostrou que é possível 

calcular os parâmetros implícitos do modelo. Nesta etapa, foi constatado que o smile 

de volatilidade do modelo BS se assemelha bastante com o do modelo em análise, 

sugerindo que é possível utilizar uma simplificação no método numérico para o 

cálculo dos demais parâmetros (θ e ν). 

Como metodologia de calibração desses parâmetros foi verificada a possibilidade de 

utilização tanto do método dos momentos, quanto de métodos numéricos de 

otimização utilizando máxima verossimilhança. Para o cálculo da volatilidade é 

possível usar com segurança a primeira metodologia, que exige muito menos de 

esforço computacional. Caso a quantidade de dados seja suficientemente grande é 

possível utilizá-lo também para estimação dos demais parâmetros. 

Apesar dos resultados de volatilidade implícita retornados pela distribuição VG 

serem semelhantes aos da volatilidade implícita de Black e Scholes, ao se tentar 

fixar a volatilidade de Black e Scholes para diminuir os graus de liberdade na 

solução do modelo os resultados obtidos não foram satisfatórios. Entretanto, visto 
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que a solução do modelo de três parâmetros convergiu de forma geral para uma 

solução com erro muito pequeno e de forma rápida, essa simplificação não se 

mostrou tão necessária. 

Uma vez mostrado que o processo VG também possui uma melhor modelagem para 

o mercado brasileiro, a análise das três curvas dos parâmetros implícitos se mostrou 

muito interessante, pois foi possível quantificar a reação dos participantes do 

mercado de forma mais completa que somente a análise de volatilidade implícita de 

Black e Scholes. Essa mesma reação, sempre implícita nas curvas de opções possui 

informações valiosas que permite mapear a posição técnica dos investidores em 

determinado ativo, se tornando assim uma poderosa ferramenta de trading. 

Cabe ressaltar que nos mercados financeiros em regime de riskoff, ou em crash, as 

distribuições são muito distantes da normalidade, ou seja, ocorre a degeneração da 

distribuição dos retornos. Tais distribuições não possuem métricas bem definidas de 

variância, curtose e assimetria e muito se assemelham a distribuições de Pareto-

Lévy. Dessa forma a métrica desse trabalho pode ser utilizada para melhor 

quantificar essa família de distribuições.  

Visto que para a análise dos dados diários da VALE5 o trabalho conseguiu 

apresentar resultados interessantes, é possível utilizá-lo como base para estudos 

futuros de análise de ativos que possuam menor liquidez no mercado. Uma vez que 

o modelo VG é baseado em puros saltos, é de se esperar que o parâmetro de taxa 

de variância possa capturar as grandes variações de preços encontradas nesse tipo 

de mercado.   
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