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RESUMO 

 

O funcionamento dos bancos comerciais implica no sucesso de suas estratégias de 

captação de depósitos a prazo. O Certificado de Depósito Bancário (CDB) é um dos 

instrumentos mais utilizados para este fim. 95% dos CDBs são flutuantes e atrelados 

ao CDI, sendo que grande parte destes CDBs tem data de carência pré-definida 

para o resgate. Esta característica é responsável pela opção implícita de resgate 

oferecida ao investidor. Ou seja, o investidor tem a prerrogativa de resgatar seu 

investimento entre a data de carência e o vencimento do CDB sem que seja 

penalizado por isso. 

Este trabalho apresenta um método de apreçamento da opção de resgate implícita 

no CDB utilizando o modelo de Black Derman Toy. A técnica empregada inova ao 

considerar o nível da estrutura a termo de taxa de juros tanto em relação à curva de 

CDBs observada no mercado, quanto a sua volatilidade. Entretanto, a volatilidade é 

preservada e, por isso, não é contaminada pelas oscilações da estrutura a termo. 

No procedimento foram utilizados os CDBs do banco de dados da Cetip com valores 

maiores que quinhentos mil reais emitidos entre 2007 e 2009. Assumiu-se que todos 

os investidores eram racionais e não precisaram recorrer aos seus investimentos, 

portanto só resgataram seus recursos após o fim do prazo de carência. 

Com o intuito de verificar a validade dos preços calculados através do modelo Black 

Derman Toy, foi aplicada a técnica da simulação de Monte Carlo com a criação de 

dez mil trajetórias para o preço do ativo. Os resultados obtidos através do modelo 

proposto foram confirmados quando confrontados com a simulação de Monte Carlo. 

 

 

Palavras-chave: CDB, mercado de opções, opção implícita, Black Derman Toy. 

 

 



	
  

ABSTRACT 

 

The functioning of commercial banks relies on the success of their strategies to 

attract deposits. Time Deposits (TD) are one of the most used for this purpose. 95% 

of TDs have floating rates linked to Interbank Certificate of Deposits (CDI) and most 

of them have a pre-set grace date to the withdrawal. This feature is responsible for 

the embedded option offered to the investor. That is, the investor has the right to 

withdrawal their investment between the grace date and the TD maturity without 

being penalized. 

This paper presents a method of pricing withdrawal implied options in TDs using 

Black Derman Toy model. The innovative technique considers the level of the 

interest rates term structure in relation to TDs curve observed on the market, as well 

as its volatility. However, volatility is preserved, and therefore is not contaminated by 

term structure oscillations. 

In the procedure were used TDs (Cetip database) with amounts greater than five 

hundred thousand Reais issued between 2007 and 2009. It was assumed that all 

investors were rational and did not need to rely on their investments, so only 

withdrew them after their grace period.  

In order to verify the validity of the calculated prices by Black Derman Toy Model, 

Monte Carlo simulation technique was applied with the creation of ten thousand 

asset trajectories. Results obtained by the proposed model were confirmed when 

confronted with Monte Carlo simulation. 

 

 

Keywords: Time Deposit, options market, embedded option, Black Derman Toy. 
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1  INTRODUÇÃO 

Uma importante característica da economia brasileira é a baixa taxa de poupança 

doméstica (conforme o Gráfico 1) que afeta negativamente diversos setores da 

economia nacional. O setor bancário é diretamente impactado através da escassez 

de investimentos. Dentre os recursos atraídos pelos bancos comerciais, parte 

significativa dos investimentos se traduz em depósitos a prazo. O depósito a prazo, 

chamado de Certificado de Depósito Bancário (CDB), é o principal instrumento de 

captação desta categoria de bancos. Os recursos captados são essenciais para o 

funcionamento da instituição, uma vez que diversos segmentos dentro dos bancos 

são dependentes desta fonte de financiamento. A função básica de um banco 

comercial, a concessão de empréstimos, é especialmente dependente do dinheiro 

captado através da emissão de CDBs. 

 

	
  
Gráfico 1: Poupança como percentual do PIB 
Fonte: FMI, World Economic Outlook Database, August 2011 – Estimativas para o ano de 2011   

	
  

Segundo dados da Cetip, conforme apresentado no Gráfico 2, aproximadamente 

95% dos CDBs emitidos entre 2007 e 2010 eram indexados à taxa flutuante CDI, o 

Certificado de Depósito Interbancário. Antes da maxidesvalorização do real em 

1999, 95% dos CDBs foram emitidos em taxa pré-fixada de curto prazo. Com a forte 

elevação da Selic, os clientes passaram a demandar CDBs atrelados ao percentual 

do CDI. A maioria dos CDBs indexados ao CDI tem como característica, na data de 
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emissão, a definição de uma data de carência. Isso quer dizer que os CDBs que são 

resgatados antes do prazo de carência sofrem uma penalidade. Os resgates que 

são efetuados entre a data de carência e a data de vencimento do CDB não sofrem 

qualquer penalidade. Logo, a partir do fim do período de carência, o investidor tem a 

opção (opção americana ou mid-atlantic1) de resgatar o valor depositado no banco 

para aplicar em qualquer outra modalidade de investimento. 

 

	
  
Gráfico 2: Participação dos CDBs atrelados ao CDI no estoque total 
Fonte: Cetip, Julho 2011 

 

Para os bancos comerciais, é primordial o cálculo correto do valor da opção 

embutida no CDB. O cômputo do valor da opção previne estes bancos da perda 

prematura de depósitos a prazo e, portanto, protege as principais linhas de negócios 

das instituições. Um banco descapitalizado ou com uma má gestão de prazos e 

volumes de ativos e passivos (empréstimos e depósitos a prazo respectivamente), 

destina-se a ter maiores dificuldades para captar novos recursos. Ocasionalmente 

esta situação tende a comprimir os lucros de futuras operações ativas, ou no limite, 

afetar a solvência do banco.  

Por outro lado, o maior benefício para os clientes que aplicam neste tipo de CDB e 

tem a percepção de possuírem a opção de resgate antecipado é exercer a opção 
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quando julgarem conveniente, com o objetivo de buscarem maior rentabilidade em 

um destino mais adequado para o seu dinheiro. 

Este trabalho inova ao criar um instrumento que contribui para a tomada de decisão 

dos bancos comerciais com relação à utilização de CDBs convencionais ou de 

produtos alternativos como CDBs progressivos. No CDB progressivo a taxa paga 

aos clientes, também em percentual do CDI, aumenta à medida que o cliente 

mantém o investimento, sendo que em caso de resgate não existe penalidade, o 

cliente apenas deixa de receber uma taxa maior.  

Um banco que calcule o valor das opções implícitas de uma série de CDBs 

convencionais tem informações suficientes para determinar, no momento da 

emissão do CDB progressivo, qual o nível e velocidade de aumento das taxas 

oferecidas aos clientes. Portanto, o balanceamento entre a emissão de CDBs 

convencionais e CDBs progressivos se torna mais fácil. O mesmo acontece com a 

decisão do nível das taxas em ambos os produtos, com o propósito de diminuir o 

custo de captação da instituição. 

O objetivo deste trabalho é calcular o valor da opção implícita de um CDB pós-fixado 

atrelado ao CDI com prazo de carência. O resultado serve de alerta para os bancos 

sobre possíveis perdas de recursos ao mesmo tempo em que chama a atenção dos 

investidores para a existência de oportunidades ímpares durante períodos de 

restrição de liquidez. Por esse motivo, este trabalho se aplica ao mercado brasileiro 

e utiliza banco de dados que compreende o período entre 2007 e 2009; com o 

propósito de verificar o preço da opção implícita no período imediatamente anterior a 

crise de crédito e liquidez que teve seu auge com a falência da Lehman Brothers em 

setembro de 2008. Período no qual as taxas de captação dos bancos sofreram 

aumentos importantes por conta da retração da liquidez.  

A metodologia escolhida analisa o período em que a preferência do investidor seria 

a de exercer a opção já a partir dos primeiros sinais de crise em 2008. Período em 

que as volatilidades tinham uma série mais comportada, sendo este um pré-requisito 

para a correta calibragem do modelo. Neste momento o investidor poderia resgatar 

seu CDB e reinvestir o valor em um novo CDB a uma taxa mais elevada pelo mesmo 

período remanescente do CDB original sem qualquer penalidade. 
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Gráfico 3: Taxa Ponderada por volume para um CDB com 360 dias de carência e média móvel de 42 
dias úteis.  
Fonte: Cetip, Julho 2011 
 

Para o apreçamento da opção implícita do CDB será utilizado o banco de dados da 

Cetip. O modelo escolhido para a precificação da opção é o Black Derman Toy 

(1990) por ter seu uso difundido para o cálculo de opções atreladas a títulos. Além 

disso, a exigência computacional não é tão extensa quanto à de outros modelos 

mais complexos como os de dois fatores. 

O modelo de Black Derman Toy, em sua forma clássica, requer que os parâmetros 

de entrada sejam utilizados em formato de rentabilidade do CDB (yield2), desta 

forma todos os valores do banco de dados em percentual foram convertidos para o 

formato de yield. Por outro lado, com o objetivo de evitar a contaminação da 

volatilidade original da série pela variação do yield ao longo do período observado, a 

volatilidade foi estimada considerando-se o diferencial entre o percentual do CDI em 

formato de yield e a respectiva taxa pré-fixada de mercado. Ao final do cálculo do 

valor da opção implícita, o valor foi reconvertido para o formato em percentual do 

CDI para demonstrar o novo percentual do CDB. 

Embora o mercado de CDBs seja apenas uma fração do mercado de renda fixa 

nacional, seu tamanho é notável. Segundo dados da Cetip, o estoque do mercado 

de CDBs atrelados ao CDI cresceu de sobremaneira, saltando de aproximadamente 

300 bilhões de reais em 2007 para mais de 700 bilhões de reais ao final de 2010. 
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Comparativamente, o valor de mercado das empresas negociadas na BM&F 

Bovespa que compõem o Índice Bovespa atingiu 2,070 trilhões de reais ao final de 

2010. 

 

	
  
Gráfico 4: Volume de CDBs flutuantes atrelados ao CDI e Valor de Mercado das empresas que 
compõem o Índice Bovespa 
Fonte: Cetip e BMF&F Bovespa, Julho 2011 
 

Relativamente à literatura, este trabalho contribui ao abordar um tema relevante para 

os participantes do mercado financeiro, uma vez que muitos detentores deste tipo de 

aplicação sequer sabem da existência da opcionalidade embutida em um CDB. Além 

disso, este trabalho inova ao sugerir um método de cálculo da opção que deve ser 

considerado pelos bancos no momento de definir a taxa que será oferecida aos seus 

clientes objetivando não só a saúde financeira da instituição, como também o êxito 

econômico de suas atividades. 

O texto está organizado em quatro seções além desta introdução. A próxima seção 

revisa a literatura básica do modelo Black, Derman & Toy (BDT). Em seguida é 

apresentada a metodologia utilizada para adaptar o modelo ao CDB no mercado 

nacional assim como o cálculo da opção propriamente dita. Na quarta seção é 

aplicada a simulação de Monte Carlo para verificar os resultados obtidos através do 

modelo BDT e finalmente as conclusões na última seção. 
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2  REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

O modelo utilizado neste trabalho para o apreçamento da opção implícita em um 

CDB se encaixa na categoria que visa calcular os valores de opções exóticas de 

taxa de juros. Entretanto, o termo “exótico” é ambíguo por si só. Muitos consideram 

o termo adequado para descrever qualquer derivativo, por mais simples que seja. 

Com o intuito de simplificar a análise, o termo “exótico” será usado em referência a 

qualquer opção cujo valor dependa de maneira importante da evolução da estrutura 

a termo da taxa de juros (ETTJ). 

 

Tabela 1: Apresentação dos modelos 

Autor Ano Tipos de Dados Hipóteses Resultados Encontrados 

Fischer 
Black, 
Myron 

Scholes 

1973 Ações no mercado 
americano 

- Taxa de juros de curto prazo 
é conhecida e constante no 
tempo; 
- O preço da ação segue uma 
distribuição log-normal; 
- A ação não paga dividendos 
- Não existem custos para 
transacionar a ação ou a 
opção; 
- Não existe penalidade ao 
vender a ação a descoberto. 

Testes empíricos acusaram 
distorção no preço pago pelas 
opções. Os preços do 
mercado eram mais altos do 
que os preços calculados pela 
fórmula. Os preços pagos 
pelas opções de ações de 
baixo risco eram maiores em 
relação à fórmula do que os 
preços de ações de alto risco. 
Entretanto, os altos custos de 
transações impediam que 
essas diferenças se 
transformassem em lucro. 

Fischer 
Black 1976 

Opção europeia de 
commodities no 
mercado futuro 

- O preço dos contratos 
futuros segue distribuição log-
normal; 
- O retorno esperado do 
mercado, a variância do 
retorno do mercado e a taxa 
de juros de curto prazo são 
constantes no tempo; 
- As opções são lançadas 
com base nos contratos 
futuros; 
- Não existem custos para 
transacionar o contrato futuro 
ou a opção. 

Adapta o modelo de Black & 
Scholes para o mercado de 
futuros de commodities. Não 
cita dados empíricos. 

Oldrich 
Vasicek 1977 

Apresenta estrutura 
a termo de taxa de 
juros no mercado 
americano 

- A taxa de juros de curto 
prazo segue um processo 
markoviano; 
- O preço de um título de 
renda fixa depende apenas da 
taxa de juros de mesmo 
prazo; 
- O mercado é eficiente. 

Sem citar dados empíricos, 
encontra uma estrutura a 
termo de taxa de juros similar 
a do mercado. Para os desvios 
entre a estrutura a termo do 
modelo e a curva de mercado, 
utiliza o nome dado por Nelson 
(1972) de prêmio a termo. 
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John C. 
Cox, 

Jonathan 
E. 

Ingersoll, 
Jr.,  

Stephen 
A. Ross 

1985 

Modelo de 
equilíbrio que 
considera variáveis 
econômicas para a 
determinação da 
estrutura a termo 
de taxa de juros 

- O retorno de um título de 
longo prazo é igual ao retorno 
do reinvestimento em série de 
títulos de curto prazo; 
- O retorno esperado para o 
próximo período é o mesmo 
para títulos com qualquer 
prazo. 

Não cita dados empíricos. 
Aplica o modelo para estudar 
a estrutura a termo de taxa de 
juros. A curva de juros 
encontrada pelo modelo 
apresenta desvios em relação 
à curva de mercado. 

John 
Hull, 
Alan 

White 

1990 

Modelo livre de 
arbitragem apto a 
replicar a estrutura 
a termo de taxa de 
juros usando títulos 
de renda fixa norte-
americanos 

- A função é determinada pela 
taxa de juros de curto prazo; 
- Projeta que a taxa de juros 
de curto prazo possui uma 
tendência igual à inclinação 
da curva de juros de termo 
inicial; 
- Contempla parâmetro de 
velocidade de reversão à 
média. 

O modelo adere 
empiricamente para a 
estrutura a termo de taxa de 
juros de mercado utilizando a 
modificação do método 
explícito de diferenças finitas. 
O que assegura a 
convergência através de uma 
árvore trinomial. 

Fischer 
Black, 

Emanuel 
Derman, 
William 

Toy 

1990 

Modelo livre de 
arbitragem que 
replica a estrutura a 
termo de taxa de 
juros através das 
rentabilidades e 
volatilidades dos 
títulos de renda fixa 
norte-americanos 
observados no 
mercado 

- A taxa de juros de curto 
prazo conduz todas as 
mudanças dos preços dos 
títulos de renda fixa; 
- Tem como parâmetros de 
entrada as rentabilidades e 
volatilidades de mercado; 
- Quando a volatilidade se 
altera, muda também a 
velocidade de reversão à 
média. 

O modelo converge para a 
curva de juros do mercado 
utilizando uma árvore 
binomial. As opções de títulos 
públicos derivam da mesma 
árvore. 

 

 

A história da evolução de apreçamento de derivativos exóticos de taxa de juros pode 

ser dividida em três períodos. O primeiro período corresponde aos modelos que 

pressupõem a distribuição log-normal das taxas de juros. O período seguinte diz 

respeito aos modelos de equilíbrio. O terceiro período, no qual se encontra o modelo 

Black, Derman & Toy, corresponde aos modelos de não-arbitragem.  

 

Tabela 2: Modelos divididos por períodos 

Períodos Características Modelos 

1o Pressupõe que a taxa de juros tem 
distribuição Normal Black & Scholes (1973) e Black (1976) 

2o Modelos de Equilíbrio Vasicek (1977) e Cox Ingersoll e Ross (1985) 
3o Modelos de Não-Arbitragem Black, Derman & Toy (1990) e Hull & White (1990) 

Fonte: Rebonato, 2002. 
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No primeiro período surgem as propostas de Black & Scholes (1973) (BS) e Black 

(1976). Estes modelos assumem que a distribuição do ativo objeto tem uma 

distribuição normal. E o resultado da integral da distribuição até o vencimento é a 

remuneração de uma opção europeia. 

Em ambos os modelos as soluções tinham um aspecto bastante similar, com a 

integração da densidade de probabilidade log-normal que deram origem à 

distribuição cumulativa dos termos. Prontamente assumiu-se que os preços de 

títulos de renda fixa, taxa de juros a termo e swaps de taxa de juros também teriam 

distribuição log-normal. 

O modelo BS tornou-se bastante popular, foi criado inicialmente para ser aplicado no 

mercado de ações norte-americano. Imediatamente investidores tentaram adapta-lo 

para o mercado de renda fixa. Porém, logo o modelo tornou-se alvo de críticas por 

causa do fenômeno do mercado de títulos de renda fixa onde no vencimento o valor 

do título converge para o par. Na fórmula de BS a volatilidade do ativo objeto é 

considerada constante ao longo do tempo, entretanto, devido ao fenômeno de 

convergência do preço no vencimento do título, certamente esta premissa não pode 

ser respeitada. 

 

	
  

Gráfico 5: Volatilidade de um mês anualizada da LTN 01/01/2011 
Fonte: Tesouro Nacional, Julho 2011 
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O modelo de Black foi construído para o mercado futuro de commodities com o 

objetivo de corrigir o efeito adverso do fenômeno da convergência. As opções 

europeias eram lançadas com base nos contratos futuros. No modelo de Black são 

utilizadas como variáveis de entrada as taxas de juros a termo, ao invés da taxa 

spot, e a volatilidade das taxas de juros a termo.  

Embora a fórmula de Black corrija o fenômeno do mercado de títulos de renda fixa, 

ela falha ao não estabelecer uma correlação entre uma série de opções calculadas 

de forma independente. Este problema foi de suma importância para o surgimento 

de modelos que abordariam os co-movimentos da estrutura a termo de taxa de 

juros. 

O segundo período começou com os modelos de equilíbrio. Geralmente esse tipo de 

modelo utiliza pressupostos a respeito de variáveis econômicas onde o processo 

seguido pela taxa de juros de curto prazo ocorre num ambiente neutro ao risco. São 

modelos com esse tipo de característica os modelos de Vasicek (1977) e Cox, 

Ingersoll e Ross (1985) (CIR) que assumem que a dinâmica de toda a estrutura a 

termo da taxa de juros é acionado pela taxa instantânea de curto prazo. A evolução 

da taxa de curto prazo é descrito por uma equação diferencial estocástica com um 

componente determinístico de reversão à média. Como existe apenas uma 

incógnita, os movimentos estocásticos de qualquer título de renda fixa poderiam ser 

protegidos (hedgeado) pelo investidor ao tomar uma posição em um título de 

qualquer prazo numa direção oposta a do título original. A taxa de proteção 

(quantidade do título que protege em relação à quantidade de títulos originais) pode 

ser encontrada através do Lema de Itô. Tendo vencido esta etapa, a solução do 

problema se reduz à estrutura clássica de BS. 

O modelo de Vasicek pressupõe que a taxa de juros de curto prazo segue um 

processo markoviano3, sendo que o preço de um título de renda fixa depende 

apenas da taxa de juros de mesmo prazo. 

O modelo CIR assume que o retorno de um título de renda fixa de longo prazo tem o 

mesmo retorno que o reinvestimento em série de títulos de curto prazo, onde o 

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
3	
  O	
  processo	
  de	
  Markov	
  é	
  um	
  processo	
  estocástico	
  em	
  que	
  apenas	
  o	
  valor	
  atual	
  da	
  variável	
  é	
  relevante	
  para	
  
prever	
  o	
  futuro.	
  O	
  histórico	
  de	
  uma	
  variável	
  e	
  a	
  forma	
  como	
  o	
  presente	
  emergiu	
  do	
  passado	
  são	
  irrelevantes	
  
(Hull,	
  1997).	
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retorno esperado para o próximo período é o mesmo para títulos com qualquer 

prazo. 

 

Figura 1: Linha do Tempo dos Modelos 

 

 

Em ambos os modelos o formato da estrutura a termo pode ser ascendente, 

descendente ou com leve inclinação. A principal diferença entre eles é que enquanto 

em Vasicek os valores das taxas de juros podem ser tanto positivos quanto 

negativos, no modelo de CIR as taxas são sempre positivas.  

Os modelos de Vasicek e CIR têm dimensões prescritivas e descritivas. Estes 

modelos são capazes de, com a aplicação de certos parâmetros, mostrar qual 

deveria ser o formato da estrutura a termo de taxa de juros. Por outro lado, deixando 

um desses parâmetros como auto ajustável, os modelos podem mostrar qual 

formato a curva de juros poderia assumir. Embora estes modelos tenham certo 

poder explicativo, e consigam identificar quais porções da estrutura a termo da taxa 

de juros estão deslocadas do valor ideal, a imperfeição em estimar o ativo 

subjacente motivou a busca por um modelo mais elaborado apesar destes modelos 

terem encontrado a correlação dos preços de opções de uma mesma série. Ou seja, 

esses modelos são criticados pelo fato de as curvas de juros que eles produzem não 

replicarem a curva de juros observada no mercado. Essa inconsistência entre as 

curvas dos modelos de equilíbrio geral e as curvas de mercado fez com que se 

buscassem novos modelos. Dentre os mais relevantes estão os modelos de não- 

arbitragem, a partir de então cada vez mais sofisticados e utilizados. 

Black & Scholes
The Pricing of Options 

and Corporate 
Liabilities

Black
The pricing of 

commodity contracts

Cox, Ingersoll & 
Ross

A theory of the term 
structure of interest 

rates

Black, Derman & 
Toy

A one-factor model of 
interest rates and its 

application to treasury 
bond options

1985 1990

Vacisek
An equilibrium 

characterization of the 
term structure

Hull & White
One-Factor Interest 
Rate Models and the 
Valuing of Derivative 

Securities

1973 1976           1977
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Gráfico	
  6:	
  Estrutura	
  a	
  termo	
  de	
  taxa	
  de	
  juros	
  estimada	
  pelo	
  modelo	
  de	
  Vasicek	
  com	
  base	
  nos	
  preços	
  
de fechamento do mercado de DI1 negociados na BM&F Bovespa no dia 22/07/2011 
Fonte: BM&F Bovespa, Julho 2011 
 

	
  
Gráfico 7: Estrutura a termo de taxa de juros estimada pelo modelo de CIR com base nos preços de 
fechamento do mercado de DI1 negociados na BM&F Bovespa no dia 22/07/2011 
Fonte: BM&F Bovespa, Julho 2011 
 

Os modelos de Black, Derman & Toy (BDT) (1990) e Hull & White (HW) (1990) 

fazem parte da terceira geração com as suas respectivas extensões dos modelos de 

Vasicek e CIR. Este é o início dos modelos de não-arbitragem onde o modelo é 

calibrado de maneira que os preços para as taxas de desconto calculadas sejam 
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exatamente iguais as taxas de mercado de títulos norte-americanos. A principal 

contribuição deste tipo de modelo foi a adição do termo puramente determinístico do 

componente de reversão a média a partir da taxa de juros de curto prazo em função 

do tempo. Esta característica eliminava a discrepância entre a curva encontrada 

pelos modelos e a curva de mercado.  

 

Tabela 3: Artigos que analisam modelos de estrutura a termo de taxa de juros 

Paper Autor Ano 
Bond Pricing and The Term Structure of Interest Rates: A New 
Methodology for Contingent Claims Valuation 

Heath, Jarrow & 
Morton 1992 

An Empirical Comparison of Alternative Models of the Short-Term 
Interest Rate 

Chan, Karolyi & 
Longstaff 1992 

Três ensaios sobre Taxa de Juro Brasileira Varga, G. 1996 

Log-Normal Interest Rate Models: Stability and Methodology Sandmann & 
Sondermann  

1997 

Factor Models and the Shape of the Term Structure Schlogl & 
Sommer  

1997 

A New Approach to the Valuation of Interest Rate Derivatives: Arrow-
Debreu Prices Implicit in the Term Structure of Interest Rates Jalali & Kazemi  1998 

Modelando a Estrutura a Termo da Taxa de Juros: Dinâmica e 
Avaliação de Contratos Derivativos Vieira Neto & Valls 1999 

Modeling the Term Structure of Interest Rates: A Review of the 
Literature 

Lhabitant, Gibson 
& Talay  

2001 

Option Prices with Stochastic Interest Rates - Black/Scholes and Ho/Lee 
Unified Wilhelm, J. 2001 

Estrutura a Termo de Volatilidades e Estratégias de Investimentos no 
Mercado de Renda Fixa Uejima, M. 2002 

Mean-Reverting Market Model: Speculative Opportunities and Non-
Arbitrage Dokuchaev, N. 2007 

Apreçamento e Hedge de Opções sobre Taxa de Juro no Brasil: Uma 
Comparação entre os Modelos de Black, Vasicek e Black-Derman-Toy 

Senger & 
Rosenfeld 2008 

Short Rate Models: Hull-White or Black-Karasinski? Implementation 
Note and Model Comparison  

Khan, Guan & 
Poon  

2008 

Pricing Asian Interest Rate Options with a Three-Factor HJM Model Barbedo, Vicente 
& Lion 2009 

 

BDT é um modelo de um fator construído de forma que a curva obtida convirja de 

maneira exata para a curva de mercado sem que seja necessário que o investidor 

especifique de maneira explícita a sua preferência de risco. Consequentemente, 

uma combinação linear de títulos de renda fixa pode ser obtida exatamente qualquer 

que seja a volatilidade utilizada como parâmetro de entrada no modelo.  O 

componente de reversão à média do BDT é endógeno e a alteração de sua 
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velocidade acontece através da influência de dois fatores, a mudança da volatilidade 

e a não regularidade dos prazos na árvore binomial. 

Diferentemente de Vasicek, BDT assume um processo log-normal para a taxa de 

juros de curto prazo. Este procedimento, além de prevenir taxas de juros negativas, 

permite que a volatilidade de entrada seja em formato percentual facilitando a 

utilização dos investidores que já estão habituados a esta convenção. 

De forma distinta em relação à BDT, HW introduziu a capacidade de se incorporar 

deterministicamente a reversão à média ao mesmo tempo em que se alcança a 

curva de juros do mercado. O modelo de HW, através de uma árvore trinomial, 

projeta que a taxa de juros de curto prazo possui uma tendência igual à inclinação 

da curva de juros de termo inicial. Além disso, HW permite determinar a estrutura a 

termo de volatilidades no momento inicial, embora isto possa acarretar em um efeito 

indesejável no comportamento da volatilidade de curto prazo. Em BDT este efeito 

não ocorre, pois o modelo adota a volatilidade observada no mercado. 

 

Tabela 4: Vantagens e desvantagens dos modelos 

Modelo Pontos Positivos Pontos Negativos 

Black & Scholes 
(1973) 

Velocidade para calcular um número 
elevado de opções 

Assume que a volatilidade é constante 
durante a existência da opção 

Black (1976) 
Corrigiu o problema de volatilidade 
constante do modelo de Black & 
Scholes 

Não estabelece correlação entre uma 
série de opções 

Vasicek (1977) Demonstra o formato da estrutura a 
termo de taxa de juros 

Não consegue replicar a estrutura a 
termo de taxa de juros do mercado. 
Além disso, os valores das taxas de 
juros podem ser tanto positivos quanto 
negativos 

Cox, Ingersoll & 
Ross (1985) 

Demonstra o formato da estrutura a 
termo de taxa de juros 

Não consegue replicar a estrutura a 
termo de taxa de juros do mercado 

Hull & White 
(1990) 

Consegue encontrar a estrutura a 
termo de taxa de juros do mercado e a 
estrutura a termo de volatilidades no 
momento inicial 

A volatilidade de curto prazo pode 
apresentar comportamento indesejável 

Black, Derman & 
Toy (1990) 

Dispõe de componente de reversão à 
média que permite encontrar a 
estrutura a termo de taxa de juros do 
mercado 

Parte da premissa que todos os títulos 
de renda fixa são 100% 
correlacionados 

Fonte: Rebonato, 2002.	
  



25	
  
	
  

2.1 Modelo BDT  

O modelo BDT é um dos mais populares devido à simplicidade de calibragem e pela 

facilidade de interpretação dos resultados. É um modelo de árvore binomial de um 

fator construído de forma a apreçar de maneira exata qualquer conjunto de títulos 

sem a necessidade do investidor especificar as suas preferências de risco. Além 

disso, BDT assume um processo log-normal para a taxa de juros de curto prazo. 

Este processo tem a vantagem de prevenir que as taxas de juros se tornem 

negativas ao mesmo tempo em que o parâmetro de entrada da volatilidade seja feito 

em formato percentual, o que segue a convenção utilizada no mercado financeiro. O 

modelo considera que no vencimento, o ativo objeto tenha preço determinado. Isso 

significa que o modelo apresenta reversão à média endogenamente. Outra 

vantagem do modelo é que a obtenção simultânea da estrutura a termo de taxa de 

juros e a volatilidade é relativamente simples de ser alcançada computacionalmente.  

 

2.1.1 A construção da Árvore [2] 

 

A construção da árvore binomial é feita em tempo discreto, mas finito, e considera 

títulos de renda fixa para descrever a estrutura a termo. O ponto inicial do BDT é o 

conjunto de títulos públicos exógenos observados no mercado. Assume-se que os 

preços dos ativos são guiados por um único fator e que este fator é a taxa de juros 

de curto prazo através de um processo descrito por um movimento Browniano4. O 

valor da taxa de juros de curto prazo hoje, no instante zero no estado zero, r(0,0) é 

conhecido pelo preço S(0,0,1Δt): 

 𝑟 0,0 = −
ln 𝑆 0,0,∆𝑡

∆𝑡  (1) 

 

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
4	
  É	
  um	
  processo	
  estocástico	
  Markoviano	
  do	
  comportamento	
  de	
  preços	
  de	
  um	
  ativo	
  no	
  tempo.	
  Este	
  processo	
  
demonstra	
  que	
  a	
   taxa	
  de	
   retorno	
  proporcional	
  para	
  o	
  detentor	
  do	
  ativo,	
  em	
  qualquer	
  pequeno	
   intervalo	
  de	
  
tempo,	
   é	
   normalmente	
   distribuída	
   e	
   que	
   os	
   retornos,	
   em	
   quaisquer	
   dois	
   intervalos	
   pequenos	
   distintos,	
   são	
  
independentes	
  (Hull,	
  1997).	
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Onde S(i, j, T) indica o preço no estado j, no tempo i de um título com vencimento T. 

Adicionalmente, a volatilidade da taxa de juros de curto prazo dependente do tempo 

poderá ser conhecida pela verificação histórica ou através de sua estimação 

implícita. Neste trabalho será utilizada a volatilidade histórica. A partir da taxa de 

juros de curto prazo no instante zero, move-se para cima ou para baixo com igual 

probabilidade para os estados Su e Sd. A estratégia geral é assegurar que após um 

movimento da variável, a expectativa correta e a variância sejam recuperadas. 

 

Figura 2: Árvore de um passo  

 

 

O retorno esperado é ½(Su+Sd)/S. Assume-se que todos os retornos esperados são 

iguais à taxa de juros r, logo pode-se deduzir: 

 

 𝑆 =
1/2(𝑆𝑢 + 𝑆𝑑)

1+ 𝑟  (2) 

 

Onde r é a taxa de juros correspondente a um passo. 

 

A árvore de um passo relaciona o preço atual com os preços do passo seguinte. Em 

uma árvore de dois passos pode-se encontrar os preços do segundo passo com 

base nos preços do primeiro passo. Desta forma pode-se relacionar o preço atual 

com os preços do passo dois. Este procedimento permite apreçar o valor de um 

Su
1/2

1/2
Sd

Hoje t+1

S
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título de qualquer prazo no momento atual. Partindo de maneira reversa, do valor de 

face do título de renda fixa no vencimento, encontra-se o preço de cada nó anterior 

descontando-se o preço futuro através da Equação (2) e da taxa de juros 

correspondente a aquele nó. Este processo é feito em todos os nós até que seja 

encontrado o preço hoje. 

A convenção do mercado financeiro para negociar a estrutura a termo de taxa de 

juros é em rentabilidade (yield) ao invés de preços. A taxa anualizada do momento 

inicial, y, do ano N com preço S é dado pela Equação (3): 

	
  

 𝑆 =
100
1+ 𝑦 ! (3) 

 

De modo similar, as rentabilidades yu e yd de um ano em relação a hoje 

correspondem aos preços Su e Sd e podem ser calculados pela Equação (4). 

 

 𝑆!,! =
100

(1+ 𝑦!,!)!!!
 (4) 

 

O objetivo é encontrar a taxa de juros de curto prazo que assegure que a estrutura a 

termo de taxa de juros seja a mesma observada no mercado. 
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Figura 3: Árvore de dois passos e preços  

 

 

Tabela 5: Exemplo de Estrutura a termo de taxa de juros 

 

 

Pode-se encontrar a taxa de juros de curto prazo numa árvore de dois passos 

utilizando-se a rentabilidade e a volatilidade da estrutura a termo da Tabela 5. 

 

 

Hoje t+1 t+2

11%

9%

100

90,09

91,74

100

10%

82,65 100

Prazo Rentabilidade Volatilidade
(anos) (%) (%)
1 10 20
2 11 19
3 12 18
4 12,5 17
5 13 16



29	
  
	
  

Figura 4: Encontrando a taxa de um ano através de um título de dois anos  

 

  

A Figura 4 apresenta a árvore de taxa de juros de dois passos. As taxas de juros 

desconhecidas serão chamadas de ru e rd. Pretende-se encontrar o preço e a 

volatilidade que coincidam com os valores da Tabela 5. Até então se sabe que a 

taxa de juros de curto prazo é 10%. Suponhamos que ru seja igual a 14,32 e rd igual 

a 9,79. 

Na árvore de preços da Figura 4, o preço do título de dois anos no vencimento é 100 

para qualquer que seja o caminho percorrido. Descontando as taxas pressupostas 

para ru e rd na Equação (2) encontramos os preços 87,47 e 91,08. Os mesmos 

preços podem ser calculados utilizando a Equação (4). 

Com os preços do título no ano um, a rentabilidade para o mesmo período (10%) e a 

Equação (2), encontramos o preço do título de dois anos hoje. Para sabermos qual é 

a rentabilidade do título hoje basta aplicar a Equação (3) para achar o valor de 11%. 

 

 1
2 87,47 + 12 91,08

1,1 = 81,16 
 

 

A volatilidade de um ano é facilmente definida pelo logaritmo natural da divisão de ru 

por rd, dividido pelo número de períodos correspondente. 

 

Árvore de Taxas Árvore de Preços Árvore de Rentabilidades

100

14,32 87,47 14,32

9,79 91,08 9,79

100

10 81,16 100 11
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𝜎! =

ln 14,339,79
2 = 19% 

(5) 

 

Através da taxa de um ano calculamos a taxa do título de dois anos, assim como 

sua volatilidade. Isso significa que as suposições para ru e rd estavam corretas, caso 

contrário seria factível encontra-las por tentativa e erro. No presente trabalho ru e rd, 

para cada nó, foram calibradas usando método computacional (solver) conforme 

proposto por Clewlow & Strickland (2004). 

A sequência da árvore binomial parte da taxa de um ano (10%), passa por ru e rd e 

segue para o próximo passo que se divide em três nós, ruu, rud e rdd. Os três valores 

permitem que o modelo encontre a volatilidade e a rentabilidade do título de três 

anos. O nó intermediário (rud) é encontrado a partir de ruu e rdd e por isso tem apenas 

uma única solução. A cada novo passo um novo nó é acrescentado, sendo que os 

nós intermediários são recombinações dos nós superior e inferior. 

 

Figura 5: Encontrando as taxas dos nós do terceiro passo 

 

 

Através deste processo podemos encontrar todas as taxas dos passos seguintes até 

o último período conforme demonstrado na Figura 6. Cada vértice representa a taxa 

que um título de renda fixa pode percorrer a cada passo começando do final para o 

começo, desde que aquela taxa seja adjacente à taxa do passo anterior. 

ruu = 19,42

14,32

9,79

rdd = 9,76

10 rud = (ruurdd)
1/2 = 13,77
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Figura 6: Taxas da árvore completa 

 

 

2.1.2 Cálculo da Opção Europeia 

 

A Figura 7 apresenta o preço de um título de renda fixa de três anos calculado 

através de uma árvore binomial. O valor presente do título, que não tem pagamentos 

de cupom, é 71,18. Considerando uma opção que vence em dois anos, com strike 

definido em 88,5, podemos calcular o valor da opção de compra (call) assim como o 

valor da opção de venda (put) deste ativo. 

A maneira de calcular o valor da opção europeia é observar o valor do título no 

vencimento da opção. A call com strike a 88,5 está in-the-money quando o título 

estiver valendo 91,11. O valor da opção é a diferença entre o valor do título e o valor 

do strike. Desta forma, se o título tiver o valor de 91,11 o valor da opção será 2,61. 

Hoje Ano 1 Ano 2 Ano 3 Ano 4

10 13,77 14,86

8,65

21,79

19,48

8,72

25,53

11,34

14,32

19,42

9,79

9,76

11,83

16,06
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Para os outros valores alternativos do título no segundo ano (87,9 e 83,74), ambos 

são menores do que o strike da opção, e por isso a opção valerá zero no 

vencimento.  

Utilizando novamente a Equação 2, o valor da call (0,54) é encontrado de maneira 

recursiva.  

 

Figura 7: Preço de um título de três anos 

 

 

O preço da put (1,19) é calculado de mesma maneira, exceto que, ao contrário da 

call, o valor do strike deve ser subtraído do valor do título na data de vencimento da 

opção, conforme demonstrado na Figura 8.  

 

Figura 8: Preço de opções europeias de dois anos sobre um título de três anos 

 

Taxas Preços (valor presente de um título de três anos)

10 13,8 71,18 87,90

9,79

9,76

100

83,7

75,1 100

81,5 100

91,11

100

19,4

14,3

Taxas Valor da Call Valor da Put

10 13,77 0,54 0,0 1,19 0,6

(88,5-83,74)

(88,5-87,9)

(88,5-91,11<0)

4,76

2,35

0,3

0

(83,74-88,5<0)

(87,9-88,5<0)

(91,11-88,5)

19,42

14,32

9,79

9,76

0

0,00

1,19

2,61
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2.1.3 Cálculo da Opção Americana 

 

Para o cálculo da opção americana é necessário descobrir o valor do título 

correspondente ao yield do strike em cada passo. Usando o exemplo do cálculo da 

opção europeia, o strike continua sendo 88,5 no segundo ano. O yield 

correspondente a este preço é 13%. Para os demais passos deve-se calcular o valor 

do título em cada passo, através da Equação 3, mantendo-se fixo o yield em 13%.  

A mecânica do cálculo da opção americana, Equação 6,  é parecida com a da opção 

europeia. A diferença é que como a opção americana pode ser resgatada a qualquer 

momento, deve-se verificar em cada nó o valor intrínseco da opção. O valor 

intrínseco de uma call é o valor do título menos o strike. Caso seja uma put, o valor 

intrínseco será o strike menos o valor do título. O valor intrínseco nunca poderá ser 

negativo. Se porventura isso acontecer, considera-se zero. Compara-se então, a 

cada nó, o valor intrínseco com o valor calculado de maneira recursiva pela Equação 

2 (processo utilizado no apreçamento da opção europeia). O maior valor entre o 

intrínseco e o obtido pelo método recursivo deverá ser considerado como o preço da 

opção naquele nó, conforme demonstrado na Figura 9. 

 

 𝑃𝑟ê𝑚𝑖𝑜(𝑖, 𝑡) = 𝑀𝑎𝑥 𝑃𝐸 − 𝑃 𝑖, 𝑡 ; 0,5 ∗
𝑝𝑟ê𝑚𝑖𝑜 𝑖, 𝑡 + 1 + 𝑝𝑟ê𝑚𝑖𝑜 𝑖 + 1, 𝑡 + 1

1+ 𝑦!,!
!!!  (6) 

 

 Onde:  

 t=1,2 e i=1,...,t  

 PE é o preço de exercício do título (strike), 

 P é o preço do título no nó; 
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Figura 9: Preço de opções americanas de dois anos sobre um título de três anos 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Valor da Call Valor do Título com Yield  a 13% Valor da Put

1,87 0,00 69,31 88,5 1,48 0,60

4,76

3,25

0,00

0,00

88,5

78,31

78,31

88,5

0,00

0,00

3,21

2,61
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3  METODOLOGIA  

 

3.1 Banco de Dados 

 

O banco de dados fornecido pela Cetip contém os seguintes campos relacionados 

aos CDBs: código identificador do ativo, data de emissão, taxa (percentual do CDI), 

data de vencimento, data do primeiro resgate e valor financeiro. Adicionalmente 

outra tabela também foi disponibilizada com as condições de resgate dos CDBs que 

ainda estavam vigentes na época (22/06/2011).  

A cultura do percentual do CDI, associada ao pequeno horizonte de investimento no 

mercado brasileiro, explica porque a tabela com as condições de resgate dos CDBs 

não pode ser aproveitada. Havia poucos CDBs remanescentes do período que se 

desejava estudar. 

A ausência de dados obrigou o autor a adotar uma hipótese forte, porém válida. Este 

trabalho considerou que todos os investidores são racionais, e por isso aguardam 

até o fim do prazo de carência para resgatar seus investimentos. 

As taxas consideradas para os prazos de carência foram calculadas através da 

subtração da data do primeiro resgate em relação à data de emissão do CDB. 

Também foi levado em conta o valor financeiro da aplicação. Após vários testes que 

procuraram minimizar a dispersão dos dados, este trabalho utilizou apenas CDBs 

com valores iguais ou superiores a quinhentos mil reais. As taxas foram ponderadas 

pelo valor financeiro com o objetivo de nivelar as características dos bancos 

emissores. Assume-se, portanto, que os investidores têm preferência por aplicar 

seus recursos em bancos menos arriscados e por isso com ratings superiores. 

 

3.2 Estimação da Volatilidade 

 

O cálculo da volatilidade de um CDB flutuante não é trivial, por conta dos efeitos que 

devem, ou não, ser computados em sua estimação. Como o percentual do CDI é o 

ativo objeto, deseja-se estimar a volatilidade do percentual do CDI excluindo do 
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cálculo a volatilidade da estrutura a termo de taxa de juros, mas, ao mesmo tempo, 

levando-se em conta o nível da mesma.  

O nível da estrutura a termo é importante pois dependendo do patamar em que 

estiver, o investidor pode migrar para outro investimento que tem a sua rentabilidade 

dependente de um valor absoluto ou alguma vantagem tributária.  

Um exemplo oportuno aconteceu em 2009 quando a taxa Selic foi para o menor 

nível (8,75% ao ano) desde a criação do Copom em 1996. Naquele ano a poupança 

remunerou o investidor em 7,77% ao ano sem incidência de impostos. Como CDBs 

sofrem tributação5, CDBs com o percentual do CDI relativamente baixos, ou de 

prazo que se situavam dentro das maiores faixas de tributação, acabaram 

remunerando o investidor abaixo do rendimento da poupança. Isso levou os bancos 

a elevarem os percentuais pagos aos clientes com o objetivo de atraírem os 

investidores que foram, ou poderiam ser atraídos pela poupança. Esta foi a forma 

encontrada pelos bancos para preservarem seus colchões de liquidez. 

Outro fato recorrente acontece quando a taxa Selic se situa abaixo de 10%. Nessa 

situação é normal observar a elevação do percentual do CDI para a captação de 

recursos. Isso acontece porque ainda que o percentual tenha sido elevado, o banco 

estará desembolsando um valor financeiro menor por conta do menor CDI absoluto.   

Para calcular a volatilidade é necessário demonstrar o método de conversão do 

percentual do CDI em taxa pré-fixada demonstrado na Equação 7. 

 𝑟% = {[(1+ 𝑟)!/!"! − 1] ∗ 𝛼 + 1}!"! − 1 (7) 

 

Onde r% é a taxa pré-fixada após sofrer a aplicação do efeito do percentual do CDI, r 

é a taxa pré-fixada de mesmo prazo observada no mercado e α é o percentual do 

CDI de um CDB flutuante. 

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
5	
   CDBs	
   são	
   tributados	
   no	
   seu	
   vencimento	
   seguindo	
   uma	
   tabela	
   regressiva	
   de	
   acordo	
   com	
   o	
   tempo	
   de	
  
permanência	
  no	
  investimento.	
  Até	
  180	
  dias,	
  22,5%.	
  De	
  181	
  dias	
  a	
  360	
  dias,	
  20%.	
  De	
  361	
  dias	
  a	
  720	
  dias,	
  17,5%	
  
e	
  acima	
  de	
  720	
  dias,	
  15%.	
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Como forma de preservar o efeito do nível da estrutura a termo de taxa de juros 

sobre a volatilidade, bem como estimar a volatilidade do percentual do CDI, foi 

utilizado como retorno o valor encontrado através da Equação 8. 

 

 𝑧 =
(1+ 𝑟%)
(1+ 𝑟) − 1 (8) 

 

Sobre z foi utilizado o método de alisamento (amortecimento) exponencial (EWMA- 

Exponentially Weighted Moving Averages), que oferece maior importância aos dados 

mais recentes. Este método é recomendado pela RiskMetrics6. 

A vantagem do EWMA é que este método permite a rápida absorção de eventuais 

choques, com o aumento da volatilidade imediatamente após sua ocorrência, bem 

como com o seu declínio, de forma exponencial, na medida em que o peso dessa 

observação é reduzido com o tempo. (Lion, Concenza, Neves, 2003) 

Neste trabalho, para este período de alisamento exponencial foi utilizado peso igual 

a 6%, ou seja, λ=0,94. Cada volatilidade compreendia um período de quarenta e 

duas observações (dias úteis) correspondente a dois meses. Para transformar a 

volatilidade em anual, os valores obtidos foram multiplicados por raiz quadrada de 

252. 

 

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
6	
  RiskMetrics	
  é	
  um	
  provedor	
  de	
  produtos	
  e	
  serviços	
  de	
  governança	
  corporativa	
  e	
  gestão	
  de	
  risco	
  voltado	
  para	
  o	
  
mercado	
  financeiro.	
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Gráfico 8: Volatilidade Histórica de CDBs flutuantes (dias corridos) 
Fonte: Cetip, Julho 2011 
 

 

3.3 Aplicação do modelo BDT para o mercado de CDBs com taxa flutuante 

 

Neste trabalho os títulos de renda fixa serão substituídos pelas rentabilidades dos 

CDBs, com base na taxa pré-fixada de mesmo prazo, após a conversão do formato 

original em percentual do CDI para yield através da aplicação da Equação 7 de 

maneira reversa. No lugar da data de vencimento dos títulos de renda fixa serão 

utilizadas as datas a partir das quais o cliente passa a ter o direito de resgatar seu 

investimento sem penalidade (data de liquidez daqui em diante). 

Nesta etapa são apresentados três exemplos de apreçamento de opções de CDBs 

flutuantes com base nos dados observados no mercado no dia vinte e dois de 

janeiro de 2008. Ou seja, os três CDBs tiveram início no mesmo dia. A data de 

vencimento (seis meses) é a mesma para os três investimentos. O primeiro CDB 

pode ser resgatado sem penalidade após noventa dias corridos. Ou seja, tem 

liquidez após três meses da data de aplicação. O segundo CDB tem liquidez após 

dois meses e o terceiro tem carência de quatro meses. 
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Tabela 6: Características dos CDBs emitidos em 22/01/2008 

 

 

Os valores em yield da tabela 7 são resultantes da conversão do percentual do CDI 

com base na estrutura a termo de taxa de juros observada para o mesmo dia. A 

figura 10 é a árvore binomial calibrada com base nas rentabilidades encontradas 

com o percentual do CDI. A figura 11 é a representação da árvore binomial em 

formato de preços. 

 

Tabela 7: Estrutura a termo de taxa de juros e Volatilidade de Mercado 

 

 

O CDB flutuante tem características peculiares que compreendem duas 

propriedades diferentes dependendo em qual período de sua existência a análise 

está sendo feita. Esta característica está diretamente ligada ao prazo de carência do 

investimento. 

Quando o CDB ainda não atingiu a data de carência. Ou melhor, enquanto o CDB 

ainda não pode ser resgatado sem penalidade, a modelagem a ser aplicada deve 

ser a de uma opção europeia. Isso acontece, pois se admite que todo o investidor é 

racional e não precisa recorrer, em nenhum momento, ao valor investido no CDB. 

Desta forma, a decisão, ou não, do resgate do CDB só pode ser tomada ao final do 

prazo de carência. Para tanto, neste período, deve ser utilizada a Equação 2. 

 

Início Carência Vencimento Taxa

22/jan/08 90 dias 6 meses 100.39%
22/jan/08 120 dias 6 meses 101.00%
22/jan/08 60 dias 6 meses 99.95%
22/jan/08 60 dias 4 meses 99.95%

Dias Corridos Yield  (Mercado) %CDI Yield (com %) Volatilidade
30 11,13% 99,03% 11,02% 1,20%
60 11,18% 99,95% 11,17% 1,25%
90 11,21% 100,39% 11,26% 1,25%

120 11,29% 101,00% 11,41% 1,26%
150 11,36% 101,04% 11,49% 1,30%
180 11,47% 101,11% 11,61% 1,38%
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Figura 10: Árvore de Taxas CDB de Seis Meses  

 

 

 

Figura 11: Árvore de Preços CDB de Seis Meses  

 

30 60 90 120 150 180

13,27%

12,49%

12,32% 12,83%

11,72% 12,14%

11,47% 12,01% 12,41%

11,02% 11,43% 11,80%

11,19% 11,70% 12,00%

11,15% 11,47% Preços

11,41% 11,60%

11,15%

11,21%

100.000

98.966,83

98.016,67 100.000

97.100,75 98.998,95

96.246,74 98.073,53 100.000

95.427,86 97.178,65 99.030,13

94.657,54 96.343,77 98.128,86 100.000

95.543,10 97.254,59 99.060,40

96.438,44 98.182,69 100.000

97.328,59 99.089,78

98.235,06 100.000

99.118,30

100.000
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Entre a data a partir da qual o investidor passa a ter o direito de resgatar o CDB sem 

penalidade e a data de vencimento, o modelo deve ser alterado. Neste período o 

investidor pode sacar o investimento a qualquer momento e por isso o modelo deve 

considerar o mesmo efeito atribuído a uma opção americana. Por esse motivo se 

utiliza, no período correspondente, a Equação 6. Sendo que a Equação 6 requer o 

preço correspondente ao strike a cada passo. 

 

Figura 12: Árvore de Preços do Strike do CDB de Seis Meses  

 

A definição do strike de um CDB é contestável, pois não se trata de uma opção 

financeira negociável. A opção está implícita no depósito a prazo, que nada mais é 

do que um produto financeiro supostamente convencional. Procurando manter o 

mesmo padrão utilizado no cálculo da volatilidade (quarenta e duas observações), o 

strike foi definido como a média das quarenta e duas observações das taxas de CDB 

com carência de trinta dias, anteriores ao início do investimento. 

Seria razoável utilizar as taxas de CDB com liquidez diária como parâmetro para a 

definição do strike. Entretanto, a incidência de IOF regressivo sobre investimentos 

menores do que trinta dias poderia distorcer o valor obtido. Essa é a razão pela qual 

foi escolhido o prazo de trinta dias para o cálculo do strike, cujo valor, neste caso 

específico, foi de 99,15% do CDI ou 11,03%. 

99.131,84

98.271,22

97.418,07 99.131,84

96.572,32 98.271,22
Opção de CDB com liquidez após 60 dias

95.733,92 97.418,07 99.131,84

94.902,80 65,28 98.271,22

95.733,92 97.418,07 99.131,84

96.572,32 98.271,22

97.418,07 99.131,84

98.271,22

99.131,84
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Figura 13: Opção de CDB com liquidez após 90 dias 

 

 

Figura 14: Opção de CDB com liquidez após 60 dias 

 

Europeia Americana

165,01

254,55

317,32 132,89

275,81 197,69

235,58 239,41 101,71

196,61 199,64 142,36

161,07 163,48 71,44

125,37 88,53

89,48 42,06

36,16

13,54

Europeia Americana

165,01

254,55

317,32 132,89

325,58 197,69

260,24 239,41 101,71

210,92 199,64 142,36

165,29 163,48 71,44

133,88 88,53

89,48 42,06

36,16

13,54
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Figura 15: Opção de CDB com liquidez após 120 dias 

 

 

Os valores financeiros são 196,61, 210,92 e 138,03 respectivamente às opções com 

liquidez após 90, 60 e 120 dias. Para se obter os valores correspondentes às taxas 

equivalentes em percentual do CDI, utiliza-se a Equação 7 de maneira reversa. 

Desta maneira se chega as seguintes taxas: 92,79% para o CDB de com carência 

de 90 dias, 87,80% para o CDB com carência de 60 dias e 96,99% para o CBD de 

120 dias de carência. 

Outra situação observada no mercado é a prática de taxas iguais para CDBs com 

mesmo prazo de carência, mas com vencimentos diferentes. Considerando as 

mesmas taxas utilizadas no exercício anterior, se calculou a opção de um CDB com 

carência de 60 dias, mas com vencimento de quatro meses.  

 

 

 

 

Europeia Americana

165,01

254,55

223,94 132,89

194,38 197,69

165,75 168,42 101,71

138,03 140,13 142,36

112,72 114,38 71,44

87,31 88,53

61,79 42,06

36,16

13,54
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Figura 16: Opção de CDB de quatro meses com liquidez após 60 dias  

 

 

O valor da opção de um CDB mais curto, mas com mesmo prazo de carência, neste 

caso é significativamente menor. O valor calculado foi 88,63 contra 210,92 do CDB 

de seis meses. A taxa equivalente foi 94,84% do CDI para o CDB mais curto contra 

87,80% do mais longo. Desta forma, a taxa de 94,84% é significativamente mais 

próxima à taxa observada no mercado (99,95%). Ou seja, o prazo do CDB tem um 

impacto importante sobre o valor da opção implícita. 

 

Tabela 8: Resultados Obtidos 

 

 

 

 

 

Europeia Americana

95,03

133,51

110,74 72,24

88,63 89,97

68,07 49,96

47,38

28,18

Início Carência Vencimento Taxa Original Taxa descontada a Opção

22/jan/08 90 dias 6 meses 100.39% 92.79%
22/jan/08 120 dias 6 meses 101.00% 96.99%
22/jan/08 60 dias 6 meses 99.95% 87.80%
22/jan/08 60 dias 4 meses 99.95% 94.84%
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4 SIMULAÇÃO DE MONTE CARLO 

Esta seção descreve a simulação de Monte Carlo realizada com o objetivo de 

verificar a acuidade do método de apreçamento da opção implícita de um CDB 

através do modelo BDT.  

A simulação de Monte Carlo é uma técnica que provem um método simples e 

flexível para calcular o valor de diversos instrumentos (financeiros e não financeiros). 

Para tanto, utiliza múltiplos fatores randômicos para resolver problemas. Trata-se de 

um método de estimação iterativo de um modelo determinístico. O método é 

frequentemente aplicado quando o modelo é complexo, não linear ou envolve 

diversos parâmetros. Monte Carlo também permite que processos mais realistas dos 

preços dos ativos sejam incorporados, tais como pulos e condições reais de 

mercado, como a determinação discreta de uma opção exótica dependente de sua 

trajetória tal como a observada neste trabalho. A simulação, geralmente pode 

envolver mais de dez mil estimações do modelo. (Clewlow, Strickland, 2004) 

A opção implícita escolhida para este estudo foi a do CDB com prazo de seis meses 

e carência de 90 dias calculada na seção anterior. O valor inicial atribuído para o 

CDB foi de 99,00% do CDI e corresponde ao valor observado no dia vinte e dois de 

janeiro de 2008 para o CDB com liquidez diária. No Excel foram geradas dez mil 

trajetórias aleatórias com média zero e desvio-padrão igual a um para 126 dias úteis. 

Utilizaram-se as mesmas volatilidades empregadas no cálculo do CDB feito através 

do BDT. 

As trajetórias criadas obedecem a Equação 9. 

 

 𝛼(!) = 𝛼(!!!)𝑒!(!) ∆!∗!(!) (9) 

  

Onde α é o percentual do CDI do CDB flutuante, σ é a volatilidade e w é o número 

randômico de um movimento Browniano padrão. 
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Gráfico 9: Trajetórias randômicas do CDB de seis meses (em dias úteis) com valor inicial de 99,00% 
do CDI no dia 22/01/2008 
Fonte: Autor 
 

Com as trajetórias criadas, foram examinadas as condições para que a opção fosse 

exercida. Devido ao prazo de carência, a opção apenas pode ser exercida a partir do 

nonagésimo dia corrido. A partir deste dia a opção é exercida no primeiro dia em que 

o valor do ativo objeto esteja acima do strike. Ou seja, por ser uma opção 

americana, após o término da carência a opção tem uma característica de barreira. 

Uma vez atingida a barreira a opção é exercida. 

Verificado o exercício, o valor prévio da opção é calculado com base no preço de 

strike determinado para aquele dia (99,15%) menos o valor do preço referente ao 

percentual do CDI daquela trajetória (Equação 7). O valor final da opção é o valor 

prévio trazido a valor presente pela taxa de juros correspondente ao dia de exercício 

conforme demonstrado na Equação 3. 

Para determinar o preço justo da opção através da simulação de Monte Carlo, foi 

calculada a média do valor das opções de cada uma das dez mil trajetórias do ativo. 

O valor estimado foi de 196,74, próximo ao valor 196,61 encontrado através do 

modelo BDT.  
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5 CONCLUSÃO 

O CDB é um instrumento fundamental para o funcionamento dos bancos, diversas 

áreas internas dessas instituições dependem dos recursos captados através deste 

produto. Este quadro fica ainda mais claro em função do ambiente onde se observa 

a escassez de investimentos na economia, o que é explicado pelas baixas taxas de 

poupança doméstica observadas nas últimas décadas no Brasil. O volume emitido 

de CDBs flutuantes atrelados ao CDI teve crescimento vertiginoso a partir do início 

dos anos 2000, sendo que até a presente data é essencial ao mecanismo de 

captação bancária. 

Este trabalho teve como objetivo propor um novo ponto de vista no apreçamento de 

CDBs atrelados ao CDI que tenham data de carência. A intenção foi apresentar um 

método de cálculo da opção implícita neste tipo de CDB, onde o investidor tem a 

opção de resgatar seus recursos antecipadamente sem penalidade. 

Foi utilizado o banco de dados da Cetip no período de 2007 a 2009. O autor a 

adotou a hipótese de que todos os investidores são racionais, e por isso aguardam 

até o fim do prazo de carência para resgatar seus investimentos. 

Como a opção de resgate sem penalidade só vale a partir do final do prazo de 

carência da aplicação, a opção tem características pouco usuais. Ou seja, até a data 

de carência a opção tem propriedades de uma opção europeia e entre essa data e o 

vencimento do CDB assume qualidades inerentes a uma opção americana. 

Um fator importante analisado durante a escolha do modelo contemplava o propósito 

de considerar as variações do nível da estrutura a termo de taxa de juros ao longo 

do tempo. O modelo que ofereceu as melhores condições para a adaptação dos 

dados, e ao mesmo tempo exigia capacidade computacional menos extensa, foi o 

Black Derman Toy.  Outro parâmetro que deveria sofrer os efeitos dos diferentes 

níveis da estrutura a termo, mas sem capturar a influência direta das variações das 

taxas prefixadas, era a volatilidade. Para tanto, esta dissertação inovou também ao 

calcular a volatilidade, com base no método EWMA, do spread entre a taxa 

prefixada (com o percentual do CDI) e a taxa prefixada observada no mercado. 

Os resultados empíricos auferidos através do modelo sugerido neste trabalho são 

robustos tanto em relação à intuição quanto a simulação de Monte Carlo. 
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Conceitualmente espera-se obter resultados, tais quais aqui apresentados, onde 

opções com as mesmas características (exceto pela data de vencimento) tenham 

valores distintos. Sendo que a opção mais longa tem preço mais elevado do que a 

com maturidade mais curta. Entretanto, pode-se supor que seus preços estejam 

levemente acima do preço justo. A causa disto se manifestaria através das 

volatilidades, que poderiam carregar algum ruído que seria explicado ou pela falta de 

informação em relação ao emissor ou pela ausência de negócios em determinados 

prazos. 

A simulação de Monte Carlo também corrobora a tese de que o método apresentado 

nesta dissertação é sólido e, portanto, merece ser apreciado pelos agentes 

envolvidos neste tipo de negociação.  

Por terem fácil acesso a informações do mercado financeiro, os bancos têm maior 

capacidade de calcular o preço da opção implícita. São também os bancos os 

maiores interessados em minimizar as perdas financeiras, uma vez que neste caso o 

prejuízo para o banco é muito mais danoso do que a não maximização do lucro por 

parte do investidor. Além disso, os valores das opções, principalmente após a 

conversão para o percentual do CDI, comprova que a opção implícita deste tipo de 

CDB não deve ser negligenciada. 

Cabe ressaltar que as taxas encontradas, bem diferentes das taxas de emissão 

originais, sugerem que outros fatores podem afetar a decisão de resgate por parte 

dos investidores. Um desses fatores é o imposto de renda regressivo. Investidores 

mais sensíveis à mudança da alíquota do imposto tendem a manter o CDB até o 

vencimento para se beneficiarem da faixa de imposto mais baixa. 

O tema aqui discutido pode ser abordado de diversas formas em futuros trabalhos. 

Uma das vertentes pode buscar separar os emissores de CDBs por ratings com o 

objetivo de verificar qual tipo de instituição está mais empenhada em minimizar seus 

custos de captação e qual tipo está mais exposta a riscos de liquidez. Outro caminho 

interessante investigaria o comportamento dos investidores. O objetivo seria 

examinar a existência de racionalidade em sua conduta com relação ao resgate 

antecipado dos CDBs estudados nesta dissertação. E finalmente, seria interessante 

também, incluir no apreçamento da opção implícita o imposto de renda. 
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