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1 - INTRODUÇÃO 
 
1.1 – Aspectos Teóricos 
 

A análise da estrutura a termo de taxas de juros trata essencialmente da 

abstinência do dinheiro.  Ao observar um gráfico com a estrutura a termo, 

pode-se facilmente perceber que as taxas variam de acordo com os prazos 

de vencimento. 

Isto é de grande importância, pois possibilita a análise dos retornos dos 

ativos de diferentes vencimentos.  Os gestores de renda fixa mudam suas 

carteiras de acordo com vários critérios como qualidade e tipo do crédito e 

nível de juros.  Contudo, nenhum critério é mais importante do que o prazo 

para vencimento. Isto tem grande relevância se a carteira ganhará ou 

perderá dinheiro em ambientes voláteis de taxas de juros.  A estrutura a 

termo mostra a remuneração esperada para compromissos assumidos com 

diversos prazos.  Interpretada apropriadamente, é usada também para fazer 

julgamentos sobre o retorno de curto prazo de diferentes estratégias a 

medida que a taxa de juros muda. 

Com o uso da estrutura a termo, é possível determinar o consenso sobre 

as expectativas de taxas de juros futuras.  Em renda fixa, o gestor que 

melhor antecipar o comportamento das taxas de juros pode lucrar bastante.  

Uma estratégia baseada neste princípio requer o conhecimento de como o 

mercado constrói este consenso sobre taxas futuras. A análise da estrutura a 

termo ajuda a obter estas informações, contribuindo para apreçar de títulos 

e outros contratos de renda fixa.  A estrutura a termo mostra o preço do 

tempo, um preço que muda a todo instante. Ao apreçar contratos 

financeiros, é essencial fazer considerações sobre as taxas disponíveis em 

investimentos alternativos com prazos similares.  Em geral, apreçar nada 
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mais é do que considerar a estrutura a termo e sobre ela aplicar ajustes para 

risco de crédito e outras considerações. 

Através da estrutura a termo, formam-se expectativas sobre a economia.  

A forma da estrutura a termo impacta o funcionamento da economia real 

no que tange a consumo e investimento e pode ser um bom instrumento 

para prever de taxas futuras de inflação. 

A relação entre taxas de juros e política monetária sempre foi um dos 

temas centrais da ciência econômica.  O Banco Central do Brasil 

(BACEN), assim com o de muitos outros países, é responsável pela 

implementação da política monetária vigente no país.  A implementação 

dessa política se dá, usualmente, através do controle sobre o estoque de 

ativos e sobre a taxa de juros de curto prazo.  Na verdade, uma parcela 

significativa  das autoridades monetárias intervém no mercado monetário 

com o objetivo de fixar uma meta para a taxa de juros de curto prazo.  Por 

outro lado, os ciclos econômicos tendem a estar mais ligados às flutuações 

da taxa de juros de longo prazo (pois consumo e investimento dependem de 

financiamentos e estes da estrutura a termo).  Assim, a estrutura a termo é o 

instrumento pelo qual a política monetária interfere nas flutuações de 

produto presentes nas economias modernas.  Dentro dessa perspectiva, 

uma boa compreensão da natureza desse instrumento parece ser essencial 

para o desenho de políticas monetárias capazes de atingir seus objetivos. 

A literatura internacional a respeito da estrutura a termo se divide em 

dois grandes grupos.  O primeiro é ligado à sua modelagem através de 

modelos de não arbitragem ou através de modelos de equilíbrio geral.  O 

segundo é ligado à estimação da estrutura a termo.  Os dois grupos se 

conectam por meio da literatura ligada à modelagem da estrutura a termo 

fornecendo formas funcionais específicas a serem estimadas. Tais formas 
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são, muitas vezes, para o processo gerador da taxa de juros de curto prazo; 

caso em que o modelo teórico extrai, desse processo, as demais taxas. 

Os trabalhos de Cox, Ingersoll e Ross (1985) e Heath, Jarrow e Morton 

(1992) são referências centrais na tradição de modelagem da estrutura a 

termo através de modelos de equilíbrio geral e não-arbitragem, 

respectivamente.  A estes, somam-se outros trabalhos importantes, como os 

de Vasicek (1977), de Dothan (1978) e de Ho e Lee (1986). 

No que tange à estimação, existe um conjunto de trabalhos que 

prescinde de um modelo para a estrutura a termo para tentar ajustar funções 

aos dados,  como é o caso de McCulloch (1975), Schaefer (1981) e Duarte, 

Almeida e Fernandes (1988).  Mas, por outro lado, há aqueles que utilizam 

um modelo da estrutura a termo para estabelecer formas funcionais a serem 

estimadas, como é o caso de  Chen e Scott (1993), de Pearson e Sun 

(1994), que utilizam estimadores de máxima-verossimilhança, e o de 

Gibbons e Ramaswany (1993) que, por exemplo, utiliza o Método 

Generalizado dos Momentos (MGM).  Com isto, uma grande parcela dos 

trabalhos que ligam os dois grupos estima um processo gerador de dados 

para a taxa de juros de curto prazo e utiliza modelos de estrutura a termo 

para ligar a taxa de juros de curto prazo às outras de prazo mais longo.  

Aït-Sahalia (1999) mostra que é possível utilizar estimadores de máxima-

verossimilhança mesmo quando o processo gerador da taxa de juros de 

curto prazo é desconhecido.  Chan et al. (1992) compara diferentes 

processos para a taxa de juros de curto prazo utilizando MGM e Aït-

Sahalia (1996) e Stanton (1997) fazem o mesmo utilizando técnicas não 

paramétricas. 
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1.2 – Aspectos Empíricos 

A modelagem do mercado de juros possui características e tradições 

próprias que a fazem diferir, substancialmente, da modelagem dos 

mercados de ações, moeda e commodities.  Em essência, as principais 

diferenças decorrem de fatores empíricos e institucionais característicos do 

mercado de juros, pois os preços de ativos primários e derivativos ligados à 

estrutura a termo dependem do processo estocástico seguido pela taxa de 

juros de curto prazo.  Muitos pesquisadores compartilham a noção de que 

este processo é substancialmente mais complexo do que aqueles seguidos 

por ações, commodities ou taxas de câmbio.  Em particular, as taxas de 

juros tenderiam a apresentar “reversão à média”.  Segundo este conceito, 

existiria um valor identificado como o “steady state” para o qual a taxa de 

curto prazo sempre tenderia a retornar.  Argumentos econômicos simples 

são freqüentemente utilizados para corroborar a hipótese de reversão à 

média: taxas de juros excessivamente altas impactam negativamente sobre 

o déficit público, o crédito e o consumo agregados e sobre o nível de 

emprego.  Em razão disso, forças políticas e econômicas pressionam as 

taxas para baixo sempre que estas atingem patamares superiores àqueles 

compatíveis com os “fundamentos econômicos”.  A mesma lógica opera, 

com sentido contrário, no caso de taxas de juros excessivamente baixas. 

Ao contrário da modelagem do preço de uma única ação, commodity ou 

taxa de câmbio, os modelos sobre a estrutura a termo costumam envolver a 

descrição do processo estocástico de toda uma “curva de juros”.  De 

maneira geral, uma carteira de instrumentos pré-fixados envolve um grande 

número de prazos para o vencimento.  Além disso, em muitos países, a 

maior parte dos títulos de renda fixa negociados é formada por títulos com 

cupons, que equivalem, na ausência de arbitragens, a uma carteira de 
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títulos sem cupons com distintas datas de vencimento.  Por razões à 

consistência interna entre as técnicas utilizadas, a análise de todos estes 

ativos requer um modelo capaz de descrever, simultaneamente, a evolução 

de taxas de juros ligadas aos mais diversos prazos. 

Ao contrário do preço de ações, commodities e moedas estrangeiras, o 

preço de um título de renda fixa possui um valor fixo e conhecido em sua 

data de vencimento.  Em qualquer modelo sobre a estrutura a termo, o 

processo estocástico seguido pelos preços dos títulos, além de ser sempre 

positivo, tem de atender a esta característica institucional básica. O 

movimento browniano geométrico, utilizado por Black e Scholes (1973) na 

análise de opções sobre ações, por exemplo, seria totalmente inconsistente 

como descrição da evolução estocástica do preço de um título.  Enquanto 

este converge para seu valor de face, a variância do movimento browniano 

geométrico aumenta proporcionalmente à raiz quadrada do tempo. 

Outro fator que singulariza o mercado de juros é volatilidade. Esta, nos 

diferentes vértices, costuma diferir, substancialmente, uma da outra.  Como 

os títulos possuem um valor fixo e conhecido na data de vencimento, a 

volatilidade dos mesmos é necessariamente nula em tal data.  Antes dela, 

no entanto, os preços dos títulos (ou seus “yields to maturity”) possuem 

comportamento estocástico e volatilidade estritamente positiva.  Em 

decorrência disto, é comum a constatação empírica de que a volatilidade 

dos títulos de curto e médio prazos decresce conforme se reduz o prazo 

para o vencimento dos mesmos. 

As correlações ente os diferentes vértices de taxa de juros não são 

perfeitas.  A correlação entre vértices adjacentes ou próximos tende a ser 

bastante elevada, decrescendo, progressivamente, conforme aumenta a 

distância entre os mesmos.  A correlação entre títulos com datas de 
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vencimento distintas é uma informação imprescindível para o cálculo do 

risco de mercado de uma carteira de instrumentos pré-fixados.  

A avaliação livre de arbitragens de contratos derivativos diretamente 

dependentes da estrutura a termo costuma ser mais complicada que nos 

demais casos.  Isso decorre, em essência, do fato de a taxa de juros ter de 

ser utilizada, simultaneamente, como fator de desconto e também na 

própria definição do “pay-off” do contrato. 

 

1.3 – O Caso Brasileiro 

A literatura ligada à estrutura a termo de ativos brasileiros é escassa 

quando comparada com a internacional.  O trabalho de Barcinski (1988) 

toma a estrutura a termo como dada a partir dos contratos de DI futuro 

negociados na Bolsa de Mercadorias e Futuros e está mais preocupado em 

estimar a estrutura a termo de volatilidade do que a própria estrutura a 

termo.  De La Roque (1996) e Gonçalves e Isler (1995) também investigam 

a estimação e comparação com os títulos públicos federais.  O trabalho de 

Vieira Neto (1999) tenta modelar ativos brasileiros dentro da tradição de 

modelos de não-arbitragem, utilizando-se do conceito de componentes 

principais de Litterman e Scheinkman (1991). 

Nesta última linha, também temos o trabalho de Silveira e Bessada 

(2003), em que se aplica o método proposto por Litterman e Scheinkman 

para o mercado de taxas de juros brasileiro. 

Uejima (2002) faz um estudo sobre a estrutura a termo, visando mapear 

as diferentes volatilidades observadas e montar estratégias na 

administração de uma carteira de renda fixa. 

Miranda e Muinhos (2003) estudam o que seria a taxa de juros de longo 

prazo para o Brasil. Esta informação tem caráter relevante, pois a forma da 
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estrutura a termo é também influenciada pelas expectativas dos agentes 

sobre os pontos de equilíbrio da economia. 

O trabalho de Almeida (2002) faz uma aplicação do modelo de Hull-

White (1990) para as opções de taxas de juros brasileiras. 

O trabalho de Brito, Duarte e Guillén (2003) estuda a validade das 

expectativas racionais na estrutura a termo brasileira. 

Araújo e Guillén (2002) estudam o comportamento da taxa de juros 

brasileira, identificando seus componentes de curto e longo prazos. 

Soares (2002), por sua vez, modela a estrutura a termo com bases nos 

títulos públicos  federais utilizando regressões aparentemente não 

correlacionadas e o estimador de efeitos aleatórios (para dados em painel). 

 

1.4 – O Presente Estudo 

O objetivo deste trabalho é estimar os parâmetros dos principais 

modelos mono-fatoriais de taxa de juros e analisar sua adequação à  

estrutura a termo de juros do mercado brasileiro. 

Na primeira parte, analisaremos os modelos mono-fatoriais mais 

tradicionais e populares sobre a estrutura a termo. 

Na segunda parte, aplicaremos uma adaptação dos modelos supracitados 

em que exploraremos a validade de alguns parâmetros não apenas para a 

taxa de curto prazo utilizada, mas também para as taxas forwads nela 

baseadas.  
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2 - Os Principais Modelos Mono-Fatoriais de Estimação da Estrutura a 

Termo de Taxas de Juros 

 
Vasicek 
 

O modelo de Vasicek toma a forma a seguir, com todos os parâmetros 

positivos e independentes do tempo: 

 
  dr  = (α - βr)dt + σ1/2dZ 
 

O termo α representa a expectativa de longo prazo para a média da taxa 

de juros de curto prazo, ou seja, a taxa de curto prazo converge para α. 

O modelo permite fórmulas fechadas para derivativos de taxa de juros.  

O valor do título de cupom zero é dado por: 

 

  eA(t;T) – rB(t;T)  
onde, 
                         1 
  B = --- (1 – e-β(T-t))        
                         β 
 
 

 
                                 1                                    1           σB(t:T)2 
  A = ----(B(t;T) –T +t) (αβ - --- σ) -  -----------     
                                β2                                   2              4β 
 

Apesar de eliminar a possibilidade de dinâmicas explosivas, o processo 

proposto para a taxa de curto prazo permite taxas nominais de juros 

negativas, uma vez que a distribuição de r é normal dada por 

   
 rt ~ N ( ))(22)( 1)(2/(,)/()/( stst

s eer −−−− −−+ ββ βσβαβα  
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Dentre as vantagens deste modelo está o fato de a distribuição das taxas 

ser gaussiana, permitindo fórmulas fechadas.  Ao analisarmos mais, veremos 

que a medida que o tempo para o vencimento tende para infinito, a média de 

rt tende para α/β, assim como sua variância tende para σ2/2β. 

 
 
Cox, Ingersoll e Ross (CIR) 
 

O modelo CIR, a exemplo de Vasicek, toma a forma a seguir, não 

havendo também dependência dos demais parâmetros com relação ao tempo, 

todos positivos. 

 
  dr = (α - βr)dt + (σr) 1/2dZ 
 
 A taxa de juros de curto prazo reverte à média assim como em Vasicek. 

A diferença em relação ao modelo de Vasicek é a impossibilidade de 

haver taxas negativas, fenômeno garantido pelo termo (σr) 1/2 .  Ademais a 

variância total de rt cresce se a taxa de juros crescer, sendo, portanto, 

proporcional.  A função densidade de probabilidade para a taxa de juros é 

uma qui-quadrado não central, cujos valores esperados condicionais para a 

média e variância são dados por 

 
 E[rt | rs] = α/β + (rs – α/β)e-β(t-s) 
  

Var[rt | rs] = rs σ2/β (e-β(t-s) – e-2β(t-s)) + α/β σ2/2β (1 – e-β(t-s))2 
  
 

Brennan-Schwartz (BS) 

 

O modelo de Brennan-Schwartz é uma extensão do modelo de Dothan 

(1978). 
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Courtadon (1982) provou que este modelo leva a taxas nulas a medida 

que o tempo tende a infinito. 

Com o objetivo de eliminar este inconveniente, Brennan e Schwartz 

introduziram uma reversão à média, ficando a expressão com a seguinte 

forma: 

dr = (α - βr) dt + σ r dZ 

 

Esta foi a forma encontrada pelos autores para solucionar a fórmula de 

apreçamento de títulos conversíveis. Contudo, não existe distribuição 

conhecida para rt, exigindo-se cálculo numérico para a determinação dos 

preços dos ativos. 

 
 
Chan, Karolyi, Longstaff e Sanders (CKLS) 

  

O objetivo do trabalho destes autores é comparar diversos modelos 

mono-fatoriais conhecidos na literatura, acrescentando mais uma forma 

funcional para a dinâmica da taxa de juros de curto prazo. 

Resumidamente, a proposta é que a evolução da taxa de juros obedeça 

ao seguinte processo: 

 

dr = (α + βr) dt + σ rγ dZ              (I) 

 

onde Z é um ruído branco.  Esta dinâmica implica que tanto a média quanto 

a variância da taxa de juros dependem do nível da taxa, sendo ela positiva. 
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Em seu trabalho os autores defendem a hipótese de que os melhores 

modelos para capturar a dinâmica da taxa de juros são aqueles em que a 

volatilidade da taxa de juros é altamente sensível ao nível das taxas. 

 Compararam vários modelos e concluíram que γ deve ser igual a 1,5. 

 

2.1 – Comparando e Estimando os Parâmetros dos Modelos 

 

Uniformizando os modelos expostos, todos poderiam ser escritos com a 

forma da Equação (I), diferenciando-se em relação ao  valor do expoente γ. 

 

 

 Vasicek CIR BS CKLS 

γ 0 0,5 1 qualquer 

 

Para a estimação, partimos da aproximação discreta de (I) 

rt+1 – rt = α + βrt + εt+1             (II) 

Com as condições:  

E[εt+1 ] = 0 ; E[ε2
t+1 ] = σ2r2γ             (III) 

 

Estimamos os parâmetros usando MGM, uma vez que esta técnica não 

requer que a distribuição das variações das taxas de juros seja normal, 

necessitando apenas que seja estacionária e que possua esperança relevante. 

Dado que cada modelo tem uma distribuição diferente. 

O método também é consistente quando há heterocedasticidade. 

Seja θ o vetor parâmetro com os elementos α, β, σ2 e γ. Dado que 

et+1 = rt+1 – rt – α – βrt, seja o vetor ft(θ) 
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ft(θ) = [ et+1  et+1rt  e2
t+1 – σ2rt

2γ  (e2
t+1 – σ2rt

2γ)rt]’ 

Sob a hipótese nula de que as restrições (II) e (III) são verdadeiras, 

E[ft(θ)] = 0 

O método consistem em substituir E[ft(θ)] por usa contrapartida 

amostral gT(θ), usando as T observações onde, 

gT(θ) = )(
1

1 θt
T
t f

T −Σ , 

e então escolhendo estimadores que minimizem a forma quadrática 

JT(θ) = g’T(θ) WT(θ) gT(θ), 

Onde WT(θ) é uma matriz de ponderação simétrica positiva definida. A 

diferenciação matricial mostra que a minimização de JT(θ) com relação a θ 

é equivalente a resolver o sistema homogêneo de equações (condições de 

ortogonalidade), 

D’(θ)WT(θ)gT(θ) = 0, 

Onde D(θ) é a matriz jabobiana de gT(θ) com relação a θ. 

 
3 – Dados 
 

A base de dados foi formada a partir das taxas de referência da Bolsa de 

Mercadorias e Futuros para o período que compreende 01/07/1999 a 

30/12/2002, coincidindo com o regime de metas de inflação adotado pelo 

governo brasileiro em substituição ao regime de câmbio fixo cujo fim deu-

se em janeiro de 1999. 

Estas taxas são divulgadas pela Bolsa em seu boletim diário. 

Todas as taxas são expressas em termos anuais, obedecendo o mesmo 

número de dias úteis, ou seja, estamos eliminando os efeitos final de 

semana e feriado que impactam no valor da taxa, de forma a tornar possível 
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sua comparação ao longo do tempo.  Todas as taxas são capitalizadas para 

dias úteis segundo a convenção do BACEN (252 dias). 

 

4 – Resultados e Análises dos Modelos Tradicionais 

Os modelos foram rodados para três taxas que podem ser consideradas 

de curto prazo, a saber: a taxa de 21 dias úteis (1 mês) e a taxa de 42 dias 

úteis (2 meses) e taxa de de 63 dias úteis (3 meses). Além destas, 

utilizamos a taxa de 6 meses (126 dias úteis) para compor a segunda parte 

do trabalho. Nas tabelas abaixo, mostramos os resultados com significância 

de 5%. 

Estimativas para cálculo dos parâmetros usando MGM para modelos de 

taxas de juros de curto prazo. 

 
    Taxa de 1 Mês 

Modelo α β σ γ 
Vasicek 0,017332 

(6,270237) 
0,093231 
(6,390568) 

0,010245 
(28,47119) 

0,00 

CIR 0,015297 
(5,528518) 

0,083009 
(5,67307) 

0,023052 
(27,97136) 

0,50 

BS 0,013678 
(4,907514) 

0,075051 
(5,084874) 

0,051181 
(27,21113) 

1,00 

CKLS 0,020022 
(6,721074) 

0,106983 
(6,710716) 

0,003834 
(1,565473) 

0,59346 
(1,559549) 

 

     Taxa de 2 Meses 

Modelo α β σ γ 
Vasicek 0,013860 

(7,210097) 
0,073930 
(7,183241) 

0,008282 
(28,82272) 

0,00 

CIR 0,011601 
(6,208938) 

0,061548 
(6,12029) 

0,019741 
(29,39607) 

0,50 

BS 0,008789 
(4,760176) 

0,046569 
(4,657028) 

0,046112 
(29,50235) 

1,00 

CKLS 0,011547 
(5,170711) 

0,061255 
(5,091673) 

0,020096 
(2,482987) 

0,510362 
(2,181573) 
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     Taxa de 3 Meses 

Modelo α β σ γ 
Vasicek 0,004625 

(3,437585) 
0,024450 
(3,289594) 

0,004342 
(14,28551) 

0,00 

CIR 0,004489 
(3,356015) 

0,023484 
(3,172851) 

0,010614 
(15,16557) 

0,50 

BS 0,004201 
(3,159012) 

0,021763 
(2,2950154) 

0,025520 
(15,97373) 

1,00 

CKLS 0,00333 
(2,553711) 

0,017134 
(2,405308) 

0,113409 
(1,330619) 

1,887386 
(4,081609) 

 

     Taxa de 6 Meses 

Modelo α β σ γ 
Vasicek 0,006873 

(5,119623) 
0,033042 
(4,865295) 

0,006316 
(22,95604) 

0,00 

CIR 0,005786 
(4,459533) 

0,027645 
(4,174217) 

0,014389 
(23,86337) 

0,50 

BS 0,004302 
(3,389731) 

0,020585 
(3,149462) 

0,031796 
(24,27165) 

1,00 

CKLS 0,004363 
(2,865643) 

0,020872 
(2,734981) 

0,030852 
(2,396917) 

0,980649 
(3,67212) 

 

5 – Resultados e Análises do Modelo Proposto 

Além de fazer estimativas sobre os valores dos coeficientes que ditam o 

comportamento da taxa de juros de curto prazo, de acordo com os modelos 

apresentados, desejamos estender tal estudo para toda a estrutura a termo de 

taxas de juros. 

Desta forma, tendo por base as taxas de curto prazo escolhidas na seção 

anterior, calculamos as taxas forwards destas até o prazo de 2 anos 

(mantendo o mesmo período para cada taxa), de forma a melhor entender a 

estrutura a termo. 

O objetivo é construir séries de taxas com mesmo prazo, começando 

nos prazos mais curtos e terminando nos prazos mais longos da estrutura a 
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termo. A partir destas séries, criamos um sistema que cobre toda a estrutura a 

termo. 

Explicando de outra forma: por exemplo, para as taxas de 6 meses, 

foram calculadas as taxas forwards de 6 em 6 meses até se chegar ao prazo 

de 2 anos. Assim, ficamos de posse das taxas de 6 meses, a forward de 6 

meses a 1 ano, a forward de 1 ano a 1,5 ano e a forward de 1,5 ano a 2 anos. 

Todas elas foram colocadas em um único sistema, seguindo as equações II e 

III para cada taxa. Assumimos que os parâmetros α, β, σ e γ são os mesmos 

para todas as taxas. 

A motivação de montar uma estrutura como esta está nos apêndices I e 

II, onde se realizam os testes de raiz unitária e cointegração das taxas além 

de realizarmos o análise de componentes principais dos principais vértices 

de mercado. 

Nestes testes, concluímos que os principais vértices de mercado (taxa 

spot, 1 mês, 2 meses, 3 meses, 6 meses, 1 ano, 1,5 ano, 2 anos e 3 anos) 

possuem raiz unitária e cointegram com posto igual a 8. Além disto, 

adotando-se a análise dos componentes principais,  identificamos as três 

componentes citadas por Litterman e Scheinkman (1991), com forte poder 

explicativo no primeiro componente (“nível” ou o componente dos 

movimentos paralelos). 

Os dois testes levam a seguinte conclusão: a estrutura de taxas 

brasileiras é mais impactada por movimentos paralelos da curva, 

movimentos estes incidentes sobre uma única taxa de referência (aquela que 

o mercado segue). 

Adotamos o mesmo procedimento de CKLS para estimação dos 

parâmetros. 

 O mesmo procedimento foi adotado para as taxas de 3, 2 e 1 mês. 
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Os resultados encontrados foram: 

 

 
    Forwards de 1 Mês 

α β σ γ 
0,009644 
(3799,532) 

0,041375 
(2910,953) 

0,063035 
(10119,00) 

0,861894 
(10311,08) 

 

     Forwards de 2 Meses 

α β σ γ 
0,004802 
(39,33299) 

0,019892 
(31,47865) 

0,038942 
(114,7351) 

0,759708 
(118,4701) 

 

     Forwards de 3 Meses 

α β σ γ 
0,002622 
(10,60566) 

0,010816 
(8,686762) 

0,033596 
(31,39469) 

0,873453 
(36,04400) 

 

     Forwards de 6 Meses 

α β σ γ 
0,001517 
(3,098336) 

0,007027 
(2,869807) 

0,034539 
(9,184169) 

1,102794 
(14,07814) 

 

Rodamos o teste de Coeficiente de Wald sobre os resultados obtidos 

para se verificar a validade das hipóteses dos modelos mono-fator 

tradicionais. O resultado comprova que quase nenhum dos valores 

assumidos para γ nos artigos propostos são, de fato, aplicáveis para a 

economia brasileira. Contudo, os valores encontrados sugerem que os 

modelos de Brennan-Schwartz e de Cox, Ingersol e Ross estão 

numericamente mais próximos para explicar a realidade brasileira. 
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Segundo Engle (1984), como os testes de Máxima Verossimilhança, 

Wald e Multiplicador de Lagrange convergem, preferimos rodar apenas um 

deles. 

Os resultados rejeitam a hipótese básica de igualdade para cada um dos 

valores escolhidos para γ a 5%. 

    Forwards de 1 Mês 

Teste γ=1,5 γ=1,0 γ=0,5 
Chi-Quadrado  58291468,0 2733139,0 18735423,0 
 

    Forwards de 2 Meses 

Teste γ=1,5 γ=1,0 γ=0,5 
Chi-Quadrado 13326,93 1404,114 1640,193 
 

    Forwards de 3 Meses 

Teste γ=1,5 γ=1,0 γ=0,5 
Chi-Quadrado 668,49 27,27051 237,4971 

 

    Forwards de 6 Meses 

Teste γ=1,5 γ=1,0 γ=0,5 
Chi-Quadrado 25,71182 1,722018 59,21605 

 

Apenas para os forwards de 6 meses, pode-se admitir a hipótese de γ ser 

igual a 1 (como em BS).  
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6 - CONCLUSÃO 

 

O comportamento da estrutura a termo das taxas de juros tem impacto 

direto sobre o que esperar na economia de um país.  Isto posto, seu estudo 

é de notável importância, uma vez que decisões de consumo e investimento 

são feitas a partir do que se tira delas. O crescimento de uma economia está 

intimamente ligado a estrutura de crédito disponível nela.  A relação desta 

com a estrutura a termo de juros é estreita, uma vez que esta baliza aquela. 

Claro que existem outras variáveis como compulsórios, risco de crédito e 

outros. Nas decisões do Banco Central, uma vez que se preocupa 

explicitamente com as expectativas dos agentes sobre a inflação futura, a 

estrutura a termo mostra-se importante parâmetro na tomada de decisões. 

Neste trabalho, aplicaram-se os mais conhecidos modelos de 

comportamento da taxa de juros.  A base de dados foi coletada junto à 

Bolsa de Mercadorias e Futuros (BM&F).  Todos os dados foram 

padronizados para dias úteis, utilizando-se também taxas anuais 252 como 

determina o Banco Central. O período analisado foi o de julho de 1999 a 

dezembro de 2002. 

Trabalhamos com a hipótese de apenas a própria taxa ser responsável 

pelo seu comportamento futuro. São os chamados modelos mono-fator. 

Aplicaram-se técnicas econométricas para estimação dos modelos de Cox-

Ingersoll-Ross (CIR), Vasicek, Brennan-Schwartz (BS) e Chan-Karoly-

Longstaff-Sanders (CKLS).  

A seguir, aplicamos o mesmo princípio, mas para toda a estrutura a 

termo, quando trabalhamos com taxas forwards de 1, 2, 3 e 6 meses até se 

chegar a 2 anos. Desta forma, aumentamos nosso estudo para diversos 

pontos da estrutura a termo. 
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Testamos a hipótese de os valores estimados para γ serem iguais aos dos 

modelos supracitados. Para tal, realizamos o teste de Wald. À exceção das 

forwards para 6 meses, onde que não se pode rejeitar a hipótese de  γ  ser 

igual a 1, todos os outros testes rejeitaram a 5% a hipótese de γ ser igual a 

0,5 (como em Vasicek), 1,0 (como em Brennan-Schwartz) ou 1,5 (como 

em Chan et al). 
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Apêndice I 
 
Teste de Cointegração 

 

 Um vetor y de séries temporais é dito cointegrado se cada uma de suas 

séries for individualmente I(1), ou seja, for não-estacionária com uma raiz 

unitária, enquanto alguma combinação linear das séries a’y for 

estacionária, ou I(0), para algum vetor não nulo a. 

 Cointegração significa que embora muitos choques possam causar 

mudanças permanentes nos elementos de y, existe uma relação de 

equilíbrio de longo prazo, mantendo estes elementos juntos. Esta relação de 

equilíbrio é representada pela combinação linear a’y. 

 Neste caso, a é chamado vetor de cointegração. 

 Claramente, o vetor de cointegração não é único, pois se a’y é 

estacionário, ba’y também o será para um escalar não nulo b. Logo ba 

também é um vetor de cointegração.  Uma normalização arbitrária deve ser 

feita, tal como a de igualar o primeiro elemento de tal vetor à unidade. 

 A utilização de modelos de regressão envolvendo séries temporais não 

estacionárias pode conduzir a problemas que se convencionou chamar de 

regressão espúria, isto é, quando temos um alto R2 sem uma relação 

significativa entre as variáveis.  

 Neste contexto, a importância da análise de cointegração surge de seu 

uso para aquelas séries econômicas não estacionárias.  Basicamente, a 

presença de raiz unitária na série temporal conduz a resultados viesados, 

invalidando os pressupostos da estatística clássica de que a média e a 

variância são constantes ao longo do tempo e, com isto, mascarando o 

relacionamento entre duas ou mais variáveis. 
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 Antes de realizar o teste, verificamos se as taxas apresentavam 

comportamento estacionário ou não.  Fez-se o teste da raiz unitária 

proposto por Dickey-Fuller (em sua versão ampliada).  Neste, constatou-se 

que as séries são não-estacionárias com auto-regressão de ordem 1. 

O teste de cointegração (Johansen) realizado para as taxas da 

amostra apontou posto igual a 8, assumindo nenhuma tendência nem 

constante.   

 

Auto-Valores Likelihood 5% p-Value 1% p-Value Nº Equações   
 Ratio   Cointegração   
        0.11596   356.77910         175.77        181.44  0 Rejeita a 5% 
        0.06452   250.53720         141.20        152.32  1 Rejeita a 5% 
        0.05759   193.04860         109.99        119.80  2 Rejeita a 5% 
        0.04817   141.91910          82.49          90.45  3 Rejeita a 5% 
        0.04158     99.36438          59.46          66.52  4 Rejeita a 5% 
        0.03590     62.76084          39.89          45.58  5 Rejeita a 5% 
        0.02046     31.25045          24.31          29.75  6 Rejeita a 5% 
        0.01519     13.43446          12.53          16.31  7 Rejeita a 1% 
        0.00028       0.23901            3.84           6.51  8   

 

Os coeficientes de cointegração não normalizados para as taxas foram: 

Over 1 Mês 2 Meses 3 Meses 6 Meses 1 Ano 1,5 Ano 2 Anos 3 Anos 
1.056386 -0.2814953 0.4639184 3.9257071 -10.952703 5.46780616 9.989074 -9.639979 0.36509426 

0.54404 0.7377083 3.3071312 -6.0291198 2.1756162 -4.93742597 7.9256221 -3.2287894 -0.4897737 
-1.13199 3.6475037 -5.156077 3.4307753 0.9575898 -1.69855001 -1.8072954 1.6499289 0.11840119 
0.714563 -2.2046206 -2.018723 4.7811468 1.6351573 -8.70249687 0.942022 10.503951 -5.5463399 
-1.70746 0.1016026 5.5049996 -2.5253694 -0.8440692 -1.54868043 -4.4133315 8.4142352 -2.918367 
-1.16604 -1.172318 1.1644849 1.5553166 0.36555 -0.33059009 2.6130074 -6.449276 3.37517897 
0.60558 -1.8489358 1.8154605 1.1443403 -0.1819215 -0.21945736 -1.4860183 0.262228 0.12695857 
1.51717 0.0199486 -1.2223901 0.4163531 0.4092194 -3.08531072 -3.1019011 4.7949745 0.11938738 

0.453856 -0.0228608 -0.0757307 0.049922 0.3098137 -0.06154959 -0.845569 0.0804968 0.33177669 
 

 Como o teste aponta 8 relações de cointegração, uma das linhas acima 

não forma uma série estacionária com os dados. A última linha, por não 

apresentar esta característica será descartada. 
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 Buscamos agora, o vetor de cointegração.  Este será ortogonal aos oito 

restantes acima e definirá a tendência de longo prazo da série de dados. 

 Adotando a convenção de igualar à unidade o primeiro elemento do 

vetor e particionando a matriz acima (sem a última linha) de forma a isolar 

a primeira coluna das demais, podemos, por cálculo matricial descobrir os 

valores dos outros elementos do vetor de cointegração, a saber: 

 

a = [ 1  1,01817  1,01793  1,03169 1,10672 1,15942 1,20470 1,24738 

1,31704] 

 

 

  Este resultado reflete o perfil ascendente da estrutura a termo de juros. 

 

 

Vetor de Tendência Comum
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Apêndice II 

 

Análise em Componentes Principais 

 

 Além do teste de cointegração, realizamos também a análise dos 

componentes principais com o objetivo de descobrir como se dividem os 

movimentos da estrutura a termo.  Dado que trabalhamos com diversas 

taxas simultaneamente, mister descobrir quais os movimentos mais 

importantes que explicam seu comportamento. 

 Em geral, grupos de variáveis movem-se juntos.  Um motivo para tal 

comportamento é que mais de uma variável pode refletir o mesmo fator 

que controla o comportamento de todas.  Normalmente, poucos são os 

fatores que explicam o comportamento de uma série de variáveis 

correlatas.  Isto nos possibilita simplificar o modelo a ser estudado, 

substituindo uma série de variáveis por outra que as condense. 

  A Análise em Componentes Principais é um método capaz de fazer isto.  

O método gera um novo conjunto de variáveis, chamados componentes 

principais.  Cada componente principal é uma combinação linear das 

variáveis originais.  Todos as componentes principais são ortogonais entre 

si, o que elimina informações redundantes.  Em conjunto, formam um novo 

espaço vetorial e são tão numerosos quando as variáveis originais, mas é 

sabido que os primeiros componentes são suficientes para explicar ao 

menos 80% do movimento de todas as variáveis. 

 Assumiremos que os dados trabalhados são valores de uma função, a 

estrutura a termo naquela data, a exemplo de Silveira e Bessada (2003). 
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 O teste foi rodado de adotando-se as variações diárias das taxas, visando 

eliminar a inércia na evolução da curva de juros, como constatado nos 

testes de raiz unitária feitos para o teste de cointegração acima. 

 

COMPONENTES PRINCIPAIS 
1º CP 2º CP 3º CP 4º CP 5º CP 6º CP 7º CP 8º CP 9º CP  R2 R2 ACM 

 0,0101   (0,0172)   0,0016   (0,0068)   0,0215   (0,1274)   0,9890   (0,0421)   0,0553    64,22       64,22  
 0,5535    0,5612    0,6078   (0,0644)   0,0627   (0,0301)  (0,0034)  (0,0169)   0,0026    21,42       85,64  
 0,4628    0,2768   (0,6054)   0,5316   (0,1952)  (0,1332)  (0,0042)   0,0597   (0,0256)     7,01       92,65  
 0,2658   (0,0888)  (0,2776)  (0,1738)   0,8855   (0,0652)  (0,0422)  (0,1429)   0,0609      2,72       95,37  
 0,3754   (0,0832)  (0,2630)  (0,5470)  (0,2215)   0,5834    0,0803    0,2901    0,0618      1,84       97,21  
 0,2997   (0,2617)  (0,0708)  (0,3553)  (0,3289)  (0,3663)  (0,0661)  (0,6492)  (0,2057)     1,24       98,45  
 0,2294   (0,3898)   0,1507    0,0227    0,0532   (0,3164)   0,0060    0,5708   (0,5860)     0,76       99,21  
 0,2512   (0,4079)   0,1527    0,0683   (0,0999)  (0,3002)  (0,0800)   0,2108    0,7692      0,52       99,72  
 0,2494   (0,4545)   0,2586    0,5023    0,0586    0,5442    0,0540   (0,3131)  (0,1070)     0,28      100,00  
 

 Como se pode observar, existe uma grande concentração da capacidade 

de explicação do comportamento das taxas no primeiro componente 

principal (64,22% da variação explicada se encontra neste componente). 

Os três primeiros componentes são capazes de explicar 92,65% do 

comportamento da curva de juros. 

 De acordo com Litterman e Scheinkman (1991), o entendimento do 

papel destes fatores pode ser feito da seguinte maneira: de um dia para o 

outro, há um elemento que dá um “empurrão” paralelo a toda a curva.  

Cada ponto da curva é impactado por tal força.  Embora esta seja única, 

cada ponto da curva responde de maneira diferente a ela (possui uma 

sensibilidade diferente) e, portanto, se desloca mais ou menos para o 

mesmo “empurrão”.  Esta é a interpretação do primeiro componente 

principal onde se observa o mesmo sinal para todos os seus elementos. 

Pode-se falar que o primeiro componente principal representa o nível 

de variação, o que é perfeitamente razoável dado que se uma taxa se 

desloca, existe grande chance de as demais acompanharem seu movimento 
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(mais fácil entender este raciocínio quando se inicia uma crise em que 

todas as taxas se deslocam na mesma direção em variações semelhantes).   

 Além do “empurrão”, existe um movimento de rotação da curva (o 

segundo componente principal, também conhecido como “inclinação”).  

Ao mesmo tempo em que o primeiro componente atua, existe uma força 

que desloca a curva sobre o eixo horizontal.  Da mesma forma que o 

primeiro componente, cada ponto da curva reage de maneira diferente a 

esta segunda força, onde se observa que o valor de seus elementos passa de 

positivo para negativo. 

O segundo componente, contudo não caracteriza exatamente uma 

inclinação da variação das taxas, pois seu primeiro elemento é negativo, o 

segundo, positivo e, a partir do quarto, negativo novamente.  Contudo, 

como o primeiro elemento retrata a variação da taxa spot (CDI CETIP) e 

este é um mercado de baixíssima liquidez, face aos demais, estando 

fortemente correlacionado à meta SELIC definida pelo Banco Central na 

reunião do Comitê de Política Monetária (COPOM) e não com 

expectativas de mercado como as demais taxas, podemos admitir que o 

segundo componente representa a inclinação da variação das taxas. 

 Finalmente, uma terceira força atua sobre a curva em um movimento de 

torção.  Este é o terceiro componente principal, responsável pela curvatura 

da curva. 

 Quando usamos apenas os três primeiros componentes principais para 

fazer um gráfico da evolução do diferencial de taxas, temos: 
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 A título de exemplo, na tabela abaixo mostramos o resultado da análise 

de componentes principais para as taxas observadas em mercado. 

 

COMPONENTES PRINCIPAIS  
1º CP 2º CP 3º CP 4º CP 5º CP 6º CP 7º CP 8º CP 9º CP   R2   R2 ACM  

 (0.0971)   0.2538    0.4076   (0.8618)  (0.1114)   0.0184   (0.0646)   0.0179   (0.0042)   94.05       94.05  
 (0.1568)   0.5714    0.2708    0.3862   (0.6345)  (0.1160)   0.0816   (0.0601)   0.0116      3.47       97.52  
 (0.1811)   0.4726    0.0824    0.1686    0.4514    0.6703   (0.1408)   0.1812    0.0543      1.14       98.66  
 (0.2036)   0.3668   (0.0757)   0.0427    0.4682   (0.6316)  (0.3576)  (0.2634)  (0.0340)     0.60       99.26  
 (0.2575)   0.2681   (0.4453)  (0.1665)   0.1029   (0.1127)   0.7127    0.1927   (0.2597)     0.40       99.66  
 (0.3515)  (0.0105)  (0.4709)  (0.1601)  (0.2182)   0.2766   (0.0864)  (0.6125)   0.3496      0.15       99.81  
 (0.4280)  (0.1117)  (0.2054)  (0.0313)  (0.1630)  (0.1689)  (0.2817)   0.6731    0.4167      0.11       99.91  
 (0.4702)  (0.2298)  (0.0106)   0.0305   (0.1548)   0.1292   (0.3175)  (0.0039)  (0.7640)     0.06       99.98  
 (0.5455)  (0.3374)   0.5344    0.1505    0.2309   (0.0606)   0.3821   (0.1688)   0.2209      0.02      100.00  
 

 Mais uma vez, a explicação para os 3 componentes se aplica, mas o 

grau de explicação do 1º componente salta aos olhos.  Isto reflete a 

característica I(1) das taxas e o posto no teste de cointegração realizado. 
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 A aplicação da metodologia de Análise de Componentes Principais para 

a curva de juros doméstica gerou, como em trabalhos anteriores, os 3 

componentes clássicos de nível, inclinação e curvatura.  Para gestores de 

risco de renda fixa, este resultado é bastante importante, pois melhora a 

avaliação e proteção dos riscos inerentes à estrutura a termo. 

 Fazendo um gráfico com a evolução das taxas usando apenas os três 

primeiros componentes, temos: 

Evolução da Taxa de 1 Mês
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