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Resumo

O objetivo do presente trabalho de conclusao é abordar a simplicidade e a
enorme eficiéncia do Modelo Binomial para a precificagao de opcoes europeias,
dadas as varidveis que incidem sobre esse prego como, por exemplo, o preco do
ativo negociado, sua volatidade, a taxa de juros livre de risco e um tempo de
contrato.

Tendo como plano de fundo a “ponderacao”entre os riscos, as expectativas e
objetivos de um investidor, apresentam-se aqui importantes conceitos financei-
ros, como a estratégia de “hedging”e o Principio da Nao-Arbitragem. Ressalta-
se que, tendendo o tempo ao limite, o Método Binomial converge para a famosa
EDP de Black-Scholes, concluindo que o valor de uma opgao varia apenas com
o preco da agao e com o tempo até o vencimento. Devido a complexidade da
EDP em questao, mostra-se, por fim, que métodos numéricos conhecidos podem
ser modificados a fim de torna-la mais simples e de fécil resolucao.



Abstract

The main objective of this final project is studying the simplicity and the
huge efficiency of the Binomial Model, that can price European options very well,
knowing the variables which affect this price, as the asset value, its volatility,
the risk-neutral rate and the contract time expiration.

Developing this project with a background in the “balance”among the risks,
expectations and objectives of an investor, important financial concepts are
presented here. The “Hedging”Strategy and the Non-Arbitrage Principle are
good examples. It is noteworthy that, tending to the limit of the time, the
Binomial Method converges to the famous Black-Scholes PDE,; concluding that
the value of an option varies only with the asset price and the time to its
maturity. Due to the B&S PDE complexity, it is shown, finally, that known
numerical methods can be modified to make it more simple and easy to solve.



Résumé

L’objectif principal de ce projet final est d’étudier la simplicité et 1’énorme
efficacité du modele binomial, qui peut définir un juste prix des options eu-
ropéennes tres bien, si les variables qui affectent ce prix sont connus, comme
par exemple, la valeur de ’actif, sa volatilité, le taux de risque neutre et le temps
de l'expiration du contrat.

Avec le développement de ce projet avec un fond dans le “équilibre” entre les
risques, les attentes et les objectifs de I'investisseur, certains concepts financiers
sont présents ici. La stratégie de “hedging”et le Principe de Non-Arbitrage sont
bons exemples. Il est a noter que, tendant a la limite de temps, la méthode
binomiale converge dans la célebre EDP de Black-Scholes, concluant que la
valeur d’une option varie seulement avec le prix des actifs et le temps de sa
maturité. En raison de la complexité de 'EDP, il est montré, enfin, que les
méthodes numériques connues peuvent étre modifiés pour rendre cette équation
plus simple et de facile a résoudre.
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1 Introducao

1.1 Objeto de Estudo
1.1.1 Mercado de Opcgoes

O Mercado de Opgoes é um ambiente onde sao negociados direitos de com-
pra ou venda de ativos financeiros. Tais ativos financeiros sao caracterizados,
nesse caso, por acoes de grandes companhias, com precos e prazos de exercicio
ja previamente estabelecidos.

A negociacao no ambito de compra, chamada de “calls”, é caracterizada
pela compra da opgao de adquirir um ativo de determinada empresa em um in-
tervalo de tempo posterior a ela, pagando o chamado prémio, que é a cotagao
do valor da opgao em uma bolsa de valores ou de mercadorias e futuros. Apds
essa compra, caso o titular da opgao opte por nao executa-la dentro do periodo
acordado, a negociagao chega ao fim sem devolugao do prémio. Caso contrario,
o titular da opcao paga ao langador o prego de exercicio, nome dado ao valor
do ativo negociado no mercado.

Ja é de amplo conhecimento, seja em mercado financeiro ou fora dele, que
o0 prego e os retornos de agoes estao expostos a riscos e/ou interferéncias. As
opgoes, entao, sao instrumentos usados para realizarmos uma “ponderagao” entre
0s riscos e as expectativas e objetivos do investidor.

Visto a possibilidade de desvalorizagao do valor do ativo por influéncias
externas nem sempre previsiveis ou mensuraveis, a compra da opgao cria a
oportunidade do comprador avaliar a volatilidade do preco das acoes e também
de criar a flexibilidade no desenvolvimento de estratégias de investimentos. Por
esses e outros fatores, o mercado de opgdes movimenta bilhdes nas bolsas de
valores ao redor do mundo e é muito procurado por diversos investidores.

1.1.2 Opcoes Europeias

E de interesse, também, delimitar qual modo de opgoes é pertinente a ser
analisado neste trabalho, visto que existem, dentre varios, dois grandes tipos de
opgoes no mercado financeiro atualmente: Opgdes Americanas e Opgoes Euro-
peias. Na primeira, Op¢oes Americanas, o titular tem o direito de executar a
opcao a qualquer momento até a data de vencimento do contrato. Ja nas Opgoes
Europeias, o titular s6 podera concretizar o exercicio da opcao exatamente na
data de vencimento do contrato.

Sendo assim, esta monografia atenta-se somente as Opgoes Europeias, por
terem modelos matematicos ja consagrados e por convergirem a um ponto em
comum independentemente da agao negociada.



1.2 Modelo Binomial

Foi escolhido, neste trabalho, o uso do Modelo de Arvores Binomiais de modo
a atingirmos nosso objetivo. Esse modelo tem como base a ideia de que o preco
de nosso ativo financeiro segue rigorosamente um processo binomial multiplica-
tivo no decorrer de intervalos de tempos discretos, existindo a possibilidade de
ocorrer tanto uma valorizacdo (movimento up em uma Arvore) com uma pro-
babilidade ou uma desvalorizagdo (movimento down) com (1-probabilidade de
valorizagao).



2 Construcao da Arvore Binomial

2.1 Movimento Up-Down

A fim de exibicao de tais movimentos ascendentes ou descendentes, tomemos
um exemplo numérico de apenas uma unidade de tempo.

103
0,5

100

0,4 oz

Dessa forma, temos um ativo financeiro e uma op¢ao de compra desse ativo
expirando no dia seguinte. O valor do ativo pode subir ou cair para quantias
conhecidas durante o periodo estudado. No exemplo da figura acima, a agao
vale atualmente $100, podendo, ao final de um dia, subir para $103 ou cair para
$98. H4 ainda uma probabilidade de subida no valor da agdo p = 0,6 e uma de
descida 1 —p = 0,4.

Introduziremos, entao, uma opgao de compra desse ativo. Suponhamos que
o valor a ser pago pelo ativo na expiracao do tempo de contrato, o chamado
strike, é de $100. Esse valor é aquele que de fato serd pago, nao importando se
o valor real suba ou desca ao final do periodo. Assim, se o valor do ativo subir
para $103, a opcao ir4 proporcionar ao comprador um payoff de $103 - $100 =
$3. Agora, se o valor do ativo cair, o payoff serd 0, pois nao executaremos a
opgao de comprar o ativo pelo strike $100, visto que seu valor atual é de $98.

E importante notar que, ao término do contrato no tempo futuro, o valor
da opgao é justamente o valor do seu payoff. Dessa forma, caso seu ativo tenha
uma valorizagao, o valor justo da opgéo é $3 e, em um cendrio de desvalorizagao,
serd $0. Agora, qual seria o valor justo da opc¢éo no tempo presente?



2.2 Hedging e Arbitragem

Temos até o momento entao que:

Strike = 100
103
0,6 (31
100
[
0,4 a3

(o)

onde os valores em vermelho sao os valores das opgoes em cada estado. Que-
remos, entao, descobrir qual o valor étimo de .

Sabemos que um investidor busca transferir ou eliminar riscos de suas operagoes
financeiras, e isso nao é diferente no caso de determinacao de preco 6timo de
opgoes. Nesse intuito, fazemos uso entdo do “hedging”. Quando nosso modelo
fala em “hedging”, fazemos mencao ao “delta hedging”. Isso significa que uma
carteira sem risco deve conter a opgao de compra, por exemplo, e uma proporgao
(delta) do ativo objeto. Com isso, a carteira nao estaria sujeita & varia¢oes no
preco do ativo objeto.

Se houver uma valorizacao do nosso ativo, e seu preco passar de $100 para
$103, nosso portiflio valera:

3 —A103

De maneira andloga, se acontecer uma desvalorizagao do ativo objeto, o valor
do portfolio sera:

0— A98
Dessa forma, temos que:

3—A103=0— A98

3-0
~ 10308 0
O portfélio entao vale, no final do contrato, 0 — 0,6 * 98 = —58,8. E assim

construimos um portfélio perfeitamente livre de risco!

Podemos entao dizer que A é visto como a sensibilidade da opgao perante a
mudancas no preco do ativo.

2.2.1 Taxa de Juros = 0

Agora, se o portfélio vale —58, 8 amanha, qual seria o valor do porfélio hoje?
Simples. Como estamos exemplificando um caso de apenas 1 unidade de tempo
e supondo uma taxa de juros igual a 0, o valor do portfélio livre de risco hoje
deve ser idéntico ao valor do porfélio livre de risco amanha. Portanto, o valor é
de —58, 8.

Esse é um exemplo de nao-arbitragem. Como um investidor procura, claro,



obter o méximo de lucros sem correr nenhum risco, a precificacdo de qualquer
derivativo busca a eliminacao das oportunidades de arbitragem.

Como nao ha taxa de juros e fazendo uso do Teorema da nao-arbitragem,
temos que:

x—0,6%100 = —58,8
r=1,2

Portanto, o valor justo da opg¢ao no tempo presente é de 1,2.

2.2.2 Taxa de Juros # 0

Caso a taxa de juros apresente valor diferente de 0, basta voltar no tempo
multiplicando por um fator de depreciagao.

Suponhamos, entao, um r = 10%a.a. O fator de depreciacao ao voltar um
dia no tempo sera de:

1

0.1
14 ==
+ 252

=0,9996

O portfolio vale hoje, entao:
x —0,6 %100 = —58,8 % 0,9996

r~1,22

2.3 Generalizacao do Modelo
2.3.1 Periodo Unico

No modelo de arvores binomiais, assumimos que uma acao, com valor inicial
de S, pode, durante um periodo de tempo §t, tanto

e sofrer uma valorizagao para uS com probabilidade ¢
e sofrer uma desvalorizagao para vS com probabilidade 1 — ¢
sendo 0 <d<1<u

e As constantes u, d e ¢ sdo escolhidas de modo a atribuir as caracteristicas
do ativo financeiro que estamos modelando.

LS

- fri)



2.3.2 Cox, Ross e Rubinstein e o Movimento Browniano

Na ideia de construirmos os préximos passos da nossa arvore binomial, po-
demos perceber que, novamente, multiplicaremos os valores dos ativos pelas
constantes u e d. E valido ressaltar que tal ato se repetira em todos os in-
tervalos de tempo ao longo da validade do contrato, ou seja, seguiremos com
distribuigoes binomais em cada espago temporal, com probabilidade g e 1 — q.
Como modelos de tempo continuo exigem um esforgo gigantesco para calculos
de equacgoes diferenciais e isso fugiria do escopo deste trabalho, podemos dis-
cretizar o problema, sabendo que a medida que adotamos periodos cada vez
menores, os valores obtidos convergem para os valores continuos. Dessa forma,
como a intencdo é modelarmos ativos em intervalos curtos de tempo (e dessa
forma maximizando sua contagem), podemos fazer uso do Teorema Central do
Limite, que afirma que a adigdo de muitas varidveis aleatérias independentes
tende a uma distribui¢ao Normal.

Agora, observando que teremos retornos como um produto de normais ao fi-
nal do contrato, é possivel a insercao de logaritmos de forma a deixé-los com um
formato aditivo. Assim, os retornos devem seguir uma distribuigao log-normal,
ou ainda um movimento geométrico browniano.

Em 1979, Cox, Ross e Rubinstein (CRR) desenvolveram um método discreto
que permite criar uma aproximagao para o movimento geométrico browniano.
Baseando-se nisso, entao, utilizaremos justamente arvores binomiais discretas
para modelar projetos como um Movimento Geométrico Browniano (MGB).
Para que nossa representacao de arvore binomial garanta uma distribuicao log-
normal, é necessario escolher valores apropriados para u, d e a probabilidade g,
de forma que a média (p1) e a variancia (02) dos retornos de S sejam os mesmos
que os parametros do Movimento Geométrico Browniano (MGB) de S.

2.3.3 Constantes do Modelo

Seja entao S7 o valor do ativo 1 unidade depois do inicio do contrato. De-

S
finamos entdo S; = Se™, onde rdét = ln(gl) Sabe-se ainda que S tomard
uS
o valor de uS ou dS e dessa forma, seu retorno nesse periodo serd de ln(?)

ds
= In(u) com probabilidade g ou ln(?) = In(d) com probabilidade (1 — ¢),

respectivamente.
O valor esperado e a variancia desses retornos serao, respectivamente:
Elln(S1)] = gln(u) + (1 = ¢)In(d)
Var(in(S1)] = q(1 — ) (In(u) — In(d))?

Sabe-se que os retornos de uma distribuicao log-normal tém distribuigao
normal. Entao:

E[ln(S1)] = rot

Var[in(S1)] = 026t



E, dessa forma:
rot = gln(u) + (1 — q)In(d)
0?6t = q(1 = q)(In(u) — In(d))?

Possuimos entao duas equacoes e trés incégnitas, o que nos da um grau de
1

—e
) d
ass1im:

liberdade, que simplificaremos obrigando que In(u) = —In(d), ou seja, u =

rét = (2¢ — 1)in(u)
0?6t = q(1 — q)4(In(u))?

Podemos entao elevar a 12 equacgao acima ao quadrado e somarmos com a
22 encontrando:

In(u)? = r2(6t)? + 026t
Substituindo em rdt = (2¢g — 1)In(u), temos que:

Substituindo agora o valor de ¢ na equagao do valor esperado rdt = (2q —
1)in(u), temos que:

In(u) = Vr2dt? + 026t
In(d) = -V/r25t2 + 026t
E consequemente:
u = e\/r25t2+026t

d = ef\/r25t2+025t

Para valores pequenos de dt, essas férmulas podem ser simplificadas para:

1 1 r
= — 4+ =% —Vdt
q=gtgx Vo

u = eVt

d=e oVt

Essas férmulas estao apresentadas em funcao dos parametros dos retornos da
varidvel lognormal (r e o sdo o valor esperando e o desvio padrao dos retornos).

Podemos também definir o valor de ¢ em funcao da prépria variavel lognor-
mal:

E[S;] = Set = qSu+ (1 —q)Sd
ettt = qSu+ (1 —q)Sd
E assim,

ettt — d
u—d

q:



2.3.4 Relagao u, r e q

Temos entao uma férmula fechada para a probabilidade ¢ em fungao da
média p dos retornos esperados. Acontece que isso nao é bem verdade!

O melhor argumento para a derivagao do preco de uma opgao é o argumento
de replicacdo, i.e. imitando o payoff de uma op¢ao usando somente o ativo e
o bond, uma espécie de certificado de divida no qual o emissor se compromete
a pagar um valor determinado de juros em intervalos previamente definidos.
Nesse caso, nao importa a probabilidade do ativo subir ou descer, ou seja, nao
depende de p.

O argumento usado continua sendo o do valor esperado: o valor do derivativo
hoje é o valor esperado do payoff na maturidade descontado a valor presente.
Acontece que a probabilidade ¢ é uma medida empirica que, como vimos, estd em
funcao de p, uma média histérica dos retornos e que pode oferecer possibilidade
de arbitragem. A fim de evitar justamente essa arbitragem, devemos usar o
argumento de replicacao, de forma que:

E[eS] = S

seja sim um martingal, como uma espécie de jogo justo. Quando o valor
esperado para o futuro coincide com o valor presente, o processo é chamado de
martingal.

Para isso ser equivalente ao argumento de replicacao mencionado acima, €é
preciso mudar essas probabilidades de g para ¢’, sendo estas neutras ao risco.
Essas probabilidades neutras ao risco é que fazem o ativo ser um martingal
quando descontado. Entao,

sendo assim independente de p

2.3.5 Hedging

Aplicaremos o uso de hedging na construgao de equagoes de precificagao de
opgoes. Entao, construiremos um portfolio que contenha a opcao de compra e
uma propor¢ao do ativo objeto:

M=V -AS

sendo V o valor desconhecido da opgao no tempo atual. No tempo t + dt,
a opgao poderd ter possui o valor V' caso o ativo sofra um valorizacao ou o
valor V'~ caso sofra uma desvalorizacao. A partir disso, neste mesmo periodo,
o portfolio estara valendo:

1) VT — AuS
2) V- — AdS

Possuindo a liberdade de escolher A, podemos deixar o valor do portfolio
com o mesmo valor, mesmo que o ativo suba ou caia de prego. Isso pode ser
garantido se:

VT —AuS =V~ —AdS



E dessa forma, tendo o hedging:

Vt-V-
 (u—d)S
Assim, o portfolio valera, caso haja aumento de preco do ativo:
VT —AuS = V+ — M
(u—d)
E se houver queda no prego:
Ve Ads =y - AWV =V
(u—d)

E claro, as duas equagoes acima sao idénticas!

2.3.6 Nao Arbitragem

Temos que garantir também o exercicio do teorema da nao arbitragem. Na
préatica, o novo valor do portfolio, o qual chamaremos de II + §II, deve ser
exatamente igual ao valor do portfolio no tempo anterior (II) acrescido de um
valor ganho com a taxa livre de risco (7).

Assim,

IT + 611 = IT + rIIot = II(1 + rot)

Considerando que

vVt —v- vVt —-v-
N=V-AS=V—-——=5=V—- ——
(u—d)S (u—d)

Entao teremos como resultado que,

vtov-

(1 4 rét) = (L +rét)(V — W)

Esse valor pode tanto ser aquele que representa a valorizagao do ativo ou
aquele que simboliza sua desvalorizacao. Como mencionado acima, sao equagoes
idénticas, nao importando qual escolhamos. Portanto,

vVt —v- AVt -VvV7)

1 - Y=y ==/

(1+rdt)(V ) )=V = d)

Rearrajando as equacoes:

Vt—-v- n uV= —dVT
u—d (u—d)

(I+rot)V = (1 +rdt)

Essa é uma equacao para descobrir o valor da opcao V' dados valores na
préxima unidade temporal V', V™ e os parAmetros u e d como os fatores de
subida e descida, respectivamente, a qual a situagao do ativo estd submetida.

E bem verdade também que, manipulando as equagoes, V' pode ser descrita
da forma:

= "+ 11—V )= e "tV L (1 -V
Vv 1+T5t(qV +(1 =)WV )=e (VT +(1-q)V7)

10



2.4 Esquematizacao de Arvores Binomiais

Uma vez que construimos as possibilidades do nosso ativo financeiro em um
intervalo de tempo, podemos replicd-lo para uma unidade de tempo adiante. O
caso serd analogo ao primeiro, considerando os novos valores de agao, opgao e
hedging. Podemos estender esse movimento up-down de modo a representar os
valores adquiridos pela agao ao longo da validade do contrato. Entao, é correto
afirmar que esse modelo corresponde a sucessivos diagramas que representam os
miultiplos caminhos que podem ser seguidos pelo preco de nosso ativo financeiro
durante o periodo de vida da opgao. Chamamos isso de arvore binomial

Considere um exemplo de arvore com 4 unidades de tempo, partindo de uma

acao com valor inicial S e probabilidade ¢ de sofrer valorizagao:
u*s
dgl/.
TLZS \Sdf

us uzds

ud?s

\125 wud?®s
&

11



3 Metodologia da Precificacao de Opcoes

3.1 Voltando “ao passado”’em Arvores Binomiais

E bem verdade que saberemos os valores exatos de V™ e V™ no momento
de expiracao do contrato, ja que temos o valor da opcao em fungao do valor do
ativo. Seu valor serd exatamente igual ao pay-off no tempo final, garantindo
assim a nao-arbitragem.

Assim, se soubermos o valor da opgao na validade do contrato (digamos
que a o contrato expira no tempo T'), poderemos calcular a op¢do no tempo
T — 6t para todos os valores S da ac@o na arvore. Porém, conhecendo esses
precos, poderemos encontrar os valores em T — §t — dt, e assim sucessivamente,
voltando no tempo.

No final de tudo, chegaremos ao tempo inicial do contrato, aquele em que o
ativo vale exatamente S, e assim é possivel calcular o valor da opgao no tempo
presente. Construiremos um algoritmo em Matlab que, dadas as condigGes
iniciais necessarias, calcula o valor 6timo da opcao no tempo presente. Ele sera
apresentado na proxima secao desta pesquisa.

3.2 Algoritmo de Precificagao
3.2.1 O Cédigo

Criou-se uma fungao “Price” para, passados os parametros necessarios, cal-
cular o valor justo da opgao no tempo presente, respeitando as regras citadas
nas segoes anteriores:

function [result ,V|=Price(Asset ,hVolat ,6 IntRate ,b Strike ,Expiry , NoSteps)
S = zeros (NoSteps ,1);
V = zeros (NoSteps ,1);
time_step = Expiry/(NoSteps —1);

DiscounterFactor = exp(—IntRatextime_step);

templ = exp ((IntRate + Volat*Volat) * time_step);
temp2 = 0.5 % (DiscounterFactor + templ);

u = temp2 + sqrt(temp2*temp2 — 1);

d = 1/u;

p = (exp(IntRate *xtime_step) — d)/(u—d);

S(1) = Asset;

for n = 2:NoSteps

for j = n:—1:2
S(j) = u * 8(j—1);
end
S(1) =d * s(1);
end
for j = 1:NoSteps
V(j) = payoff(S(j),Strike);
end
for n = NoSteps:—1:2
for j = 1:(n—1)
V(j) = (p * V(j+1) + (1—p) * V(j)) = DiscounterFactor;
end
end
result = V(1);
end
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E uma funcao “payoff” que expressa a condicao final de que o valor da opgao,
no fim do contrato, é igual & diferenga entre S e o prego de exercicio K.

function [pay]| = payoff (S,K)
pay = 0;
if s > K
pay = 8 — K;j
end
end

3.2.2 Visualizacao do Programa

[Esta e a préxima segbes da pesquisa, a fim de testarmos nosso
codigo, foi baseada no exemplo sugerido por Wilmott em seu livro de
Financas Quantitativas.]

Foi escolhido entao S = 100 como prego do ativo no tempo presente, §t = B
como intervalo de tempo, » = 0,1 como a taxa livre de risco e 0 = 0,2 como
a volatilidade do ativo. A opcado é uma call Europeia com um strike definido
K =100 e 4 meses para expiragao.

Usando esses nimeros, encontramos que u = 1,0604, d = 0,9431 e p = 0, 5567.
Dessa forma, depois de uma unidade de tempo o ativo pode tomar valores de
100 x 1,0604 = 106,04 ou 100 x 0,9431 = 94, 31. Depois de comnpletar toda a
arvore dos precos do ativo, voltando para uma unidade de tempo na arvore dos
pregos da opgao antes da expiragdo do contrato (quando S = 119, 22), temos que:

e~ 0:1%0.0833(0 5567 x 26,42 + (1 — 0,5567) * 12,44) = 20, 05

Voltando na arvore dos pregos da opgao até o tempo presente, encontraremos
o valor justo da opc¢ao para o referido ativo de 6,13.
Os resultados passo-a-passo apresentados pelo cddigo podem ser observados:

e As duas arvores, dos pregos do ativo e dos precos da opc¢ao:

Arvore de Precos do Afivo Arvore de Frecos da Opgdo
9
. .
s e "
- - . .
100,00 . ' e o '
. % - z " s " o
" —e .
z ~e”
~9®

e O comeco da construgao da Arvore dos Precos do Ativo:
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Arvore de Precos do Afivo Arvore de Precos da Opcdo

/.<’ /‘\1\\. A\/ /\1\\.
7 “o
100,00 .<\ ;i .<\ ;i
—.94.31 —

e A Arvore dos Precos do Ativo finalizada:

Arvore de Precos do Afive 126,42 Arvore de Precos da Opgdo

119,22 /.
=

CEN A Y 1
/
106,04
=

/

: e /% j
o, ( .

[ R

106,04

i

/3
/

\

A

88, 94 T~_88,94
83,88 s /
T T
\549,10 \nh
® L
e A opgao no final do contrato tem o mesmo valor do payoff obtido pelo
ativo:
Arvore de Precos do Afive Arvore de Precos da Opcdo 26,42

e Voltando para uma unidade de tempo antes da expiragao do contrato:
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Arvore de Precos do Afivo 126,42 Arvore de Precosda Opgdo 26,42

119,22 20,05
“lmzﬂﬂ- /\12“&4
® L]
— o
0, 00
0\ e
0, 00
0,00
uJ G/
0, 00
e Reiniciando o processo para o tempo anterior:
Arvore de Precos do Afive 126,42 Arvore de Precos da Opgdo 26, 42
119,22 20,05
14, mz,u
6, 87
0, 00
.\ ]
0, 00
0,00
e
0, 00

e A finalizacdo da Arvore dos Precos da Opgao. Seu preco justo hoje é de
6,13:

Arvore de Precos do Afive 126,42 Arvore de Precos da Opgdo 26,42

119.22 20,05

-
112’4/\\11%“ 14}M.\ 12,44
® o
106,04 106,04

94,31

100,00
100,00 ]

88, 94 88, 94
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3.2.3 Interpretagao de Resultados

Interpretando os dados do algoritmo, podemos dizer que o precgo justo da
referida opcao é R$ 6,13 considerando as hipdteses de que o rendimento do
comprador nao serd maior do que aquele proporcionado pela taxa de juros livre
de risco, que nao haja agio do comprador e nem prejuizo do vendedor e que os
retornos do ativo sao aleatérios e seguem uma distribuicao normal.
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4 Limite no Tempo Continuo

Consideraremos agora que V' = V(S,t) é a funcdo prego de uma opgao finan-
ceira dependente do valor do ativo S e do tempo t. Como ja sabemos, a agao S
tanto pode sofrer uma valorizagao e apresentar valor de u.S com probabilidade
q, quanto se desvalorizar com probabilidade (1 — ¢) e valer dS apds um deter-
minado periodo. O prego da opgao, por estar em funcao daquele parametro,
passara pelo mesmo processo, de forma que:

V =V(S,t)
V+t =V (uS,t+ dt)
V= =V(ds,t+ dt)

Tem-se entao que, caso haja uma valorizagao da acao:

V*t =V (uS,t+ 6t)
— V(S +uS—5S,t+6t)
= V(S+S(u—1),t+ 6t)
= V(S +5(e7Vo —1),t + bt)

Analogamente, construiremos uma equagao para V' ~. Podemos entao inseri-
las na equacao geral do preco de opgoes, obtida na segao 2.3.5:

V=gVt +(1-q)V7)
onde 7 € a taxa livre de risco e o é a volatilidade da agao.
E assim,
V = e gV (S + S(e7VO —1),t +6t) + (1 — q)V (S + S(e"7V3 — 1)t + 6t)

Podemos simplificar a notagao, omitindo ¢+ dt e em seguida, vamos elaborar
uma expansao de Taylor bidimensional para O(dt), avaliando todas as derivadas
no tempo t + 0t:

10%V

_ -1t oVt _ - 2( 0Vt _ 1)2
V=e (q[V(S) + %gvS(e 1)+ 5 %S(;zf/ (e 1)%] +
_ —oVot __ - 2(,—oVot __ 2
+ (L= )V (S) + 55 1)+ 555257 (772 =1)?]

Como S = e "*[qSu + (1 — q)Sd], tem-se que qe” Vol 4 (1 — q)e=oVot = ¢rot
E ainda, sabe-se que "Vt ~ 525t e também e~V ~ 25t

Com precisdo de O(dt), obtém-se:
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oV oV 1 0%V
_ _—rdt rot __ -2 2
V=e [V(S,t—!—&)—!—faSSe —6554—20 otS —882]

Usando as aproximacdes pela série de Taylor de que e~ ~ 1—r5t+O((5t)?)
e também e ~ 14 10t + O((6t)?)

Conclui-se:

B AV 1, ,0%V
V(S,t) = V(S,t+ ot) + §t[—rV(S,t + ot) +r5’% t50 S ﬁ]

com precisao em O(0). Assim, temos agora uma relacdo entre os valores dese-
jados nos tempos t e t + dt.

Reescrevendo a equagao:
V(S,t+dt) — V(S,t) 8V(S,t+5t)+1 2S262V(S,t+5t)
ot a8 27 052
Como 6§t — 0, chega-se a EDP de Black-Scholes:

—rV (S, t+dt)+rS

oV (S,t) oV (S,t) . 1 262 02V (S,t)
ot as 27 052
O insight financeiro por tras da equacao é que se pode perfeitamente proteger
a opgao de compra e venda do ativo a fim de eliminar o risco. A protegao, por
sua vez, implica que ha apenas um prego justo para o opgao, como retornado
pela EDP de Black-Scholes.

—rV(S,t)+rS =0
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5 Solugao por Métodos Numéricos

Podemos ver na figura abaixo, em azul, a condicéo final de que V(S,T) =
max(S—E,0) e em vermelho as condigoes de fronteira V(0,t) = 0 e V(Spmaz,t) =
Spmaz —E-e7"T=t) 0 o objetivo é determinar os valores de V no tempo inicial,
destacado na figura abaixo:

S

Sméx

5.1 Método de Crank-Nicolson

Uma EDP pode ser resolvida numericamente pelo método das Diferencas
Finitas, que se se baseia na aproximagao das derivadas da equacao por diferencas
finitas. A férmual de aproximagao obtém-sem da série de Taylor dada por:

1 (m) m
f(x+h):f(x)+f’(x)h+%w+...+%+...

O método de Crank-Nicolson é um método das diferencas finitas usado para
resolver equacoes diferenciais parciais parabdlicas, tais como a equacao do calor
e similares. Dessa forma, esse método é aplicavel a EDP de Black-Scholes. O
tempo é aproximamdo por uma diferenga finita regressiva:

ov(s,t) 1

ot Tk

E o espago é aproximado por diferengas centradas, em que temos 1/2 da
difrenega centrada no tempo ¢t mais 1/2 da difrenega centrada no tempo ¢t — k.

V(S,t) = V(S,t — k)]

OV(Sit) 1 [V(S+ht)—V(S—ht) | V(S+ht—k)—V(S—h,t—k)
BYS ~ 2 2h + 2h

OPV(S,t) 1 [V(S4ht)—2V(S,04V(S—hit) | V(S-+hot—k)—2V(S,t—k)+V(S—hit—k)
952 ~ 2 h2 + h2

Substituindo essas aproximacgoes na EDP, temos que:

agV (S —h,t) + bV (S,t) + cgV (S + h,t) =
—a;V(S—h,t —k)+b/V(S,t —k)—c;V(S+h,t —k)
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onde,

4h2  4h
po_[L_ a8
E= Ik~ anz 2
. 0252 ﬁ
E 4h2 " 4h
ary = ag
by — 1 n c28%
P70k " 4n2 T2
Cf = CEg

Esse sistema de equagoes pode ser representado matricialmente da seguinte

forma:s:
by ¢ O 0 Vi 0 by ¢¢ 0 0 V;'l 0
ag be c 0 VE 0 a by ¢ 0 Vgl 0
N _ s, : "
a by oce| |V, 0 il om b oal |V 0
00 ag be| [V ] leXxa 00 - - & b V:;ll -(Xa
ou seja,

Mg xVi+ By =M x V=l + B

onde, o lado esquerdo corresponde a parte explicita e o direito, a parte implicita.
Com isso basta rearranjarmos esse sistema de modo que isolemos apenas o que
desejamos saber do lado esquerdo.

Vitl=M;' x (Mg x Vi+ By — By)
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5.2 Algoritmo Modificado

A implementagao desse método também foi realizada em Matlab, aproveitando-
se de sua vasta biblioteca de fungoes previamente definidas através de pacotes
e ainda de seus incomparaveis comandos de saida grafica.

% Parametros do Problema

r = 0.2; % Taxa de Juros

sigma = 0.25; % Volatilidade da Acao

M = 160; % Numero de Pontos (Tempo)

N = 160; % Numero de Pontos (Prego das Agdes)
Smax = 20; % Prego Maximo das Agdes Consideradas
Smin = 0; % Prego Minimo das Agoes Consideradas
T = 1.3 % Maturacao (Validade) do Contrato

E = 10; % Prego do exercicio da agao

% Parametros necessdrios para resolver a equagao

k = (T/M); % Passo do Tempo

h = (Smax—Smin) /N; % Passo do Prego

s = (0:N)*h; % Vetor preco da agao
t = (0:M)x*k; % Vetor tempo

% Inicializando a Matriz do Valor da Opgao
V = zeros (N+1, M+1);

Be = zeros(N—1, 1);

Bi = zeros(N—1, 1);

% Condigoes Finais: V(S,T)= max(S-E,0);
V(2:end—1,end) = max(s(2:end—1)—E,0.0) ;

% Condigoes de de Fronteira
V(1l,:) = 0.0; % V(0,t)
V(end,:)=Smax—Exexp(—r*(T — t)); % V(S,t)

0
S-Eexp|[-r(T-t)] quando S - infinito

% Definindo a Matriz Tridiagonal Explicita

ae = (sigmaxsigma*s.*s)./(4*xhxh)—(r*s)./(4%h);
ce = (sigmaksigmax*s.*s)./(4%h*h)+(r*s)./(4%h);
be = 1./k — (sigma*xsigmaxs.*s)./(2%h*h) — r./2;

Mte = diag(be(2:end—1),0) + diag(ae(3:end—1),—1) + diag(ce(2:end—2),1)<«

3

% Definindo a Matriz Tridiagonal Implicita

ai = —ae;
ci = —ce;
bi = 1./k + (sigma*sigmaxs.*s)./(2%xh*h) + r./2;

Mti = diag(bi(2:end—1),0)+diag(ai(3:end—1),—1)+diag(ci(2:end—2),1);

% Implementagao do metodo de Crank-Nicholson

for m = M+1 : —1 : 2
Be(end) = ce(end—1)*(Smax — Exexp(—r*(T — t(m))));
Bi(end) = ci(end—1)x(Smax — Exexp(—r*(T — t(m—1))))
V(2:end—1,m—1) = Mti \ (MtexV(2:end—1,m) + Be — Bi)

3
3

end
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5.3 Analise de Resultados

As figuras a seguir apresentam os resultados obtidos com o algoritmo da
se¢do anterior. A primeira delas, uma superficie em coloracdo arco-iris, exibe
a superficie de precificacao de uma opcao de compra, com as mesmas carac-
teristicas j4 mencionadas em segOes anteriores.

EDF de Black-Scholes

Ja a figura abaixo apresenta variagoes nos parametros da taxa de juros, onde
r € [0,1]. A medida que aumentamos a taxa de juros, a curva desloca-se da
direita para a esquerda. Quando r = 0 (curva vermelha mais inferior) nao
hé diferenca no valor do ativo ao longo do tempo, ou seja, o valor presente
do ativo é idéntico ao seu valor futuro. Substituindo esse valor na equagao,
ficamos com uma EDP de difusao completa, o que implica dizer o prego “difunde-
se” homogeneamente ao longo do processo, analogo ao que ocorre, por exemplo,
com a difusao do calor em uma barra de ferro.

Risk-Free Rale
18 T T T T T T T T T

Option Price

2 4 3 & in 12 14 16 18 20
Azzet Price
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Na tltima figura, foi feita uma manipulacdo na volatilidade do ativo, onde
o € [0,1]. A medida que aumentamos a volatilidade a curva também desloca-
se da direita para a esquerda. Sabe-se que a volatilidade é uma medida de
dispersao dos retornos de um ativo financeiro. Portanto, quanto mais o preco
de uma acao varia num periodo curto de tempo, maior o risco de se ganhar ou
perder dinheiro em uma transacao ao longo do tempo. Uma volatilidade em
que o = 0, significa que nao ha nenhum risco de perder dinheiro. O preco da
opgao é crescente com relagao a volatilidade. Isso pode ser visto calculando a
derivada do prego da opgao de compra com relagao a volatilidade e verificando
que isso é, de fato, positivo.

ol aility

Cption Price
@

? L L
2 4 & n 12 14 16 18 20
Asset Price
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