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Determinacado
do Preco de Uma Opcdo
e Arbitragem

Neste capftulo, desenvolve-se, passo a passo, a Teoria da
Determinagdo do Preco de Opgoes. Comega-se por um modelo
simplificado, que permite analisar situagies simples onde o prego do
ativo subjacente s6 pode tomar dois valores em cada perfodo. Este
modelo ¢ especializado até chegar-se @ férmula binomial de Cox e
Rubinstein. A seguir, passando ao limite quando o intervalo entre as
operagdes encurta para zero, obtém-se a formula de Black-Scholes.

2.1 Um Modelo Simplificado

No capftulo anterior, viu-se alguns dos usos e finalidades a que as opgdes podem se
prestar. Mostrou-se como € possivel combinar posigdes compradas ou vendidas num ativo com
posi¢des compradas ou vendidas em uma ou mais opgdes sobre este ativo, obtendo spreads,
borboletas, etc.

Examinou-se também qual deveria ser o prego de mercado de uma opgido, no dia do seu
vencimento, em fungdo do prego do ativo subjacente € do prego de exercicio, para que ndo
houvesse oportunidade de arbitragem. Contudo, quase nada foi dito sobre o que deveria ocorrer
nos demais dias.

Esta lacuna comegar4 a ser preenchida neste capftulo, através da criagdo de um modelo
ordtico que ajudard, com o auxilio de um microcomputador, a determinar o prego tedrico que uma
>pcdo de compra do tipo europeu deveria ter para que nao houvesse possibilidade de arbitragem,
nostrando-se também o que se deve fazer, caso o prego de mercado seja diferente deste valor ideal,
1 fim de obter lucro com operagdes de arbitragem pura.

Para a criagio do modelo, vai-se comegar pela anélise de uma situagdo muito simples:
{XEMPLO 1: § Suponha que o prego de mercado de um ativo, por exemplo 1 kg de ouro,

seja 100 hoje e que amanhai ele possa ser igual a 90 com 30% de chance ou 120
com 70% de chance. Pode-se fazer um diagrama mostrando essa situagdo:




Figura 1

Suponha também que existam no mercado opgdes de compra sobre o ouro, cujo
vencimento € amanh3 e cujo prego de exercicio € igual a 105. A taxa de juros é
1% ao dia. Deseja-se saber qual deve ser o prego de mercado dessas opgoes
hoje, para que niio haja oportunidade de arbitragem.

Com tal fim, considere a seguinte operagdo financeira, a qual ser4 justificada
posteriormente:

a) venda uma op¢ao de compra sobre 1kg de ouro cujo preco de exercicio é
105, recebendo em troca o seu prego de mercado C;

b) compre 500 grs. de ouro, gastando 50;
¢) aplique o que sobrar em renda fixal.

O comportamento da opgdo € descrito pelo quadro abaixo2:

Figura 2

1 Na maior parte das aplicacOes priticas, o que acontecerd é que haverd a necessidade de s¢ tomar um
empréstimo para comprar a quantidade ideal do ativo. Este empréstimo equivale, matematicamente, a uma aplicagio
com saldo negativo.

2 No capitulo precedente, viu-se que, a fim de n3o existir possibilidade de arbitragem, o prego de uma opgao de
compra de ouro no dia do seu exercicio deverd ser igual ao maior dos dois mimeros:

a) zero;

b) preco de mercado do ativo menos prego de exercicio da opgao.
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Entdo, no dia do exercicio, ter-se-4, considerando o retorno da aplicagéo c;“‘
. renda fixa, mais o valor da aplicagéio em ouro, mais a obrigagdo de recomprar a

: op¢do, que o lucro desta operagéo é:

* 1.01(C -50) + 45 -0 com 30% de chance;

* 1.01(C -50) + 60 - 15 com 70% de chance;

ou s¢ja,

* 1.01(C -50) + 45 com 100% de chance.

: Neste caso, afirma-se que, para que ndo haja lucro de arbitragem pura, se
. deve ter:

« 1.01(C -50)+45=0,
. o que implica que C =35,45.

, Com efeito, suponha que o prego de mercado da opgéo fosse 6,00, entdo a
. seguinte operagao de arbitragem poderia ser feita, garantindo lucro certo:

I* Dia
Vender uma opgio s/lkg. + 6,00
Tomar emprestado + 44,00
Comprar 500 grs. de ouro - 50,00
Variagao do Caixa 0,00
2? Dia
1* caso (preco do ouro = 120)
Recompra opgéo sobre lkg. - 15,00
Vende 500grs. de ouro + 60,00
Paga empréstimo + juros - 44,44
Lucra 0,56
2t caso (preco do ouro = 90)
Nio precisa recomprar a opgio 0,00
Vende 500grs. de ouro + 45,00
Paga empréstimo + juros - 4444

Lucra 0,56

De forma andloga, se o preco de mercado da opgao fosse menor que 5,45,
por exemplo 5,00, entdo se poderia fazer o seguinte:



1* Dia
Tomar emprestado 500 grs. de ouro
e vendé-las + 50,00
Comprar uma opgio s/lkg. - 5,00
Aplicar no banco -~ 45,00
Variag¢éo do Caixa 0,00

2% Dia
1* caso (preco do ouro = 120)
Vende opgio sobre 1kg. + 15,00
Compra 500grs. de ouro ¢ devolve - 60,00
Recebe aplicagio + juros + 45,45
Lucra 0,55

2t caso (preco do ouro = 90)

A opgio ndo vale nada 0,00
Compra 500grs. de ouro e devolve - 45,00
Recebe aplicagio + juros + 45,45
Lucra 0,55

onde se supds que o arbitrador pudesse tomar ouro emprestado sem incorrer em
custo algum (vide exercicio n° 3 ).

Note que, a fim de formular e resolver este exemplo, se teve de fazer uma série de
hip6teses no minimo heréicas ou, usando uma expressao de que tanto gostam os economistas, ad-
hoc . Elas foram as seguintes:

1) A de que se sabe comn absoluta certeza quais os valores que o ouro pode tomar amanhi;
2) Que nio existem comissdes de corretagem e custos fixos;

3) Que o ativo 1kg. de ouro era divisivel e que se podia comprar 500 grs. de ouro ou
qualquer fragdo sem maiores problemas e pelo mesmo custo unitirio3;

4) Que o mercado de crédito ndo apresenta restrigdes, nem do lado da captagdo, nem do da
aplicagdo, e que as taxas de captagdo e aplicacdo sio idénticas;

5) Que era possivel tomar ouro emprestado sem pagar juro de espécie alguma.

3 No caso de a¢0es, por exemplo, nfio se pode comprar meia ac30. Além disso, 0 mercado fraciondrio de acOes,
ou seja, 0 mercado para quantidades de agbes inferiores a 100 (cem) tem, geralmente, pregos diferentes do mercado 2
vista. Este iiltimo fendmeno repete-se de certa forma no caso do ouro, onde, apesar de ser possfvel aproximar a fragio
utilizando os mercados de OZ2 e OZ3, os spreads entre os pregos de compra € de venda ficam muito diferentes do de
OZ1, invalidando o seu uso para este fim.



Além disso, h4 ainda que se observar dois outros fatos:

a) As probabilidades com que o prego do ouro sobe ou desce ndo influenciam a
determinagdo do prego tedrico da opgao para que nio haja arbitragem?;

b) Estd completamente descartada a possibilidade de ser dado um corner no mercado,
isto é, de se criar uma situagdo na qual o volume de opgdes vendidas passasse a
influenciar o prego do ouro.

Com o auxilio dessas observagdes, € justificdvel e conveniente tentar explicar melhor o que
foi feito no exemplo acima.

De fato, apesar de ter funcionado muito bem, nada foi dito ainda sobre como se chegou a
conclusdo de que era necessdrio o individuo vender uma opgdo sobre 1kg. de ouro para, em
seguida, comprar 500 grs. de ouro e aplicar a diferenga em renda fixa.

Suponha que, num caso geral, a taxa de juros didria seja igual a r, o prego do ouro hoje
sejaigual a S e que ele amanhad possa tomar dois valores uS e dS com probabilidadesp e (1-p )
respectivamente, onde p € um nimeroentre 0 e 1, u > (1 +r)>d >05. O problema ¢
determinar qual deve ser hoje o prego de uma opgao de compra do tipo europeu, cujo exercicio €
amanha e cujo prego de exercicio € E.

Apesar do formalismo, aqui também ndo h4 mistério. Deve-se proceder exatamente como
foi feito para o exemplo 1.

Em primeiro lugar, se g € a probabilidade que o prego do ouro suba amanhd e (1-g)éa
probabilidade de que desga, entdo o comportamento do ouro e o valor da opgdo sdo descritos pelos
seguintes diagramas, onde Cy; e C4 sdo, respectivamente, o valor da opgdo em caso de subida e

descida do prego do ouro.

4 Quanto a este detalhe o Gnico fato importante é que nenhuma delas € zero. Ver-se-4, mais adiante, que caso:
a) o mercado seja eficiente;
b) os individuos sejam neutros a0 risco, isto é: olhem apenas para o valor esperado de suas aplicag0es;
¢) o prego do ouro s6 possa subir ou descer, podendo tomar em cada dia apenas dois valores.

Ent3io, em equilibrio, as probabilidades de subida e descida do prego do ouro estio relacionadas a quanto ele sobe ou
desce, um fato muito intuitivo (vide exercicio n® 6 ).

5 Se o prego do ouro amanha pode subir para uS ou descer para dS e se as aplicagOes em renda fixa n4o t¢ém
risco, ent3o a coexisténcia simultinea dessas duas modalidades de investimento s6 se justifica, do ponto de vista da
racionalidade econ6mica, se quando subir o ouro render mais que a renda fixa e, quando descer, render menos.



A partir disto, pode-se construir um portfolio de hedge, formado por ouro e aplicagdes
de renda fixa, cujo valor no dia do vencimento da opgdo € igual ao valor desta, isto €: ele deve
tomar o valor:

¢ Cy caso o prego do ouro seja uS ;

* Cq caso o prego do ouro seja ds .

Com este fim especifico, suponha que se vai comprar A unidades de ouro e aplicar B em
renda fixa. O desembolso inicial para ter este portfolio € igual a:

*AS +B
enquanto que amanha ele deverd valer:

*AuS + (14 r )B = Cy quando o prego do ouro sobe para uS , 0 que acontece com
probabilidade g ;

*AdS + (1 + r)B = Cq quando o prego do ouro € dS, o que acontece com probabilidade
1-q).

O que € possivel, resolvendo este sistema linear em duas equacdes e duas incégnitas 4 e B, se e
somente seb:

6 Note que a hip6tese que u > d € suficiente para garantir que 4 seja positivo.



A regra de arbitragem entre o portfolio de hedge e a opgio € muito simples e direta:

Se o portfolio de hedge custar menos
que a opg¢dao, entdo vende-se a opgdo e
compra-se o portfolio e vice-versa.

onde se entende que comprar o portfolio € tomar uma posi¢do com 4 ¢ B como descritos nas
férmulas acima e vendé-lo € tomar a posi¢ao contrdria, sendo que um B negativo eqiiivale a tomar
um empréstimo.

Esta regra tem como corol4rio imediato que:

Para que nao haja oportunidade de
arbitragem, o preco da opcdao deve ser

igual ao custo do portfolio de hedge.

Ou seja, o prego da opgao hoje deve ser dado por AS + B, 0 que com as férmulas acima resulta
em que:

,:.;C = pCy +(1-p)Cq
B (u-d)

EXEMPLO 2: £ Com os dados do exemplo 1, tem-se que Cy =15,Cq =0,u =1,20,d =

0,90 ¢ S = 100, donde A € igual a:




15-0
= =0,50 ,
(1,20-0,90) x100
eB €igual a:
_ 1,2x0-0,9x15 _ 14,55,

"~ (1,2-0,9)(1+0,01)
E, portanto, o custo inicial do portfolio de hedge é:
AS +B = 0,50x100 — 44,55 = 5,45,

que € o mesmo valor obtido para o prego da opgdo no exemplo 1.

Se, por exemplo, o prego de mercado da opgdo for 6,00, entdo vende-se a
op¢do e compra-se o portfolio, o que equivale a comprar 500 grs. de ouro e
tomar um empréstimo de 44,55. O lucro desta operagdo € a diferenga entre o
prego da opgio e o do portfolio, capitalizada pela taxa de juros mais, o que se
apura no segundo perfodo:

Lucro = (6,00 - 5,45)x 1,01+ (=15+60-44,55x1,01)
ro = (6,00 -5, , )
(45-44,55x1,01)

= 0,5555+0,0045 = 0,56.

Um valor que, como era de se esperar, repete o que havia sido obtido no
- exemplo 1.

¢

2.2 A Determinac@o do Valor de Uma Opg¢do que Dura Mais
Que Um Dia

Agora, suponha que se queira estender o resultado da segdo anterior, determinando-se qual
0 prego tedrico que uma opgao de compra do tipo europeu deveria ter a n dias do seu vencimento,
de forma a que ndo houvesse espago para arbitragem.

Para tal, proceder-se-4 como antes: do mais simples para o mais complicado, analisando-
se, em primeiro lugar, no exemplo abaixo, o que acontece com o prego de uma opgao que estd a
dois dias do seu vencimento:
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® Suponha que a taxa de juros didria seja 1% € que o prego do ouro se comporte
da seguinte forma:

a) hoje ele vale 100;

EXEMPLO 3:

b) amanh3 ele pode subir para 120 ou descer para 90;

c) se ele subir para 120, entdo, no dia do exercicio, ele pode ir para 150
ou passar para 110;

d) se descer para 90, entdo pode voltar para 110, ou cair, mais ainda, para
80.

Estes movimentos sdo melhor descritos por um diagrama em 4rvore como o da
figura abaixo, onde também j4 se aproveitou para indicar os possiveis valores
finais que uma opgao de compra do tipo europeu, cujo preco de exercicio € 105,
pode tomar em fungéo do prego do ouro:

O objetivo € determinar qual o valor que a op¢io de compra deveria ter hoje
para que ndo houvesse oportunidade de ganho de arbitragem até o dia do
vencimento.

Isto pode parecer mais complicado do que realmente €:

lugar, “poda-se” a drvore acima substituindo os dois pares de
galhos do dia do vencimento pelos respectivos valores Cy, € C4, calculados de

forma a que ndo haja arbitragem entre o0 22 € 0 32 dia.

Para o ramo superior da 4rvore, tem-se:




=1,80 3

Em segundo lugar, os valores teéricos assim calculados substituem o Cy, e
0 C4 da segdo anterior, permitindo o c4lculo de um prego teérico para a opgio,

o qual deveria evitar a existéncia de arbitragem entre hoje e amanh3, se, € claro,
a opgdo viesse realmente a tomar esses valores:



Afirma-se que se e somente se o prego de mercado da opgdo hoje for igual a
este prego calculado de 6,96 € que nio haverd arbitragem lucrativa.

Por exemplo, suponha que o prego de mercado da opgdo fosse 8,00. Entio,
o diagrama da préxima pigina mostra como se poderia aproveitar esta
distor¢do, descrevendo o que se deveria fazer para cada um dos possiveis
caminhos do prego do ouro:



2* Dia (prego do ouro = 120) 3* Dia (preco do ouro = 150)
« Controle do Caixa '| +Controle do Caixa
Compra 525,3 grs. de ouro -63,04] Recompra opglio - 45,00
Toma emprestado + 63,04 - Vende ouro + 150,00
Varia¢do do Caixa 0,00] Paga empréstimo (103,96)x1,01 = - 105,00
Recebe Aplicagho (1,05x1.01) = + 1,06
* Controle da Dfvida o Lucro
Saldo Anterior +4051] e
_____ Taros «om| ym‘( = ‘ .I.w)
Novo empréstimo +6304) pre¢o do oiiro =
P Saldo da Divida w 24| +Controle do Caixa
1* Dia Recompra opgiio
*» Controle do Caixa + Controle da Aplicagdo Vende ouro + 110,00
Vende opgio sobre 1kg. + 8,00) . Saldo Anterior +104] ¢ Paga empréstimo (103,96)x1,01 = - 105,00
Aplica (8,00-6,96) até o vencimento - 1,04 Juros +so001l:: Recebe Aplicagio (1,05x1.01) = + 1,06
Compra 474,7grs de ouro -4747) Saldo da Aplicacdo Lucro 1,06
Toma emprestado + 40,51 S R e
Variagdo do Caixa 0,00 R O AR A T A Lo
- 2* Dia (prego do ouro = 90)
o Controle da Divida .. ¥ +Controle do Caixa 24 o Controle do Caixa
Saldo da Divida w5 Vende 308 grs. de ouro -21,72 - Recompra opglio - 5,00
S Paga a0 Banco Vende ouro +1833
« Controle da Aplicacdo . Variagdo do Caixa Paga empréstimo (13,20)x1,01 =  -13,33
Aplicaciio : Recebe Aplicagho (1,05x1.01) = + 1,06
o * Controle da Divida 1,06
Saldo Anterior
Juros o
Pagamento 15 Dia (prego do onro = 80)
Saldo da Dtvida “T.c te do Cai
. Vende ouro +13,33
* Controle da Aplicagdo Paga empréstimo (13,20x1,01 = - 13,33
Saldo Anterior Recebe Aplicaglo (1.05x1.01) = + 1,06
Juros —_— =
Lucro 1,06

Saldo da Aplicacdo
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O exemplo 3 acima indica um procedimento geral de célculo numérico, o qual permite a

determinagdo do prego ‘que uma opgéo de compra do tipo europeu deve ter a n dias do seu

vencimento para que n@o haja arbitragem. A tnica hip6tese necessdria é que, dado o prego
realizado num dia, entdo apenas dois pregos sejam possiveis no dia seguinte.

Chamando de i o niimero de dias de vida que a opgdo ainda tem a viver, este procedimento
numérico pode ser descrito da seguinte forma:

* Para i =0, isto ¢, para o dia do vencimento, calcule o valor da opgdo para cada um dos
possfveis valores do ativo.

* Parai=1 at€ n, isto €, da véspera do dia do vencimento até o dia para o qual se deseja
calcular o valor da opgéo repita o seguinte procedimento:

* O valor C da opgao numa bifurcagio ¢ dado por:

c=P6+A=-p)C;
1+r ’

onde:

1+r-d
u-d

p:

Cu € o valor da opgdo calculado na bifurcagio seguinte para cima,
Cd € o valor da opgdo calculado na bifurcagdo seguinte para baixo.

* O valor calculado para i = n € o valor que a opgdo deveria ter n dias antes do seu
vencimento, dados os possiveis movimentos no prego do ativo, para que ndo houvesse
arbitragem.

EXEMPLO 4: | Com a 4rvore do exemplo 3, este algoritmo funciona da seguinte forma:

12 passo: Célculo do valor da opgdo no dia do vencimento

P 400 Saiiip 600 :E . '-.l' RPN B a0

150 {0 150-105=45
110 ' 110-405=5 -~ ..
110 . 10-105=$

80 . 80-105=-25 -

2°_Dasso:
« 1a, iteracdo: Célculo dos valores da opgdo na véspera do vencimento:



o d L
2500110/120= 09167 027
222 | 80/90 = 0.8889 | 1

O valor da opgdo € portanto igual a 6,96, que, como era de se esperar, repete o
valor obtido no exemplo 3.

¢

2.3 O Modelo Binomial de Cox, Ross e Rubinstein

O modelo da segiio 2.2, as consideragdes que ali foram tecidas e o algoritmo resultante sdo
passos na diregao de um modelo mais geral, conhecido como o modelo de Black-Scholes, muito
util para aplicages ao célculo do valor das opgdes em situagdes reais de mercado, onde se pode
supor que as transagoes sejam tdo freqiientes que, numa aproximagio, seria como se elas fossem
realizadas em tempo continuo.

A solugdo direta deste modelo € um problema de Célculo Diferencial Estocéstico e estd

completamente fora do escopo deste livro. Contudo, € possfvel chegar aos mesmos resultados e até
obter algo mais a partir de uma especializagdo do modelo da segdo anterior.

Cox, Ross e Rubinstein [1979] consideraram um caso particular € muito interessante do
problema descrito na seg¢do 2.2. Suponha que num dia qualquer o prego do ativo seja iguala S,
entdo, no dia seguinte, uma das duas coisas acontece:

* 0 prego sobe para uS ;

* 0 prego desce para dS .

Este tipo de comportamento dos pregos implica, ao longo dos dias, uma 4rvore como a da
figura abaixo:
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EXEMPLO 5: | Suponha que o prego de um ativo hoje seja 100, que u sejaigual a 1,05ed a
0,95. A evolugdo do prego do ativo durante 5 dias consecutivos € a seguinte:

Se os valores S do ativo no primeiro dia e os multiplicadores ¥ € d forem conhecidos, o
valor de uma opgdo, cujo prego de exercicio E também € conhecido, pode ser determinado usando
0 processo iterativo descrito na segio anterior.

Contudo, ao invés de se resolver numericamente este problema usando o algoritmo, é
possivel verificar que o algoritmo implica a existéncia de uma férmula geral para a determinagao
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do valor da op¢do para este modelo em particular, a qual depender4 dos seguintes quesitos:

a) oprego S do ativo;

b) a taxa de juros didria r;

¢) os multiplicadores u ed ;

d) o prego de exercicio E da opgdo;

e) o nimero n de dias até o dia do vencimento.

Esta férmula, cuja dedugdo € apresentada na segfo seguinte a esta, diz que o valor C da
opgao € dado por:

onde @ (a, n,p) € a distribuigio binomial complementar? cujos parametros a,p € p’ sio
definidos da seguinte forma:

InE-InS—-nind
Inu—Ind

* a € o menor inteiro ndo-negativo o qual é maior que

p_1+r—d.

u-d ’
p'—L

* 1+rp

€ que pode ser obtida a partir das tabelas 2.xx fornecidas no final deste livro. Por outro lado, se a
for maior que n, entdo C =0.

7 A distribuigso binomial complementar @ (a, n, p ) € definida da seguinte forma:

a) Tome n varidveis aleat6rias X7 , X2 , ... , X todas identicamente e independentemente distribuidas
como uma binomial simples, tomando o valor 1 com probabilidade p e o valor 0 com probabilidade (1 -p );

b) A seguir, considere a varidvel aleatéria By, =X; +X2 +... +Xp;

¢) Se a ¢ menor que n, entio P (a, n, p ) € a probabilidade de B, ser maior ou igual que a, a qual, pode se
demonstrar € igual a:
n!

&(a,n,p)= i o -Jj)'j'p"(l—p)"".

onde n! =n(n-1)}(n-2)...1e 0! =1.
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E interessante empregar esta férmula em alguns exemplos:

EXEMPLO 6: |

EXEMPLO 7:

(Comprovacio tedérica do resultado da secio 1)
Quando n = 1, entdo:
ese E >dS, ter-se—4 que:

InE-InS-Ind
Inu-Ind

>0=a=1,

mas, como @ (1, 1, p) =p 8, isto implicard que C =Sp’ —
Ep(l+r)yl=(1+r)ylp@wS- E)y=(14+r ) 1pCy (se
supuser que uS > E'). Além disso, sabe-se que Cq = 0, donde se pode dizer
que C =(1+r)1pCy + (1 -p )Cq), reproduzindo a férmula
encontrada na segdo 1.

sjdse E <dS ,entio:

InE-InS-Ind

<0=a=0,
Inu-Ind

ecomo & (0,1,p)=1paraqualquerp,ter-se-dqueC=S —E (1 +r )1
=(1+r)ylpWS-E)+(1-p)dS -E)=(1+r)1lpCy +(1-
-p )Cd .

. Suponha que uma opgio esteja a 25 dias do seu vencimento, que o seu prego de

exercicio seja 200, que o prego do ativo hoje seja de 150, que u seja igual a
1,02,d a 0,98 e r =1% ao dia. Deseja-se saber o prego da opgio.

Para conseguir isto, em primeiro lugar, observa-se que:

_1+0,01-0,98

=0,7500 e
1,02-0,98

1,02
1+0,01

0,7500 = 0,7574.

8 Por definicao (vide nota n? 8), @ ( 1, 1, p ) € a probabilidade que de hoje para amanhi o prego do ativo

suba.
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= J4 o valor de a € igual a 20, pois:

InE-~InS-nind _ In200-1In150-25x1n(0,98)
Inu-Ind In(1,02) - 1n(0,98)

=19,8161=> a=20.

Assim, € necessdrio determinar os valores de @ ( 20, 25,0,75) e

@ (20, 25, 0,7574). Isto pode ser feito com o uso da tabela 2.25 no fim deste
livro. Naquela tabela se 1€ que:

@ (20, 25,0,75) = 0,378,

enquanto @ ( 20, 25, 0,76) = 0,423, o que permite obter o valor de @ ( 20,
25, 0,7574) por interpolagdo numéricad:

@ (20, 25,0,7574) = 0,378 + 0,74x(0,423-0,378) = 0,411.

Assim, o valor C da opgido, para que ndo haja oportunidade de arbitragem, é
dado por:

0,378

C=150x%x0,411-200 X ————
(1+0,01)%

= 2,699.

EXEMPLO 8: § No exemplo 7, suponha que a taxa de juros aumente de 1% ao dia para 1,5% ao

dia. Mostre que a opgdo deve ficar mais cara.

De fato, comr = 1,5% dia, os valores de p e p’ alteram-se para:

_1+0,015-0,98
1,02-0,98

=0,8750

_ 02

= 0,8750 =0,8793.
140,015

Assim, € necessdrio calcular @ ( 20, 25, 0,8750) e @ ( 20, 25, 0,8793).
Usando novamente a mesma tabela, tem-se que:

@ (20, 25,0,8750) = (20, 25, 0,87) + 0,50x(® ( 20, 25, 0,88) —
-& (20, 25, 0,87)) = 0,903 + 0,50%(0,929 - 0,903) = 0,916

9 O valor exato, calculado até a quarta casa decimal é igual a este valor.
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@ (20, 25,0,8793) = & (20, 25, 0,87) + 0,93x(d (20, 25, 0,88) —
- (20, 25,0,87)) = 0,903 + 0,93%x(0,929 - 0,903) = 0,927.

. Donde, aplicando-se a férmula vem que:

- C=150x0,927-200x—2228 _ _ 13 791,
(1+0,01)

2.4 Justificativa da Férmula Binomialio

A férmula de Cox e Rubinstein € imediata a partir dos seguintes fatos:

PRroPOSICAO n® 1.

Conhecido o preco do ativo hoje, para a determinagdo do seu
pre¢o no dia do exercicio, basta saber quantas vezes ele subiu ou
desceu em relagdo a véspera, ndo importando a ordem com que
esses movimentos ocorreram.

A demonstragdo da proposigio acima € imediata e serd omitida.

EXEMPLO 9: § No exemplo 5, para que o ativo chegue ao prego final de 99,50 tanto faz se a

seqiiéncia de movimentos € uudd , udud , uddu , dudu ou dduu .
4

PRrOPOSICAO n® 2:

Defina C (k) como sendo o valor da opgdao no dia do seu
vencimento ao fim de um caminho com exatamente k subidas de
preco. Entao, existe um niimero inteiro a tal que:

u'd"*S-E se k2a

C(k)={0 se k<a

10 A leitura desta seg3o € opcional.

FUNDAGAO GETULIO VARGAS
Biblioteca Maric Henricue Simonsen
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DEMONSTRACAO

DA

PROPOSICAO Nt 2

EXEMPLO 10: {

f A primeira coisa a se observar € que se u é maior que 1 +r enquanto d € menor,
| entdo, existe um niimero inteiro k tal que:

Assim, tomando o logaritmo neperiano de ambos os lados desta inequago,
tem-se que 11:

klnu+(n-k)Ind+InS2Inf =

> InE-InS-nind
Inu~-Ind

=k

O niimero a € definido como sendo o menor dos k ’s ndo-negativos que
satisfazem a inequagdo acima.

4
Com os dados do exemplo 5, se o prego de exercicio da opgio for 105, entio,

em fungdo do prego do ativo, tem-se que a opgdo pode tomar os seguintes
valores no dia do seu vencimento :

11 E importante recordar que a fung3o logaritmo neperiano, cujo dominio
€ o conjunto dos nimeros reais positivos e cujo valor no nimero x se
escreve In(x ) € uma fungiio mondtona estritamente crescente, 0 que quer dizer
quese y >x ,entdo In(y) > In(x ). Ela também tem a propriedade que dados
dois nmimeros positivos x € y, ent3o In(xy ) = In(x ) + In(y ).
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Observando-se assim que o valor da opgdo é sempre igual a zero quando o

prego final do ativo foi o resultado de menos que 3 movimentos para cima nos
dias intermedi4rios.

¢

Prorosicio ne 3.

Como conseqiiéncia do algoritmo da segdo 2.2, o prego tedrico
C da opgao é uma média ponderada dos C (k) deflacionada pela
taxa de juros r. Nesta ponderacdo, cada um destes valores tem
peso igual a:

n! t n—
aoom? a-p,

onde:

* k ¢é o nimero de movimentos para cima no prego do ativo,
necessdrios para chegar até a posigdo em questdo;

!
o € o niimero de caminhos com k subidas de prego;
(n=k)k!
_1+r-d

u-d

Ou seja, C é igual a:
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1 n! kg nek _
C= Ty Zmm ot -PTC®

1 n! k =tk
=+ Zf(n—k)!k!p A=py=Ck).

BEMONSTRA(;AO
A
PROPOSICAO N¢ 3

A demonstrag@o ser4 feita por indugio finita.

: Para n = 1 o resultado estd demonstrado na segdo 2.2. Suponha que o
| resultado seja verdadeiro para n = m. Neste caso, vai-se demonstrar que o
|| mesmo € verdade quando n =m+1.

. Tome uma opgdo a2 m+1 dias do seu vencimento. Para que ndo haja
. oportunidade de arbitragem, a hipétese de indugéo diz que o valor da opgdo no
| 2%dia, isto € a m dias do seu vencimento deve ser igual a:

C = 1 m!
LA+ S m=-k)'k!

P*A-p)" " Clk+1),

caso o prego do ativo tenha subido, ou entdo:

L e m
Ca= oy Zm—pm? =P e,

caso o prego tenha descido. Assim, tem-se que:

1
C 1_H(pC,‘+( p)C,)

_ 1 - m!
A+r)"" & (m-k)'k!

p*(1- p)"*(pC(k +1)+ (1~ pP)C(K)),

o0 que, lembrando que C (0) =0 e coletando os termos em C (k ) quando k > 0,
leva a que:

- 1 o m! m! by ek N
T Z;((m-k)!k!+(m—(k—l))!(k-l)!)p A-p™CE)

_ 1 & (m+1)! E(] _ pymtl—k
T 1+r)™ g(((mn)-k)!k!)p =Py C.




EE demonstrando que o resultado vale quando n = m+1.

EXEMPLO 11: ¢ Com os dados dos exemplos 5 e 10, deseja-se calcular o prego teérico C da

© opgdo dado que a taxa de juros didria € 1%. Para tal vai-se, em primeiro lugar,

. aplicar o algoritmo da segdo 2.2, cujo primeiro passo j4 foi dado no exemplo
10. O resultado de se fazer isto € o seguinte:

s 40

. Jusmensas ]

SI5x06041L04x040:

1,730,600 +0x0,40 -] - ] - T
: BQ,'OI 4 :
for G |

Por outro lado, usando a férmula para C, obtém-se o seguinte:

!
- (1+0101)‘ [3‘; x0,60° x 0,40 x 4,97 +

41

4'—0')(0,604 X0,4° X 16,55] = 3,71

Finalmente, usando a proposi¢do n? 3, pode-se, com mais alguns algebrismos, chegar &
férmula de Cox e Rubinstein:



PROPOSICAO ne 4.

No modelo binomial o valor C de uma opgio de compra é dado
por:

C=SP(a,n,p')-

E
(l+r). ¢(a’n!p)°

DEAMONSTRA(;AO
D
PROPOSICAO N® 4

De fato, tem-se que:

_ 1 < n! A _
C= T Zapwr A-PC®

!
- T Lo P WS- By =

k=a(n_k)!k!
= L n! , U i —L et )
—s;a(n—k)!k!\l-l-rp) a 1+rp) a+r” &(a,n,p)
w___E
= S®P(a,n,p') a+ry &(a,n,p).
¢

EXEMPLO 12:§

Usando a férmula de Cox e Rubinstein com os dados dos exemplos 7,8 ¢ 9 ¢
mais a tabela 2.4 se tem que:

*® (3, 4,0,60) = 0,475 e P (3, 4, 1,05x0,60/1,01) = 0,516,
o que implica que:

C = 100x0,516 —105x(1,01)4x0,475 = 3,71.

2.5 A Distribuicao Normal

No mundo real, dificilmente se pode esperar que os movimentos dos pregos dos ativos
sejam tdo simples quanto os que foram descritos nas se¢des anteriores. Ndo hd razdo alguma que
justifique a hipétese de que, num determinado dia, o prego de um ativo possa tomar apenas dois
valores. Mais ainda, a maior parte dos ativos, para os quais existem opgdes negocidveis, sio
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transacionados com grande freqiiéncia e ndo apenas uma vez por dia, sendo que, de instante para
instante, podem se alterar as distribuigdes de probabilidade do que vai acontecer.

De fato, estudos empiricos mostram que é mais f4cil aceitar que 0 movimento dos pregos
desse tipo de ativo € um processo estocdstico tal que a distribuigio de probabilidade do valor do
ativo num determinado instante seja do tipo log-normal. Para poder explicar esta idéia,
fundamental para a compreensiio da Teoria das Opgdes e o modelo de Black-Scholes, € necessério,
em primeiro lugar, definir a distribuigdo normal standard e entender as suas propriedades:

Distribuicdo Normal

Diz-se que uma varidvel aleatéria X distribui-se normalmente com média u ¢ desvio

padrio o, quando a probabilidade P (X < & ) de X tomar valores menores ou iguais a um
niimero real & € dada pela integral:

& e~x-wrne
PX<a)= J' dex

Em outras palavras, o que a férmula acima diz € que P (X < &) € a drea compreendida entre a
curva, chamada de fung¢éo de densidade de X, cujas ordenadas y sdo dadas por:

—?
e-(x n)nat
6«727:

¢ o eixo horizontal entre —< € &, conforme € indicado na figura abaixo:
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Entre as principais propriedades das distribuigSes normais citam-se as seguintes:

* P (X seo0)=1, isto &, a drea total debaixo da fungdo de densidade de uma distribuigio
normal € igual a 1.

* 99,87% da érea debaixo de uma curva normal estd compreendida entre 4 —30 e 4 + 30,
« Elas sdo simétricas em relagdo 2 média, isto é:
PX <a)=1-PX <2u -a),

conforme se pode verificar na figura abaixo:

P(X > 2u-a)

P(X s a)=

lrx sa)

=1-PX SZ# -Q

« Apesar da integral em (1) ndo ter uma forma fechada, isto €, de ndo ser possivel obter
uma expressdo analitica para P (X < « ), hd que se notar que se N ¢ a fungio definida
por:

x -2

N@&)= jeﬁds,

ou seja, se N € a funcio de distribui¢do de uma varidvel aleat6ria normal com média zero
¢ desvio padrdo 1, também chamada de distribui¢do normal standard, entiio:

PX <a)=NE=H,
g

E possivel entdo, usando técnicas de Célculo Numérico, calcular N (¢ ) para valores pré-
determinados de ¢ , construindo assim uma tabela, como aquela no final deste livro, que
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ajudard na determinagdo de P (X < ) no caso geral da média ser diferente de zero ¢ o
desvio padrédo for qualquer.

O uso dessas propriedades elementares das distribuigdes normais € ilustrado no exemplo

prético abaixo:

EXEMPLO 13: §

A) Célculode P (X < e) quando ¢t = o-{(a - 1) é um niimero da tabela:

Se X € uma varidvel aleatéria normal com média g = 100 e desvio padrdo ¢ =
. 10, entdo a probabilidade de que X seja menor que 105 pode ser calculada da
. scguinte forma:

.- 105-100

=0,50,
10 50

o que, tomando o valor de N (0,5) na tabela 1, implicaque P (X < 100) =

0,6915 = 69,15%.

B) Cdlculode P (X <a)quandot = =0"1(a — i) nao € um nimero da
tabela:

Nas condigGes do item a, se @ = 105,06, entdo ¢t = 0,506 ¢ a 4rea N (0,506)
pode ser obtida fazendo uma interpolagio linear com os valores da tabela 1:

N (0,506) = N (0,500) + 0,6x( N (0,510) — N (0,500)) = 0,6915 +
= 0,6x(0,6950 - 0,6915) = 0,6936.
C) J4 a probabilidade de que X seja menor que 95 € igual a:
P(X £95)=1-P(X <2x100-95 =105) = 0,3085 = 30,85%.

Uma Propriedade Fundamental
da Distribuicdo Normal Standard

As propriedades apresentadas acima sdo muito interessantes, mas referem-se somente a
distribui¢do normal. Existe uma outra propriedade, na verdade um poderosfssimo teorema da

Teoria das Probabilidades, conhecido como o Teorema Central do Limitel2, que diz o

12 O nome vem da lingua inglesa: Central Limit Theorem . No Brasil, em algumas publicagdes 0 nome
apareceu como Teorema do Limite Central. Esta terminologia nfio nos parece adequada, pois de fato, este teorema é o
resultado central do estudo das somas de processos infinitamente divisiveis e n30 algo que se relacione a um limite
que esteja no meio de outros valores.
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seguinte: e

E importante traduzir o que este teorema diz para uma linguagem menos abstrata.

, diz-se que duas varidveis aleatérias sdo identicamente distribuidas
quando a probabilidade delas serem menores que um determinado valor € sempre igual, seja qual
for este valor. Isto € muito diferente de dizer que elas sdo iguais, ndo devendo nunca ser feita
confusdo entre os dois conceitos.

Em segundo lugar, duas varidveis aleatérias sdo ditas independentes se a probabilidade
de qualquer uma delas tomar um certo valor ndo € influenciada pelo valor da outra.

Diz-se que uma seqiiéncia Y, de varidveis aleatérias converge em distribuic@o para
uma outra varidvel aleatéria Y se e somente se para todo @ onde a fungdo Fy, definida por Fy (@
)=P (Y < a) for continua, se tiver que:

limp_400 P (Yn S a) =Fy (x).

Assim, o Teorema Central do Limite pode ser reenunciado dizendo-se que, dada uma
seqiiéncia de v.a.’s independentes e identicamente distribuidas com média e varidncia finitas X, ‘s,
entiio as somas normalizadas Sy, * s convergem em distribui¢ao para uma normal standard.

EXEMPLO 14: g Num jogo de dados, por exemplo, dois dados sdo langados e soma-se o

iimero de pontos das faces que caem voltadas para cima.

Para cada dado, o niimero de pontos que resultard ¢ uma varidvel aleatdria
ue pode tomar os valores: 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Se o dado for honesto, entdo cada
| um desses valores terd probabilidade igual a 1/6 de ser obtido.



EXEMPLO 15: §
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Se ambos os dados forem honestos, entiio tem-se duas varidveis aleatérias
| identicamente distribuidas.

Por outro lado, o resultado de um dado € independente do outro e as
| varidveis sdo independentemente distribuidas.

¢

_ Tome uma sequéncia de varidveis binomiais simples X1, X3, ..., X,
| identicamente e independentemente distribuidas, tais que:

P(X;=0)=025eP (X;=1)=0,75.

| Neste caso, a média dessas varidveis € dada por:
1 =0,25%0+0,75x1=0,75,

enquanto o seu desvio-padrdo pode ser obtido a partir de:
0® =0,25x(0-0,75)* +0,75x (1-0,75)* = 0,1875.

Definindo S, como no enunciado do Teorema Central do Limite, pode-se
demonstrar que:

P(S, S @) = P(X, + X,+...+X, < a+J0,1875n +0,75n) =
=1- &(a+/0,1875n +0,75n] - ,1,0,75),

onde & € a distribui¢do binomial complementar, vista anteriormente, ¢ [ ] € 0

maior niimero inteiro menor ou igual a & . Assim, por exemplo, sen =25¢
= 2, tem-se que:

P(S, S @) =1- d([2x/0,1875x 25 +0,75% 25] -1,25,0,75) =
=1-d(22,25,0,75) =
=0,9679 = 96,79%,

enquanto que o Teorema Central do Limite diz que P (S, < a ) ¢

aproximadamente igual a N(2) = 0,9772 = 97,72%, um erro de aproximagio
menor que 1%.

A figura abaixo permite comparar, quando n = 25, os gréficos de P (Sp S
a)edeN (a):
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A Distribuicao Log-Normal e a Teoria das Financas

Diz-se que uma varidvel aleat6ria X > 0 ¢ log-normal quando a distribui¢do de InX ¢
uma distribui¢io normal.

EXEMPLO 16: & Suponha que InX seja distribuida como uma normal standard, entio o gréfico
¢ da fungdo de densidade de X tem o seguinte aspecto:
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A fungdo de distribui¢do log-normal € extremamente importante na Teoria das Finangas.—
Ela, juntamente com o Teorema Central do Limite, tem profundas implicagdes sobre como se pode
estudar a natureza dos processos estocdsticos que os pregos dos ativos seguem.

De fato, suponha que todos os dias o prego de um ativo seja o seu prego da véspera

multiplicado por uma varidvel aleatéria. Assim, se o preco do ativo era igual a S no primeiro dia,
entdo, ap6s n dias, o seu prego Py, serd dado por:

P =8SXX,. .X,,
onde os Xj ‘s sdo esses multiplicadores didrios.

Tomando o logaritmo de ambos os lados da equag@o acima, vem que:
InP,=InS+InX, +InX,...+InX,,

o que, por causa do Teorema Central do Limite, acarreta que se as varidveis Xj forem
independentes e identicamente distribuidas , entio a fungdo de distribuigdo de:

InP,-InS-n8 _InX,+InX,..+InX, ~né
Evn EVn ’

onde & € a média de InX; e £ € o seu desvio-padrdo!3, quando n €é muito grande, fica muito
préxima da normal standard.

EXEMPLO 17: No Modelo Binomial de Cox e Rubinstein suponha, como no exemplo 7,

que u seja igual a 1,02 ¢ d a 0,98. Suponha também que a cada dia a
probabilidade do prego subir seja igual a 75%, ou seja: igual ao p calculado
naquele exemplo.

Neste caso, tem-se que:
a) 6 =0,75xIn(1,02) + 0,25xIn(0,98) = 0,0098;

b) &€ = (0,75%(n(1,02))2 + 0,25x(In(0,98))2 — (0,0098)2 )1/2 =
=0,0173.

Assim, se o prego inicial do ativo é S = 150, entdo, para se obter por
aproximagdo a probabilidade de que Pp seja menor que 200 daf a 25 dias,

calcula-se a razio:

o = 1n(200)~ In(150) - 25 0,0098
0,01734/25

13 E muito importante notar que, exceto em casos excepcionais, nem a média nem o desvio-padro de InX; s3o
iguais ao logaritmo da média de X ou ao logaritmo do desvio respectivamente (vide exercicio n* 13 ).

=0,4934,
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que, com o auxflio da Tabela 1, nos d4 que esta probabilidade € igual a
68,91%14,

¢

2.6 A Férmula de Black-Scholes

Em 1973, Fischer Black e Myron Scholes [1973] propuseram um método para o c4lculo do
prego tedrico de uma opgio, dando uma férmula para este prego em fungio do prego spot S do
ativo, do prego de exercicio E da opgéo, da taxa de juros r, do tempo ¢ que falta para a expiragiio

da opgio e do desvio-padrio, também chamado de volatilidade, o do ativo.

Para ser mais preciso, eles obtiveram a seguinte férmula para o prego teérico de uma opgio
de compra do tipo europeu:

EXEMPLO 18: ¢ Suponha que a taxa de juros didria seja igual a 1%, que faltem 25 dias até o

vencimento de uma opgao de compra cujo prego de exercicio € 200, sendo que o
prego do ativo hoje € 150. Se 6 = 0,05, entdo x € igual a:

In(150) — In(200) +25 x In(1,01) 0,05 x~/25
x= +
0,05 % /25 2

=-0,0307,

donde o prego da opgdo deve ser dado por:

14 Este valor superestima a verdadeira probabilidade.



=150 xo,487s-&>%§2§ —12.42

Ao usar a férmula de Black-Scholes € necessdrio atentar para os seguintes fatos:

1) A taxa de juros r e o tempo ¢ t€m de estar expressos em unidades compativeis. Isto
quer dizer que se ¢ estd expresso em dias, entdo r serd a taxa de juros didrial3, de

forma a que (1+r)! — 1 seja a taxa de juros acumulada do dia em que se est4 até o dia
do vencimento. De fato, s6 se contardo os dias tteis para o computode 7.

2) O desvio-padrdo ¢ € um dado, da mesma forma que ¥ e d eram dados no Modelo
Binomial de Cox, Ross ¢ Rubinstein16.

3) Problemas como o do spread entre as taxas de captagdo e de aplicagio, comissdes de
corretagem ¢ racionamento de crédito sdo, novamente, ignorados.

4) O modelo supde que nenhum agente seja grande demais para o mercado. De fato,
supOe-se igualmente que o mercado do ativo subjacente ndo seja influenciado pelo
volume de contratos de opgao em aberto.

O prego teérico da opgao na férmula de Black-Scholes é uma fungdo diferencidvel das
varidveis que o determinam. Levando-se em conta que a derivada da fung@o de distribuicdo N €

dada no ponto a por:
dN(@) _e*"
da 2m’

pode-se obter, usando a “Regra da Cadeia” do Célculo Diferencial, a sensitividade desta férmula

15 No Brasil, existe uma tradico de se expressar a taxa de juros difria multiplicando o seu valor por 3000 e
colocando a express3o “% a0 més” a seguir. Assim, uma taxa de ovemight de 36% ao més quer na verdade dizer
uma taxa de juros didria de 1,2% = 0,012.

16 No capitulo 4, ver-se-4 como o pode ser estimado e quais as maneiras eficientes de se fazer isto.
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%C§-=N(x)>0

£=_N(x—0w/;)<o
oE (+r)

aC _ So dN(x)+Eln(l+r)

2Nt dx (1+r)

aC _ . rdN(x)
aa—sﬁ dx >0

E tE
o (A+r)'Y

=———N(x-0V1)>0

N(x-0+v1)>0

Cresce

Decresce

Cresce

Cresce

Cresce

EXEMPLO 19: g

AC = N(x)AS + St

=0,4071.

dN(x)
dx

Ao =

Com os dados do exemplo 18, suponha que o prego spot do ativo tenha subido
para 151,5, enquanto a volatilidade caiu para 0,049. As derivadas acima

permitem estimar que C variou de AC dado por:

-(~0,0307)2/2

=0,4708x1,5+150xw/2_5%2—7;—><(—0,001) =
=0,7062 ~0,2991 =

17 Para, por exemplo, calcular a derivada de C com respeito a S, faz-se o seguinte:

ac _ dN(a)| oK
35 -N(x)+ST| +

& E_dVa)
asx 05 (1+7) da

a=x-0Vi

e O A

e E
- N(’)+(ST?_ a+ry

-x? /2

. € E
=N+ UJJZ;: (1 - a+r ¢

V2r J Sovi

ox

Eg—:

Wﬁ‘d’zllz) = N(x).
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B Por outro lado, se fosse refeito o cdlculo de C usando a férmula de Black-

Scholes, ter-se-ia que C = 12,8651, implicando que o verdadeiro AC € 0,4451,
as contas sendo deixadas para o leitor.

¢

Dada a facilidade de se programar a férmula de Black-Scholes num computador € mesmo
em algumas calculadoras mais avangadas, ndo se espera que alguém use as derivadas de C para

fazer estimativas de AC . Contudo, a tabela da p4gina anterior nos d4 preciosas informagdes:

Em primeiro lugar, quando o prego do ativo no mercado spot cresce, entdo, permanecendo
fixas as demais varidveis, cresce o valor da opgdo e vice-versa. De fato, tem-se que:

S->0=C-0;
S—200=3C ) o,

. Em segundo lugar, quando o prego de exercicio cresce, remanescendo fixas as demais
varidveis, entdo decresce o valor da opgdo. Logo uma opgdo de prego de exercicio maior sempre
deve ser mais barata que uma de prego de exercicio menor.

Em _terceiro lugar, opgoes com tempo de duragdo maior valem mais que opgdes cujas
demais caracteristicas s3o iguais, mas que t2m uma vida menor.

Em quarto lugar, quanto maior a volatilidade, maior o valor da opgéo.

Em quinto lugar, um aumento na taxa de juros aumenta o valorde C.

2.7 Como Obter o Black-Scholes a Partir do Modelo Binomial:s

E possivel obter-se a férmula de Black-Scholes sem se fazer recurso 3s técnicas avangadas
do Cdlculo Diferencial Estocéstico, para isso bastando apenas estudar um caso limite do Modelo
Binomial de Cox, Ross ¢ Rubinstein.

De fato, serd necessdrio usar o Teorema Central do Limite. Como coroldrio daquele
resultado, sabe-se que se € dado um a qualquer, entiio para n suficientemente grande e qualquer p
se deve ter que:

S,—np < a-1-np )sN( a-1-np )
np(-p) = fnp(1-p) \Jnp(1~p)
Assim, suponha que o intervalo de tempo até€ o vencimento da opgdo tenha sido dividido
>m n partes e que se tenha colocado que:

1-®(a,n,p)=P(S, Sa—l)=P(

(8 A leitura desta segfio € opcional.
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ovfi/a -o\in

(+r)"=(1+r), u=e"" ¢ d=e

onde r, € a taxa de juros correspondente ao intervalo de tempo t/n. Neste caso, usando as férmulas
desenvolvidas para a € p na segdo 2.3, pode-se mostrar que:

lim a-1-np _IE-InS- —tin(1+7) | m/’
fim,, —>°°§7np(1 -p) ot 2

Donde, conclui-se que:

1- &(a,n, p) - N(-x + 0+t) quando n tende a infinito,

onde x € definido como na férmula de Black-Scholes. Usando a simetria da normal ao redor da
sua média vem que:

&(a,n,p) - N(x - o+t) quando n tende a infinito.

Da mesma forma, pode-se também mostrar que:

@®(a,n,p') - N(x) quando n tende a infinito.
Assim, se C (n) era o prego da opgdo calculado pela férmula binomial, ter-se-4 que:

lim, . C(n)= SN(x)~ N(x-o+1),

E
a+r)

demonstrando a férmula de Black-Scholes.

2.8 Opcoes de Venda do Tipo Europeu

No capftulo 1, Proposigdo n® 6, viu-se que, dadas uma opgdo de compra e outra de venda,
ambas do tipo europeu, sobre um mesmo ativo, ambas com um mesmo prego de exercicio E e data
de expiragio, entdo, para que ndo haja oportunidade de arbitragem pura, deve valer a seguinte
relagdo entre os seus pregos:

P=C-§-—2_,
A+r)
onde, novamente, ¢ € o niimero de dias que faltam para o vencimento.

Assim, substituindo a férmula de Black-Scholes nessa equagdo, resulta, ap6s alguns
algebrismos, que:
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2.9 Op¢oes de Compra do Tipo Americano

Toda a andlise desenvolvida nas segGes anteriores supds que as opgdes fossem do tipo
europeu, isto € s6 pudessem ser exercidas no dia do seu vencimento. E importante extender estes
resultados para as opgdes do tipo americano.

Em primeiro lugar, considere um ativo que ndo paga dividendos, entdo a seguinte
proposi¢ao € verdadeira:

PRroPOSICAO nt 5.

Para um ativo que nao paga dividendos, nunca pode ser 6timo
exercer uma op¢ido do tipo americano antes do seu vencimento.

DEMONSTRACAO
DA
PROPOSICAO N2 5

Como antes, sejam C ,S,E,r et respectivamente o prego da opgdo, o
prego 2 vista do ativo, o prego de exercicio da opgdo, a taxa de juros € o tempo
até o vencimento. Considere os seguintes portfolios:

« Portfolio A: Uma opgdo mais uma quantidade de dinheiro igual a:

E
aA+r)

.
*
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« Portfolio B: Uma unidade do ativo.

O valor do dinheiro no portfolio A € igual a E no dia do vencimento ¢, em

qualquer dia, a ¢ dias do vencimento da opgiio € igual a E (1+r )t . Se a opgiio é
£ cxercida antes do vencimento entio o seu valor € igual a:

E

-E+
S a+r)

<SS,

| mostrando que o seu valor é sempre menor que o do portfolio B. Por outro
. lado, se a opgdo for carregada até o dia do seu vencimento, entio o valor do
| portfolio A serd, neste dia, igual a max(S, X}, que € um niimero maior ou igual
© que o valor do portfolio B.

Assim, conclui-se que o exercicio antecipado de uma opgéo americana nos

deixa numa situagdo inferior aquela obtida quando se espera até o dia do seu
vencimento e que, portanto, isto ndo deve ser feito.

¢

A conseqiiéncia imediata desta proposigdo é que se pode usar a férmula de Black-Scholes
para se determinar o prego de uma opgio de compra do tipo americano desde que o ativo subjacente
ndo pague dividendos.



40

Exercicios

Secao 1.1

1

2)

3)

4)

No exemplo 1, suponha que a taxas de juros fosse igual a r . Mostre que o grifico de C em
fungdio de r tem o seguinte formato:

15 2o 25 3o 35 40 45 5(

No exemplo 1, suponha que exista um spread entre a taxa de captagao e a de aplicagdo, sendo
que a primeira € 1,2% ao dia enquanto a segunda € 1% ao dia. Mostre que € possivel realizar
lucro de arbitragem se o prego de mercado da opgéo for:
a) maior que o C que € solugdo da equagdo:

* 1,012(C -50) +45=0;
b) menor que o C que € solugdo da equagio:

¢ 1,01(50-C)-45=0.
O que acontece sc o prego de mercado da opgao estiver entre esses dois valores ?
No exemplo 1, suponha que o empréstimo de ouro sé possa ser realizado mediante o
pagamento de um juro em ouro de 0,50% ao dia. O que acontece com o prego tedrico da
opgéo ?

Suponha que exista uma comissdo de corretagem na compra ¢ venda de ouro igual a 0,5%.
Como € que vocé refaria o exemplo 1 ?
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5) Suponha que o prego do ouro possa tomar trés valores no dia do vencimento. Mostre que, em
geral, ndo € possfvel construir um portfolio de hedge como foi feito no exemplo 1.

6) Se todos os individuos conhecerem p e forem neutros ao risco, isto €, se s6 se importarem
com o valor esperado de suas aplicagoes, entdo, em equilibrio:

1+r-d
(1415 = pusS)+ (1= pYdS) = p=———°.
0 que garante que p € um niimero entre zero e um, nunca tomando esses dois valores.

Secao 2.2

7) a) Determine os pregos teéricos de duas opgdes cujo prego de exercicio sio, respectivamente,
105 ¢ 115, sabendo que a taxa de juros didria € 2% e que os possiveis movimentos no prego do
ativo subjacente sdo descritos pela figura abaixo:

b) Compare a sensibilidade a variagGes na taxa de juros do prego tedrico das duas opgdes.

c) Suponha que um investidor deseje fazer uma trava, isto €, comprar a opgdo cujo prego de
exercicio € 105 e vender a de 115 na proporg@o de uma para uma. Qual deve ser a diferenga no
prego de mercado das duas opgSes hoje para que se possa garantir que isto € feito sem risco
nem perdas ?

d) Compare a diferenga dos pregos calculados no item (a) com o resultado de (b).

8) Mostre que o algoritmo da segdo 2.2 pode ser trivialmente adaptado para o caso em que a taxa
de juros didria varia dia a dia, desde que a seqiiéncia dos valores de 7 seja conhecida.
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Secao 2.3

9) Sabe-se que o prego de um ativo segue as hipéteses do Modelo Binomial de Cox,Ross ¢
Rubinstein com 4 =1,10e d = 0,90 e que a taxa de juros r = 0,8% ao dia. Pede-se
determinar o prego de uma opgéo cujo prego de exercicio € 200 e que expira daqui a 8 dias,
dado que o prego do ativo hoje € 100.

10) Duas opgdes cujos pregos de exercicio sdo 105 e 115 tém pregos tedricos iguais a 13,00 e 3,95

respectivamente. A taxa de juros didria € 1% e elas expiram em 20 dias. O prego do ativo hoje é
100. Determine os valoresde u ed.

11) Defina 62 pondo:

. o’= Q+r-dd +(u-1-r)d?

—-(1+r)%
oy (1+r)

a) Mostre que o2 ¢ sempre um mimero maior ouigual azeroseu >(1+r )>d;

b) Usando o exercicio 6 da segdo 2.1, interprete 02 como sendo a varidncia de uma
distribuigdo de probabilidades binomial simples.

12) Defina @ (a, n, p ) pondo:

o &(a,n,p)= -—"!—"1— =
(@,n,p) g:(n_j)!ﬂp( P)

onde n! = n(n-1)(n-2)...1 e 0! = 1. Mostre que:
s &(a,n,p)=1-d(n—a+1,n,(1-p)).
Observacio: Este exercicio justifica porque as tabelas 2.x no final deste livro apresentam os
valores de @ (a, n, p ) apenas parap 2 0,50.
13) Se o prego de um determinado ativo num certo dia € S , entdo suponha que no dia seguinte o

seu prego possa ser uS, mS ou dS com probabilidades p, p’ e 1-<(p +p’ ), conforme mostra o
diagrama abaixo:
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Deseja-se estudar a distribuigio de probabilidade dos valores que ele pode tomar daqui a n
dias. Para isso, sejam k,, kn € kg 0 niimero de vezes que o prego foi multiplicado por u, m e d
respectivamente.
Em primeiro lugar, pede-se mostrar que:
a) o ativo s6 pode tomar os valores:
ubm'=dhs

onde Ky, kn € kg sdo quaisquer nimeros naturais tais que:

k,+k, +k,=n;

b) que a probabilidade de cada um desses valores acontecer € igual a:

n! Kook 'k
—nr 1—p=p ).
k,!k,,!k‘!p (r)=(-p-p)

Em segundo lugar suponha que exista um individuo neutro ao risco, sem restrigao de crédito.
Mostre que se a taxa de juros didria € r, entdo:

1 n! k
C=——rpn ———p*(p')*(1-p-p )" max{0,u*m*d"S - E}.
a+r" k_+§k‘,, IR P { }

Mais ainda, mostre que esta férmula se reduz a:

_ 1 _ n. n! k1 oan—k
'(1+r)",§;,((n-k,)!p (=py ...

(=) p Y (1-p-p ¥
X 2 “"( P ) ( P p) max{O.u"'m*'d“S-E} =
b +y=a—k, kolkg! \1-p I-p

Cc




= L] l n! K _ -
Z"o(l+r)“- (n-ku)!p (d~-p)"x..

m l+r-d E m l+r-d
eee X S¢ ’ —k“, - ¢ ’ —k“,_ "
( (a,_ " 1+r m-d ) aA+r)"> (ak' " r ))

onde:

InE-InS—(n—k)Ind
Inm-Ind )

a, = menor inteiro n3o — negativo maior que

14) Dado que o prego de um determinado ativo é S no dia -1, entdo suponha que no dia ¢ ele
possa assumir dois valores:
a) uS com probabilidade p(t) = ;
b) e-!S com probabilidade

Secao 2.4

15) Mostre que dados dois nimeros positivos x ¢y quaisquer € um nimero A entre O e 1, entdo
In(Ax +(1-1)y ) > AIn(x ) + (1-A)In(y ).

16) Mostre que se x > 0, entdo a fungdo f definida por f (x ) = In (x ) € diferencidvel um nimero
infinito de vezes.

Secao 2.5

17) Mostre que se X € uma varidvel aleatéria que toma os valores 1 e 2 com probabilidades 1/3 e
2/3 respectivamente, entdo a média de InX € diferente do logaritmo da média de X . Tente usar
o exercicio 8 acima para generalizar este resultado.

18) Mostre que quanto menor o ¢ de uma distribuigdo normal, mais concentrada junto a3 média ela
estd.

19) Usando as tabelas 1 e 2.xx do final do livro discuta a velocidade da convergéncia para a
normal.

20) a) Mostre que o Teorema Central do Limite € eqiiivalente ao seguinte:



45

b) Suponha que o prego de uma agé@o evolua ao longo do tempo de acordo com um modelo
multiplicativo do tipo:

P =5XX,.. X,
cada multiplicador sendo igual a:

X, =e'Y,
onde os Y; sdo varidveis aleatérias identicamente e independentemente distribuidas com média
H e desvio-padrido 0. Mostre como analisar P, para n grande.

Secao 2.6

21) Suponha que o prego no mercado spot de um ativo seja igual a 150, que exista uma opgdo cujo

vencimento € daf a 25 dias e cujo prego de exercicio € 200, que a taxa de juros didria seja 1% e
que a volatilidade seja 0,05. O Governo faz um pacote econémico com uma tablita, usando um
deflator de 1% ao dia, a qual servird para deflacionar o prego de exercicio. Apés o pacote a taxa
de juros didria é reduzida para 0,2% ao dia. Com o antincio do pacote o prego do ativo sobe
10% instantineamente, enquanto a volatilidade permanece a mesma. Pede-se determinar C
apés o plano.

22) Nas condigdes do exercicio anterior, suponha que exista uma outra opgio cujo prego de

exercicio € 250. No instante inicial, os pregos de mercado de ambas as opgdes sao iguais ao
seus pregos teéricos. Um investidor compra a de prego de exercicio mais baixo € vende a de
prego de exercicio mais alto. Se ndo existir oportunidade de arbitragem imediatamente ap6s o
choque, serd que vale a pena reverter a posigao ?

23) No dia 8 de fevereiro de 1993, o comportamento da agdo PN da companhia Vale do Rio Doce e

das opgdes de compra CBG, CBI, CDC e CDG foi o seguinte:



Sabe-se que a taxa de juros didria € 1,45% no més de fevereiro e deve cair para 1,2% em
margo e abril. Existem 9 dias iteis entre 8 de fevereiro ¢ 19 de fevereiro e 46 dias entre 8 de
fevereiro e 16 de abril. Analise as seguintes afirmagdes:

a) O modelo de Black-Scholes ndo se aplica a opgdo CBG, porque a volatilidade teria de
ser negativa;

b) Suponha que a volatilidade do ativo € igual a 0,01171348, mostre que a opgido CBI
estd com o prego correto;

c) Na férmula de Black-Scholes (1+ r)t pode ser substitufda pela taxa acumulada do
perfodo. Esta taxa entre 8 de fevereiro ¢ 16 de abril deve ser igual a:

(1,0145)%(1,012)37. Usando a volatilidade de (b) verifique se as opgdes CDC e CDG
estao caras ou baratas.

24) Suponha vélida a férmula de Black-Scholes para uma opgio de compra do tipo europeu. Tome
como fixos E, r, € 0, e varidveis S e t. Para um determinado par (Sp, #p) ponha:

_mso-mE+t°m(1+r)+oJ:j
o1, 2

Xo

A seguir, considere um portfolio contendo uma unidade do ativo subjacente e uma posigdo
vendida em I/N (xp) unidades da opgéo. O valor V deste portfolio em qualquer instante de

tempo ¢ e para qualquer valor S do ativo € dado por:

)

V=S ,
N(x,)

onde C (S, t) € dado pela férmula de Black-Scholes.

a) Mostre que para pequenas variagdes do prego S do ativo a partir de Sp, V nio se altera.
(Sugestdo: dV/aS =0).
b) Como € que voce usaria esse resultado na prética ?

25)Um bonus de subscri¢do!® € uma opgdo, emitida por uma determinada empresa, para a
subscrigdo de agdes novas suas. De fato, trata-se de uma opgdo de compra de agdes com a

19 Em inglés a express3o € warrant .

Ativo Venc. Prego de Exercicio Quantidade Abertura Fech. Mgéxima Minima Média T
Vale PN - - 67,138,000 76000 78000 78499 760.00 775.88

CBG 19 Fev. 800.00 256,540,000 2100  38.00 39.00 2500 3211

CBI 19 Fev. 900.00 388,865,000 5.50 650 7.50 5.00 6.30

CDC 16 Abril 1,100.00 24,900,000 140 16400 16500 13999 160.77

CDG 16 Abril 1,400.00 10,770,000 50.00 57.00 58.00 48.00 53.43
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caracteristica de que o capital da empresa se altera quando ela € exercida. Suponha que:

a) Inicialmente, o mimero de agoes € N e o nimero de bonus € igual a M ;

b) O prego de cada agdo € S e o de cada bonus é W , implicando que o valor de mercado V da
empresa € igual a NS + MW ;

c) Cada bonus de subscrigio lhe d4 o direito de subscrever X agdes novas a um prego q ;
d) Os bonus s6 podem ser exercidos numa determinada data.
Pede-se:

i) Mostrar que, no dia do seu vencimento, o valor C do bdnus de subscrigdo deve ser igual a:

C= NX max{l—q,O};
N + MX N

ii) Mostrar que o modelo de Black-Scholes pode ser usado para determinar o valor de C fora
do seu vencimento se as seguintes modificagdes forem feitas:

» S ¢ substituido por S + (M/N YW;
* A volatilidade usada for a do valor total da companhia (agdes mais bonus);
* A férmula de Black-Scholes for multiplicada por:

NX
N+MX’

26) Analise a seguinte afirmagdo: “Uma empresa negociada em bolsa de valores jamais deveria dar
direitos de subscri¢do a seus acionistas e sim vendé-los”.

27) Suponha que uma empresa chame uma subscrigdo cujos direitos sdo dia a dia negociados em
cima da curva de juros, isto €, o prego da agéio menos o da opgio capitalizado pela taxa de juros
¢ igual ao prego de exercicio. Em fungdo da volatilidade da agio, compute o ganho que tal
situagdo pode provocar. Examine a subscri¢do do Banco do Brasil em finais de 1993.

28) Em 27 de agosto de 1993 a Companhia Cervejaria Brahma fez publicar em diversos jornais um
edital que, condensadamente, dizia o seguinte:

a) Cada acionista teria direito a subscrever uma agéo ao prego de Cr$ 16,35 (agdo ordinéria)
ou Cr$13,65 (agdo preferencial) para cada 11 agdes que possuisse da mesma espécie.

b) Cada acionista teria o direito de comprar bonus que dariam cada um o direito de subscrever
uma agdo, na proporg¢io de 1 bonus para cada 9 agoes possufdas do mesmo tipo. O bdnus
de agdo ordindria custava Cr$ 2,93 e o de agdo preferencial Cr$ 2,43, com corregdo
monetdria didria. O prego de subscri¢2o de cada bonus sendo igual 2 média dos pregos em
moeda constante da agdo do mesmo tipo no més de setembro mais 20%, corrigido até o
exercicio em setembro de 1996 pela variagido do IGP-M.

c) As opgoes e os bonus tinham de ser subscritos até o final de setembro de 1993.
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Ignorando dividendos, discuta como vocé poderia determinar o prego dos bdnus ¢ o da
subscrigdo. Os direitos de subscrigdo ficaram imediatamente disponfveis em bolsa. Os bdnus
tiveram de ser subscritos diretamente no Banco Itay, agente custodiante das agdes da empresa.
Analise a sua resposta 2 luz dos seguintes fatos:

i) O patriménio liquido da empresa est4 crescendo a uma taxa de pelo menos 12% ao ano;
ii) A taxa de juros real até o exercicio do bonus deve ser igual a 70%.
Observacdo: Para dar uma resposta numérica use a volatilidade das agdes preferenciais como

meio de calcular uma proxy para a volatilidade do valor da empresa. Existem 2 agdes
preferenciais para cada ordindria.

Secao 2.7

29) Considere uma opgio de compra do tipo europeu e sejam C, S, E, r, t €  como antes.

a) Mostre que se existe um agente neutro ao risco sem restrigdo de crédito, entdo se deve ter
que:

1
C= mESP,(mM{S - E,O)),

onde ESP; € o valor esperado da varidvel aleatéria entre parenteses de acordo com a
informag@o disponfvel a ¢ dias do vencimento;

b) Mostre que, quando a fungdo de distribuigdo que descreve as expectativas a respeito de InS
at dias do vencimento da opgéo € uma normal com média InSp +ut e varidncia 0%, entiio
C é dado por:

C= 1 -
(+r)

N E(s-z)é- F(nS)ds,

onde f € a fungdo densidade dada por:

(s=tnSy-ms)’
f(s) = ;7)'2_’“ e 2 ‘I-“ :
c) Finalmente, usando (b), mostre que:

1
C—(1+r)‘

{[[ yns)ams)-E[ sms)atns)} =
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(w—0+1)!

1 InE-InS, -u:)) _

= Soe™* 7 ¢ — - l—N(
Ca+n | UL SN P ot

-5 +1r), {soe'"*"’”’(l - N( InE ';"ﬁ nl_A o«/FD- E(l -N( InE ':3? | ))} =

__1 +a¥/2 (lnSO+ut—lnE )_ (lnSo+nt—lnE)}
(l+r),{soe“' N " + o+t |-EN " :

28) No exercicio anterior, suponha que:
m+-°;'- =tin(1+r).

Mostre que o valor de C coincide com a férmula de Black-Scholes.
31) Considere os processos binomiais obtidos na segio 2.7 quando se dividiu o intervalo de tempo
até o exercicio em n intervalos de comprimento #/n . Calcule o valor esperado do ativo e a sua

varidncia no dia do vencimento da opgdo de acordo com um qualquer desses processos. O que
acontece quando n tende a infinito.

Secao 2.8

32) Mostre porque a Proposigdo 6 do capftulo 1 néo funciona para opgdes do tipo americano.
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