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Determinação 
do Preço de Uma Opção 

e Arbitragem 
Neste capitulo, desenvolve-se, passo a passo, a Teoria da 

Determinação do Preço de Opções. Começa-se por um modelo 
simplificado, que permite analisar situações simples onde o preço do 
ativo subjacente só pode tomar dois valores em cada periodo. Este 
modelo é especializado até chegar-se à fórmula binomial de Cox e 
Rubinstein. A seguir, passando ao limite quando o intervalo entre as 
operações encurta para zero, obtém-se afórmula de Black-Scholes. 

2.1 Um Modelo Simplificado 

No capítulo anterior, viu-se alguns dos usos e tmalidades a que as opções podem se 
prestar. Mostrou-se como é possível combinar posições compradas ou vendidas num ativo com 
posições compradas ou vendidas em uma ou mais opções sobre este ativo, obtendo spreads, 
borboletas, etc. 

Examinou-se também qual deveria ser o preço de mercado de uma opção, no dia do seu 
vencimento, em função do preço do ativo subjacente e do preço de exercício, para que não 
houvesse oportunidade de arbitragem. Contudo, quase nada foi dito sobre o que deveria ocorrer 
nos demais dias. 

Esta lacuna começará a ser preenchida neste capítulo, através da criação de um modelo 
Jrático que ajudará, com o auxílio de um microcomputador, a determinar o preço teórico que uma 
Jpcão de compra do tipo europeu deveria ter para que não houvesse possibilidade de arbitragem, 
nostrando-se também o que se deve fazer, caso o preço de mercado seja diferente deste valor ideal, 
i fim de obter lucro com operações de arbitragem pura. 

Para a criação do modelo, vai-se começar pela análise de uma situação muito simples: 

~XEMPLO 1:« Suponha que o preço de mercado de um ativo, por exemplo 1 kg de ouro, 
seja 100 hoje e que amanhã ele possa ser igual a 90 com 30% de chance ou 120 
com 70% de chance. Pode-se fazer um diagrama mostrando essa situação: 
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Figura 1 

Suponha também que existam no mercado opções de compra sobre o ouro, cujo 
vencimento é amanhã e cujo preço de exercício é igual a 105. A taxa de juros é 
1 % ao dia. Deseja-se saber qual deve ser o preço de mercado dessas opções 
hoje, para que não haja oportunidade de arbitragem. 

Com tal fIm, considere a seguinte operação financeira, a qual será justificada 
posterionnente: 

a) venda uma opção de compra sobre lkg de ouro cujo preço de exercício é 
105, recebendo em troca o seu preço de mercado C; 

b) compre 500 grs. de ouro, gastando 50; 

c) aplique o que sobrar em renda fIXaI. 

o comportamento da opção é descrito pelo quadro abaix02: 

Figura 2 

1 Na maior parte das aplicaçOes práticas, o que acontecerá é que haverá a necessidade de se tornar um 
empréstimo para comprar a quantidade ideal do ativo. Este empréstimo equivale, matematicamente, a uma aplicaçAo 
com saldo negativo. 

2 No capítulo precedente, viu-se que, a flDl de nao existir possibilidade de arbitragem, o preço de uma opçao de 
compra de ouro no dia do seu exercício deverá ser igual ao maior dos dois números: 

a) zero; 

b) preço de mercado do ativo menos preço de exezeício da opç:io. 
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Então, no dia do exercício, ter-se-á, considerando o retomo da aplicação em 
renda fixa, mais o valor da aplicação em omo, mais a obrigação de recomprar a 
opção, que o lucro desta operação é: 

• 1.01 (C -50)+45-0com30%dechance; 

• 1.01(C - 50) + 60 - 15 com 70% de chance; 

ou seja, 

• 1.01(C - 50) + 45 com 100% de chance. 

Neste caso, afirma-se que, para que não haja lucro de arbitragem pura, se 
deve ter: 

• 1.01(C - 50) + 45 = O, 

o que implica que C = 5,45. 

Com efeito, suponha que o preço de mercado da opção fosse 6,00, então a 
seguinte operação de arbitragem poderia ser feita, garantindo lucro certo: 

. .... ':',.:.,.:".... ., . ...... " , .. , .... ',\( 

l' Dia 
.) 

,< 
, 

Vender urna opçio s/lkg. + 6,00 
Tomar emprestado + 44,00 .'., 

Comprar 500 grs. de OIUO - 50,00 < 
V"l'ÜIçio tlo C"ix" 0,00 

I 1 

1< 
2' Dia 

I'···· .. 
, 

li caso (preço do ouro = 120) 
I> Rec:ompra opçio sobre lkg. - 15,00 

Vende SOOgrs. de OIUO + 60,00 I:'': 

Paga emprátimo + jlUOs - 44,44 i 
L.c,,, 0,56 

I 
21 caso (preço do ouro = 90) I 
Nio precisa recomprar a opçio 0,00 ... :: 
Vende SOOgrs. de OIUO + 45,00 

I··'·.: Paga emprátimo + jlUOs - 44,44 .,. L.c,,, 0,56 1 
' .. 

De forma análoga, se o preço de mercado da opção fosse menor que 5,45, 
por exemplo 5,00, então se poderia fazer o seguinte: 



I . 

5 
. ,. .. , . .. > . .. , .. > .. , .. : ... < .. ' ... <., 

, l' DiD ? 
.. ') 

I Tomar emprestado SOO grs. de OIDO li e vendê-las + SO,OO 

li Comprar uma opção s/lkg. - S,OO > 
Aplicar no banco - 45,00 

V.I'ÜI~iD tlD c.u. 0,00 

I· .•. 
I. 

I 1 2' DiD 
I·,· 

I'il li caso (preço do ouro = 120) 
Vende opção sobre lkg. + IS,OO 

I··,· Compra SOOgrs. de OIDO e devolve - 60,00 
I 

Recebe aplicação + juros + 4S,4S 
L8cr. 0,55 I'.'" 

I I I 
li caso (preço do ouro = 90) 1/ 
A opção nio vale nada 0,00 < 

: Compra SOOgrs. de ouro e devolve - 4S,OO , .•.. 

1 Recebe aplicação + juros + 45,45 
••••••• L8c". 0,55 > 

... 
" .'.' ...... , ., .. ,. ",< •. , 

onde se supôs que o arbitrador pudesse tomar ouro emprestado sem incorrer em 
custo algum (vide exercfcio na 3). 

• 
Note que, a fim de fonnular e resolver este exemplo, se teve de fazer uma série de 

hipóteses no mínimo heróicas ou, usando uma expressão de que tanto gostam os economistas, ad­
hoc. Elas foram as seguintes: 

I) A de que se sabe com absoluta certeza quais os valores que o ouro pode tomar amanhã; 

2) Que não existem comissões de corretagem e custos fixos; 

3) Que o ativo Ikg. de ouro era divísivel e que se podia comprar 500 grs. de ouro ou 
qualquer fração sem maiores problemas e pelo mesmo custo unitári03; 

4) Que o mercado de crédito não apresenta restrições, nem do lado da captação, nem do da 
aplicação, e que as taxas de captação e aplicação são idênticas; 

5) Que era possível tomar ouro emprestado sem pagar juro de espécie alguma. 

3 No caso de açoes, por exemplo, não se pode comprar meia ação. Além disso, o mercado fracionário de açoes, 
ou seja, o mercado para quantidades de açoes inferi<res a 100 (cem) tem, geralmente, preços diferentes do mercado à 
vista. Este último fenômeno repete-se de certa fanoa no caso do ouro, onde, apesar de ser possível aproximar a fraçao 
utilizando os mercados de OZ2 e OZ3, os spreads entre os preços de comlD e de venda ficam muito diferentes do de 
OZl, invalidando o seu uso para este fim. 



6 

Além disso, há ainda que se observar dois outros fatos: 

a) As probabilidades com que o preço do ouro sobe ou desce não influenciam a 
detenninação do preço teórico da opção para que não haja arbitragem4; 

b) Está completamente descartada a possibilidade de ser dado um comer no mercado, 
isto é, de se criar uma situação na qual o volume de opções vendidas passasse a 
influenciar o preço do ouro. 

Com o auxílio dessas observações, é justificável e conveniente tentar explicar melhor o que 
foi feito no exemplo acima. 

De fato, apesar de ter funcionado muito bem, nada foi dito ainda sobre como se chegou à 
conclusão de que era necessário o indivíduo vender uma opção sobre lkg. de ouro para, em 
seguida, comprar 500 grs. de ouro e aplicar a diferença em renda fixa. 

Suponha que, num caso geral, a taxa de juros diária seja igual a r , o preço do ouro hoje 
seja igual a S e que ele amanhã possa tomar dois valores uS e dS com probabilidades p e (l-p ) 
respectivamente, onde p é um número entre O e I, U > (1 + r) > d > O S. O problema é 
detenninar qual deve ser hoje o preço de uma opção de compra do tipo europeu, cujo exercício é 
amanhã e cujo preço de exercício é E. 

Apesar do fonnalismo, aqui também não há mistério. Deve-se proceder exatamente como 
foi feito para o exemplo 1. 

Em primeiro lugar, se q é a probabilidade que o preço do ouro suba amanhã e (1-q) é a 
probabilidade de que desça, então o comportamento do ouro e o valor da opção são descritos pelos 
seguintes diagramas, onde Cu e Cd são, respectivamente, o valor da opção em caso de subida e 
descida do preço do ouro. 

4 Quanto a este detalhe o único fato impMaJúe é que nenhuma delas é zero. Ver-se-á. mais adiante. que caso: 

a) o mercado seja eficiente; 

b) os indivíduos sejam neutros ao risco. isto é: olhem apenas para o valor esperado de suas aplicaçOes; 

c) o preço do ouro só possa subir ou descer. podendo tomar em cada dia apenas dois valaes. 

Entao. em equih'brio. as probabilidades de subida e descida do preço do ouro estao relacionadas a quanto ele sobe ou 
desce. um fato muito intuitivo (vide exerclcio n' 6). 

5 Se o preço do ouro amanhã pode subir para uS ou descer para dS e se as aplicaçOes em renda fixa nao têm 
risco. entao a coexistência simultânea dessas duas modalidades de investimento só se justifica. do ponto de vista da 
racionalidade econOmica. se quando subir o ouro render mais que a renda fixa e. quando descer, rende!' menos. 
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A partir disto, pode-se construir um portfolio de hedge, fonnado por ouro e aplicações 
de renda fIxa, cujo valor no dia do vencimento da opção é igual ao valor desta, isto é: ele deve 
tomar o valor: 

• Cu caso o preço do ouro seja uS ; 

• Cd caso o preço do ouro seja dS . 

Com este fIm específico, suponha que se vai comprar Li unidades de ouro e aplicar B em 
renda fixa. O desembolso inicial para ter este portfolio é igual a: 

.LiS +B 

enquanto que amanhã ele deverá valer: 

• .1uS + (1 + r)B = Cu quando o preço do ouro sobe para uS , o que acontece com 
probabilidade q ; 

• MS + (1 + r)B = Cd quando o preço do ouro é dS , o que acontece com probabilidade 
(1- q). 

O que é possível, resolvendo este sistema linear em duas equacões e duas incógnitas Li e B , se e 
somente se6: 

6 Note que a hipótese que u > d é suficiente para garantir que.1 seja positivo. 



A regra de arbitragem entre o portfolio de hedge e a opção é muito simples e direta: 

Se o portfolio de hedge custar menos 
que a opção, então vende-se a opção e 
compra-se o portfolio e vice-versa. 
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onde se entende que comprar o portfolio é tomar uma posição com L1 e B como descritos nas 
fónnulas acima e vendê-lo é tomar a posição contrária, sendo que um B negativo eqüivale a tomar 
um empréstimo. 

Esta regra tem como corolário imediato que: 

Para que não haja oportunidade de 
arbitragem, o preço da opção deve ser 
igual ao custo do portfolio de hedge. 

Ou seja, o preço da opção hoje deve ser dado por..1S + B , o que com as fónnulas acima resulta 
em que: 

EXEMPLO 2: 

p = 

pC" + (1- P )Cd 
(1+ T) 

I+T-d 
(u - d) 

Com os dados do exemplo 1, tem-se que Cu = 15 ,Cd = 0, u = 1,20, d = 

0,90 e S = 100, donde.1 é igual a: 



-~ -----------------------------------

.1 = 15-0 = 0,50 , 
(1,20 - 0,90) x 100 

eB é igual a: 

B = 1,2xO-0,9xI5 =-44,55. 
(1,2 -0,9)(1 +0,01) 

E, portanto, o custo inicial do portfolio de hedge é: 

AS + B = 0,50xl00 - 44,55 = 5,45, 

que é o mesmo valor obtido para o preço da opção no exemplo 1. 
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Se, por exemplo, o preço de mercado da opção for 6,00, então vende-se a 
opção e compra-se o portfolio, o que equivale a comprar 500 grs. de ouro e 
tomar um empréstimo de 44,55. O lucro desta operação é a diferença entre o 
preço da opção e o do portfolio, capitalizada pela taxa de juros mais, o que se 
apura no segundo período: 

Lucro = (6,00 - 5,45) x 1,01 + = {
(-15+ 60- 44,55 x 1,01) 

(45-44,55 x 1,01) 

= 0,5555+0,0045 = 0,56. 

Um valor que, como era de se esperar, repete o que havia sido obtido no 
exemplo 1. 

• 
2.2 A Determinação do Valor de Uma Opção que Dura Mais 

OueUmDia 

Agora, suponha que se queira estender o resultado da seção anterior, determinando-se qual 
o preço teórico que uma opção de compra do tipo europeu deveria ter a n dias do seu vencimento, 
de forma a que não houvesse espaço para arbitragem. 

Para tal, proceder-se-á como antes: do mais simples para o mais complicado, analisando­
se, em primeiro lugar, no exemplo abaixo, o que acontece com o preço de uma opção que está a 
dois dias do seu vencimento: 
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Suponha que a taxa de juros diária seja 1 % e que o preço do ouro se comporte 
da seguinte fonna: 

a) hoje ele vale 100; 

b) amanhã ele pode subir para 120 ou descer para 90; 

c) se ele subir para 120, então, no dia do exercício, ele pode ir para 150 
ou passar para 110; 

d) se descer para 90, então pode voltar para 110, ou cair, mais ainda, para 
80. 

Estes movimentos são melhor descritos por um diagrama em árvore como o da 
figura abaixo, onde também já se aproveitou para indicar os possíveis valores 
finais que uma opção de compra do tipo europeu, cujo preço de exercício é 105, 
pode tomar em função do preço do omo: 

(J.....i 

>4S ••• ,E\ 

BOJE AMANHÃ 

o objetivo é determinar qual o valor que a opção de compra deveria ter hoje 
para que não houvesse oportunidade de ganho de arbitragem até o dia do 
vencimento. 

Isto pode parecer mais complicado do que realmente é: 

Em primeiro luW, "poda-se" a árvore acima substituindo os dois pares de 
galhos do dia do vencimento pelos respectivos valores Cu e Cd, calculados de 
fonna a que não haja arbitragem entre o 22 e o 32 dia. 

Para o ramo superior da árvore, tem-se: 



E, para o inferior: 

-1 90·.~ lO 

{

4S+B= } 
~. =0.1667. . x 90 ... 13,20 = ... ~C4=1.80 

=1.80· .. . 

Em segundo luear, os valores teóricos assim calculados substituem o Cu e 
o Cd da seção anterior, permitindo o cálculo de um preço teórico para a opção, 
o qual deveria evitar a existência de arbitragem entre hoje e amanhã, se, é claro, 
a opção viesse realmente a tomar esses valores: 
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Afinna-se que se e somente se o preço de mercado da opção hoje for igual a 
este preço calculado de 6,96 é que não haverá arbitragem lucrativa. 

Por exemplo, suponha que o preço de mercado da opção fosse 8,00. Então, 
o diagrama da próxima página mostra como se poderia aproveitar esta 
distorção, descrevendo o que se deveria fazer para cada um dos possíveis 
caminhos do preço do ouro: 



l'mi'lmi'lmi'lmi'lm::tCllfi'mI'i'Im._Q,.".................. i/;_........ ,_"'m: :m .'I'i 1'11 iicdiii!:: iilllliilliiili8!!iiii8i1i 

• 

l' DitJ 
• Co,,""" tio C .. 

Vende opçIo .obre Ikg. 
Aplica (8,~,96) ali o vencimento 
Compra 474,7gn de ouro 
Toma empreitado 
V~'o tio CtIÚG 

• Co"""" • Dl""" 
Saldo da Dfvida 

l' DÜJ (I'"r" ti" ".ro - 120) 
• ColfII'tM tio C"ÚG 

Compra S2S,3 gn. de ouro 
Toma empreitado 
VIU'itlçID tio CIIim 

• Co,,""" • Dl""" 
Saldo Anterior 
JUI'Ol 

Novo empriatimo 
Stlltlo. Dl"*, 

• Co,"roh. A,1icll(lo 
Saldo Anterior 

Vende 308 ,n. de ouro 
Paga 10 Banco 
V tII'itIçIo tio CIIim 

• Co"""" • Dl""" 
Saldo Anterior 
JUI'Ol 

Pagamento 
s./tlo. DM. 

• Co"""" • A,1ic~ID 
Saldo Anterior 

Re<:OIItpra opçlo 
Vende ouro + l~,oo 
Paga empriltimo (l03,96)xl,OI = 
Recebe Aplic:açlo (I,OSx1.01) = "r-

uc", 

3' DÜJ (,IWfO tio tHlro - 110) 
• ColfII'tM tio CIIb:a 

Re<:OIItpra opçio 
Vende ouro + 110,00 
Paga empriltimo (103,96)xl,OI = 
Recebe Aplicaçlo (I,OSx1.01) = "'~~ 
L,"", 

3' DiII (PNfO tio 0_'" - 110) 
• CM""" tio CtIÚG 

Re<:OIItpra opçlo 
Vende ouro 
Paga empriltimo (l3,20)x1,OI = 
Recebe Aplicaçlo (l,OSxl.Ol) = ",_ 
uc", 

13' DItI (PlWfo tio o.", • 'O) 
• COIfIroWtloc.u. 

Vende ouro 
Paga empriltimo (13,20)xl,OI = 
Recebe Aplicaçlo (I,OSxl.Ol) = ",_ 
ucro 

······.;.;.:-1-
W 
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O exemplo 3 acima indica um procedimento geral de cálculo numérico, o qual pennite a 

detenninação do preço que uma opção de compra do tipo europeu deve ter a n dias do seu 
vencimento para que não haja arbitragem. A única hipótese necessária 6 que, dado o preço 
realizado num dia, então apenas dois preços sejam possíveis no dia seguinte. 

Chamando de i o número de dias de vida que a opção ainda tem a viver, este procedimento 
nwn6rico pode ser descrito da seguinte fonna: 

• Para i = 0, isto 6, para o dia do vencimento, calcule o valor da opção para cada um dos 
possíveis valores do ativo. 

• Para i = 1 at6 n, isto 6, da v6spera do dia do vencimento a16 o dia para o qual se deseja 
calcular o valor da opção repita o seguinte procedimento: ~ 

• O valor C da opção numa bifurcação 6 dado por: 

C = pC" +(1- p)Cd , 

l+r 

onde: 

l+r-d 
p= d' u-

Cu 6 o valor da opção calculado na bifurcação seguinte para cima, 

Cd 6 o valor da opção calculado na bifurcação seguinte para baixo. 

• O valor calculado para i = n 6 o valor que a opção deveria ter n dias antes do seu 
vencimento, dados os possíveis movimentos no preço do ativo, para que não houvesse 
arbitragem. 

EXEMPLO 4: Com a árvore do exemplo 3, este algoritmo funciona da seguinte forma: 

111 passo: Cálculo do valor da opção no dia do vencimento 

211 passo: 

doo...v 

150 

110 

110 

80 

150-1~=4S 

110-1~=S 

llO-I~=S 

8O-105 .. ~2S 

• la. jteragio: Cálculo dos valores da opção na v6spera do vencimento: 
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.. . ............... - ... - ... -. 

..• (O.~4S·+o:no~i·WI6.ô6··) 
tl()J90=L22221MJO ... o.8189 03633 .. o 

2a. jteragio: Cálculo da opção dois dias antes do vencimento: 

... 

o valor da opção é portanto igual a 6,96, que, como era de se esperar, repete o 
valor obtido no exemplo 3. 

• 
2.3 O Modelo Binomial de Cox, Ross e Rubinstein 

o modelo da seção 2.2, as considerações que ali foram tecidas e o algoritmo resultante são 
passos na direção de um modelo mais geral, conhecido como o modelo de Black-Scholes, muito 
útil para aplicações ao cálculo do valor das opções em situações reais de mercado, onde se pode 
supor que as transações sejam tão freqüentes que, numa aproximação, seria como se elas fossem 
reaJizadas em tempo contínuo. 

A solução direta deste modelo é um problema de Cálculo Diferencial Estocástico e está 
completamente fora do escopo deste livro. Contudo, é possível chegar aos mesmos resultados e até 
obter algo mais a partir de uma especialização do modelo da seção anterior. 

Cox, Ross e Rubinstein [1979] consideraram um caso particular e muito interessante do 
problema descrito na seção 2.2. Suponha que num dia qualquer o preço do ativo seja igual aS, 
então, no dia seguinte, uma das duas coisas acontece: 

• o preço sobe para uS ; 

• o preço desce para dS . 

Este tipo de comportamento dos preços implica, ao longo dos dias, uma árvore como a da 
figura abaixo: 
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EXEMPLO 5: 

-.- --. .... ... Mil S ------

d3S~ 
Rigura4 ~ 

Suponha que o preço de um ativo hoje seja 100, que u seja igual a 1,05 e d a 
0,95. A evolução do preço do ativo durante 5 dias consecutivos é a seguinte: 

• 
Se os valores S do ativo no primeiro dia e os multiplicadores u e d forem conhecidos, o 

valor de uma opção, cujo preço de exercício E também é conhecido, pode ser detenninado usando 
o processo iterativo descrito na seção anterior. 

Contudo, ao invés de se resolver numericamente este problema usando o algoritmo, é 
possível verificar que o algoriuno implica a existência de uma fórmula geral para a determinação 

---



do valor da opção para este modelo em particular, a qual dependerá dos seguintes quesitos: 

a) o preço S do ativo; 

b) a taxa de jmos diária r; 

c) os multiplicadores u e d ; 

d) o preço de exercício E da opção; 

e) o número n de dias até o dia do vencimento. 

Esta fórmula, cuja dedução é apresentada na seção seguinte a esta, diz que o valor C da 
opção é dado por: 

onde .z, (a, n, p ) é a distribuição binomial complementar7 cujos parametros a ,p e p' são 
definidos da seguinte forma: 

é .. - . ualé· lnE-lnS-nlnd • a o menor mtelfO nao-negatlvo o q llUllor que ; 

l+r-d 
• p=---

u-d 

. u 
• p =--p. 

l+r 

lnu-lnd 

e que pode ser obtida a partir das tabelas 2.xx fornecidas no final deste livro. Por outro lado, se a 
for maior que n, então C = o. 

7 A distribuiçllo binomial complementar 4> (a, n, p ) é deftnida da seguinte fonna: 

a) Tome n variáveis aleatórias Xl, X 2 , ... , X n todas identicamente e independentemente ~ 

como wna bioomial simples, tomando o valor 1 com probabilidade p e o valor O com probabilidade (1 - p ); 

b) A seguir, considere a variável aleatória Bn = Xl +X2 + ... + Xn ; 

c) Se a é menor que n, entllo4> (a, n, p ) é a probabilidade de Bn ser maior ou igual que a, a qual, pode se 
demonstrar é igual a: 

onde o! = 0(0-1)(0-2) ... 1 e O! =1. 
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É interessante empregar esta fónnula em alguns exemplos: 

EXEMPLO 6: (Comprovação teórica do resultado da seção 1) 

Quando n = 1. então: 

• se E > dS , ter-se-á que: 

lnE-lnS-lnd 
----->O~a=l, 

lnu-lnd 

mas, como tz, ( 1, 1, P ) = P 8. isto implicará que C = Sp' -
Ep ( 1 + r )-1 = ( 1 + r )-1 p (uS - E) = ( 1 + r )-lpCu (se 
supuser que uS > E ). Além disso, sabe-se que Cd = O, donde se pode dizer 

que C = ( 1 + r )-1 (pC u + (1 - p )Cd), reproduzindo a fónnula 
encontrada na seção 1. 

• já se E < dS , então: 

lnE-lnS-lnd ° ° -----< ~a= • 
lnu-lnd 

e como tz, (0, 1, p ) = 1 para qualquer p , ter-se-á que C = S - E (1 + r)1 
= (1 + r)-l(p (uS - E) + (1-p )(dS -E» = (1 +r)-I(pCu + (1-
-p )Cd. 

• 
EXEMPLO 7: Suponha que uma opção esteja a 25 dias do seu vencimento, que o seu preço de 

exercício seja 200, que o preço do ativo hoje seja de 150, que u seja igual a 
1,02, d a 0,98 e r = 1 % ao dia. Deseja-se saber o preço da opção. 

Para conseguir isto, em primeiro lugar, observa-se que: 

= 1+0,01-0,98 =07500 e 
p 1,02-0.98 ' 

, = 1.02 ° 7500 = ° 7574. 
P 1+0,01' • 

8 Por definição (vide oota 0 11 8), 4J ( I, I, p ) é a probabilidade que de hoje para amanhã o preço do ativo 
suba. 
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Já o valor de a é igual a 20, pois: 

lnE-lnS-nlnd = In200-lnI50-25xln(O,98) =19 8161~a=20. 
lnu-lnd ln(I,02)-ln(O,98) , 

Assim, é necessário detenninar os valores de 4> (20,25,0,75) e 

4> ( 20, 25, 0,7574). Isto pode ser feito com o uso da tabela 2.25 no fun deste 
livro. Naquela tabela se lê que: 

4> (20, 25, 0,75) = 0,378, 

enquanto 4> ( 20, 25, 0,76) = 0,423, o que pennite obter o valor de 4> ( 20, 
25,0,7574) por interpolação numérica9: 

4> (20,25,0,7574) = 0,378 + 0,74x(0,423-0,378) = 0,411. 

Assim, o valor C da opção, para que não haja oportunidade de arbitragem, é 
dado por: 

0378 
C = 150 x 0,411- 200 x ' 2S = 2,699. 

(1 + 0,01) 

• 
No exemplo 7, suponha que a taxa de juros aumente de 1 % ao dia para 1,5% ao 
dia. Mostre que a opção deve ficar mais cara. 

De fato, com r = 1,5% dia, os valores de p e p' alteram-se para: 

= 1+0,015-0,98 =0 8750 
p 1,02-0,98 ' 

e 

p' = 1,02 0,8750 = 0,8793. 
1 +0,015 

, Assim, é necessário calcular 4> (20, 25, 0,8750) e 4> (20, 25, 0,8793). 
Usando novamente a mesma tabela, te~se que: 

4> (20, 25,0,8750) =4> (20, 25,0,87) + 0,50x( 4> (20, 25, 0,88) -

-4> (20, 25, 0,87» = 0,903 + 0,50x(0,929 - 0,903) = 0,916 

9 O valor exato. calcuJado até a quarta casa decimal é igual a este val<r. 



e 
4J (20, 25, 0,8793) = 4J (20, 25, 0,87) + O,93x( 4J (20, 25, 0,88) -

-4J (20,25,0,87» = 0,903 + 0,93x(0,929 - 0.903) = 0,927. 

Donde, aplicando-se a fónDula vem que: 

0916 
C = 150 x 0,927 - 200 x ' 2S = 12,791. 

(1+0,01) 
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• 
2.4 Justificativa da Fórmula BinomiallO 

A f6nnula de Cox e Rubinstein é imediata a partir dos seguintes fatos: 

PROPOSIÇÃO Di 1: 

Conhecido o preço do ativo hoje, para a determinação do seu 
preço no dia do exercício, basta saber quantas vezes ele subiu ou 
desceu em relação a véspera, não importando a ordem com que 
esses movimentos oco "eram. 

A demonstração da proposição acima é imediata e será omitida. 

EXEMPLO 9: No exemplo 5, para que o ativo chegue ao preço fmal de 99,50 tanto faz se a 
seqüência de movimentos é uudd , udud , uddu ,dudu ou dduu . 

• 
PROPOSIÇÃO Di 2: 

Defina C (1) como sendo o valor da opção no dia do seu 
vencimento ao fim de um caminho com exatamente 1 subidtls de 
preço. Então, existe um número inteiro a tal que: 

10 A leitura desta seção é opcional. 

FUNDAÇÃO GETlJUO V~RGAS 
Biblioteca Mário Henrifilte Slmonsen 
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A primeira coisa a se observar é que se u é maior que 1 + r enquanto d é menor, 
então, existe um número inteiro k tal que: 

Assim, tomando o logaritmo neperiano de ambos os lados desta inequação, 
tem-se que 11: 

klnu+(n-k)lnd+lnS ~ lnE ~ 

lnE -lnS - nlnd 
~k~ . 

lnu-lnd 

o número a é defInido como sendo o menor dos k 's não-negativos que 
satisfazem a inequação acima. 

• 
EXEMPLO 10: Com os dados do exemplo 5, se o preço de exercício da opção for 105, então, 

em função do preço do ativo, tem-se que a opção pode tomar os seguintes 
valores no dia do seu vencimento: 

11 É importante recordar que a funçio logaritmo neperiano, cujo domínio 
é o conjunto dos números reais positivos e cujo valor no número x se 
escreve ln(x ) é uma função monótona estritamente crescente, o que quer dizer 
que se y > x ,entao ln(y) > In(x ). Ela também tem a propriedade que dados 
dois números positivos x e y, entao In(xy ) = ln(x) + In(y). 
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Observando-se assim que o valor da opção é sempre igual a zero quando o 
preço final do ativo foi o resultado de menos que 3 movimentos para cima nos 
dias intermediários. 

• 
PROPOSIÇÃO nl 3: 

Como conseqüência do algoritmo da seção 2.2, o preço te6rico 
C da opção é uma média ponderada dos C (1) dejlllcionada pelll 
taxa de juros r. Nesta ponderação, cada um destes valores tem 
peso igual a: 

n! l(I )"-l 
(n-k)!k!P -P , 

onde: 

• 1 é o número de movimentos para cima no preço do ativo, 
necessários para chegar até a posição em questão; 

• n! é o número de caminhos com k subidas de preço; 
(n-k)!k! 

l+r-d 
• P-- u-d . 

Ou seja, C é igual a: 



DEMONSTRAÇÃO 
DA 

1 " n' C - ~ . 1:(1_ ),,-I:C(k)-
- (l+r)"~(n-k)!k!P p -

1 " n' - ~ • 1:(1_ ),,-I:C(k) 
-(l+r)"~(n-k)!k!P p . 

PROPOSIÇÃO NI 3 

A demonstração será feita por indução finita. 
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Para n = 1 o resultado está demonstrado na seção 2.2. Suponha que o 
resultado seja verdadeiro para n = m. Neste caso, vai-se demonstrar que o 
mesmo é verdade quando n = m+ 1. 

Tome uma opção à m+ 1 dias do seu vencimento. Para que não haja 
oportunidade de arbitragem, a hipótese de indução diz que o valor da opção no 
21 dia, isto é a m dias do seu vencimento deve ser igual a: 

1
_, 

C - ~ m. 1:(1_ )--I:C(k+ 1) 
,,- (l+r)- ~(m-k)!k!P p , 

caso o preço do ativo tenha subido, ou então: 

1
_, 

C - ~ m. 1:(1_ )--I:C(k) 
d-(1 )-~( -k)'k'P P , +r 1:=0 m .. 

caso o preço tenha descido. Assim, tem-se que: 

1 
C=-(pC" +(1- p)Cd ) = 

l+r 

1
_, 

- ~ m. 1:(1_ )_-I:( C(k+l)+(I- )C(k») 
- (1 )_+1 ~(-k)'k'P P P p, +r h.O m .. 

o que, lembrando que C (O) = O e coletando os termos em C (k ) quando k > O, 
leva a que: 

C - m. + m. I: 1- _+1-1: C k _ 1 
- (' '} - (1 + r)-+1 ~ (m-k)!k! (m-(k-l»!(k-l)! (p) ( )-

= 1 r( (m + I)! 'tl:(l- p)-+I-I:C(k). 
(1 + r)-+1 1: .. 0 «m + 1) - k)!k! r 
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• 
EXEMPLO 11: Com os dados dos exemplos 5 elO, deseja-se calcular o preço teórico C da 

opção dado que a taxa de juros diária é 1 %. Para tal vai-se, em primeiro lugar, 
aplicar o algoritmo da seção 2.2, cujo primeiro passo já foi dado no exemplo 
10. O resultado de se fazer isto é o seguinte: 

Por outro lado, usando a fórmula para C, obtém-se o seguinte: 

1 [ 4' C= 4 _. X 0,603 x 0,40' x4,97+ 
(1 + 0,01) 3!1! 

_. X 0,604 xO,4° x 16,55 = 3,71. 4' ] 
4!O! 

• 
Finalmente, usando a proposição n!! 3, pode-se, com mais alguns algebrismos, chegar à 

fórmula de Cox e Rubinstein: 
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PROPOSIÇÃO DI 4: 

No modelo binomilll o vlllor C de uma opção de compra é dtulo 
por: 

DEMONSTRAÇÃO 
DA 
PROPOSIÇÃO NR 4 

E 
C = S4'(II,II,p') (1 + r)a 4'(II,II,p). 

De fato, tem-se que: 

1 - n' C - ~ . 1:(1- )-I:C(k)-
- (I + r)- {::, (n - k)!k!P P -

1 - n' = 2, . pl:(l- p)-I:(ul:d--I:S - E) = 
(I + rt 1:=41 (n - k)!k! 

= sÍ, n! (~pt(1-_u_p)--1: E ,z,(a,n,p) = 
pjl(n-k)!k! I+r I+r (I+r)-

= S,z,(a,n,p') E ,z,(a,n,p). 
(I + r)-

• 
EXEMPLO 12: Usando a fónnula de Cox e Rubinstein com os dados dos exemplos 7,8 e 9 e 

mais a tabela 2.4 se tem que: 

.,z, (3, 4, 0,60) = 0,475 e,z, (3,4, 1,05xO,60/l,0I) = 0,516, 

o que implica que: 

C = lOOx0,516 -105x(1,01)~XO,475 = 3,71. 

• 
2.5 A Distribuição Normal 

No mundo real, dificilmente se pode esperar que os movimentos dos preços dos ativos 
sejam tão simples quanto os que foram descritos nas seções anteriores. Não há razão alguma que 
justifique a hipótese de que, num detenninado dia, o preço de um ativo possa tomar apenas dois 
valores. Mais ainda, a maior parte dos ativos, para os quais existem opções negociáveis, são 
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transacionados com grande freqüência e não apenas uma vez por dia, sendo que, de instante para 
instante, podem se alterar as distribuições de probabilidade do que vai acontecer. 

De fato, estudos empíricos mostram que é mais fácil aceitar que o movimento dos preços 
desse tipo de ativo é um processo estocástico tal que a distribuição de probabilidade do valor do 
ativo num detenninado instante seja do tipo log-normal. Para poder explicar esta idéia, 
fundamental para a compreensão da Teoria das Opções e o modelo de Black-Scholes, é necessário, 
em primeiro lugar, definir a distribuição normal standard e entender as suas propriedades: 

Distribuição Normal 

Diz-se que uma variável aleatória X distribui-se normalmente com média Jl e desvio 

padrão u , quando a probabilidade P (X ~ a ) de X tomar valores menores ou iguais a um 
número real a é dada pela integral: 

a -(X-P'f I2rr 
P(X ~ a)= fe ..fii dx. _ u 2n 

Em outras palavras, o que a fórmula acima diz é que P (X ~ a) é a área compreendida entre a 
curva, chamada de função de densidade de X, cujas ordenadas y são dadas por: 

e -(X-P )lnrr 

u..J2n 

e o eixo horizontal entre -00 e a , confonne é indicado na figura abaixo: 



Entre as principais propriedades das distribuições nonnais citam-se as seguintes: 

• P (X S 00) = 1, isto é, a área total debaixo da função de densidade de urna distribuição 
nonnal é igual a 1. 
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• 99,87% da área debaixo de uma curva nonnal está compreendida entre J.l - 30' e J.l + 30; 

• Elas são simétricas em relação à média, isto é: 

P (X S a) = 1 - P (X S 2J.l -a), 

confonne se pode verificar na figura abaixo: 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

S a ) = 
< 2P~~f:lli 

;!\;i';!:;i:!i?!:!!1 
;/gÜfa"(ii iiii 

#l-a 

• Apesar da integral em (1) não ter uma forma fechada, isto é, de não ser possível obter 
uma expressão analítica para P (X S a ), há que se notar que se N é a função definida 
por: 

}( -h2 

N(x) = J~ tis, 
2n -

ou seja, se N é a função de distribuição de uma variável aleatória nonnal com média zero 
e desvio padrão 1, também chamada de distribuição normal standard, então: 

É possível então, usando técnicas de Cálculo Numérico, calcular N (t) para valores pre­
determinados de t , construindo assim uma tabela, como aquela no final deste livro, que 
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ajudará na detenninação de P (X S; a) no caso geral da média ser diferente de zero e o 
desvio padrão for qualquer. 

o uso dessas propriedades elementares das distribuições nonnais é ilustrado no exemplo 
prático abaixo: 

EXEMPLO 13: A) Cálculo de P (X S; a) quando t = u-1 (a -.u) é um número da tabela: 

Se X é uma variável aleatória nonnal com média.u = 100 e desvio padrão (J = 
10, então a probabilidade de que X seja menor que 105 pode ser calcula4a da 
seguinte fonna: 

= 105-100 -O 50 t -, , 
10 

o que, tomando o valor de N (0,5) na tabela 1, implica que P (X S; 100) = 
0,6915 = 69,15%. 

B) Cálculo de P (X S; a) quando t = = u-1 (a -.u) não é um número da 
tabela: 

Nas condições do item a, se a = 105,06, então t = 0,506 e a área N (0,506) 
pode ser obtida fazendo uma interpolação linear com os valores da tabela 1: 

N (0,506) = N (0,500) + 0,6x( N (0,510) - N (0,500» = 0,6915 + 

= 0,6x(0,695O - 0,6915) = 0,6936. 

C) Já a probabilidade de que X seja menor que 95 é igual a: 

P(X S; 95) = 1-P(X S; 2 x 100 - 95 = 105) = 0,3085 = 30,85% . 

Uma Propriedade Fundamental 
da Distribuição Normal Standard 

• 

As propriedades apresentadas acima são muito interessantes, mas referem-se somente à 
distribuição normal. Existe uma outra propriedade, na verdade um poderosíssimo teorema da 
Teoria das Probabilidades, conhecido como o Teorema Central do Limite12, que diz o 

12 O nome vem da língua inglesa: Central Limit Theorem • No Brasil, em algumas publicações o nome 
apareceu como Temema do Umite Centtal. Esta tenninologia não nos parece adequada, pois de fato, este teorema é o 
resultado centtal do estudo das somas de processos infinitamente divisíveis e não algo que se relacione a um limite 
que esteja no meio de outros valores. 
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seguinte: 

É importante traduzir o que este teorema diz para uma linguagem menos abstrata. 

Em primeiro lupr, diz-se que duas variáveis aleatórias são identicamente distribuídas 
quando a probabilidade delas serem menores que um detenninado valor é sempre igual, seja qual 
for este valor. Isto é muito diferente de dizer que elas são iguais, não devendo nunca ser feita 
confusão entre os dois conceitos. 

Em seWndo Iuear , duas variáveis aleatórias são ditas independentes se a probabilidade 
de qualquer uma delas tomar um certo valor não é influenciada pelo valor da outra. 

Diz-se que uma seqüência Y n de variáveis aleatórias converge em distribuição para 

uma outra variável aleatória Y se e somente se para todo a onde a função Fy, definida por Fy (a 

) = P (Y S a) for contínua, se tiver que: 

limn-.+ooP (Yn S a) =Fy (a). 

Assim, o Teorema Central do Limite pode ser reenunciado dizendo-se que, dada uma 
seqüência de v.a. 's independentes e identicamente distribuídas com média e variância finitas X n • s, 
então as somas nonnaljzadas Sn • s convergem em distribuição para uma normal standard. 

EXEMPLO 14: Num jogo de dados, por exemplo. dois dados são lançados e soma-se o 
número de pontos das faces que caem voltadas para cima. 

Para cada dado, o número de pontos que resultará é uma variável aleatória 
que pode tomar os valores: 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Se o dado for honesto, então cada 
um desses valores terá probabilidade igual a 1/6 de ser obtido. 
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Se ambos os dados forem honestos, então tem-se duas variáveis aleatórias 
identicamente distribuídas. 

Por outro lado, o resultado de um dado é independente do outro e as 
variáveis são independentemente distribuídas. 

• 
EXEMPLO 15: Tome uma sequência de variáveis binomiais simples X .. X 2, ••• , X o 

identicamente e independentemente distribuídas, tais que: 

P (Xi = O) = 0,25 e P (Xi = 1) = 0,75. 

Neste caso, a média dessas variáveis é dada por: 

Jl = 0,25xO+0, 75x 1 =0,75, 

enquanto o seu desvio-padrão pode ser obtido a partir de: 

cr = 0,25x(0 -0,75)2 +0, 75x(I-0, 75)2 = 0,1875. 

Defmindo So como no enunciado do Teorema Central do Limite, pode-se 
demonstrar que: 

P(S" S a) = P(X1 +X2+ ... +X" S a";0,1875n + O, 75n) = 

= 1- <P([a.,J0,1875n + 0,75n] -1,n,O, 75), 

onde <P é a distribuição binomial complementar, vista anteriormente, e [a] é o 
maior número inteiro menor ou igual a a . Assim, por exemplo, se n = 25 e a 
= 2, tem-se que: 

P(S" S a) = 1- <P([2 x ";0,1875 x 25 + 0,75 x 25] -1,25,0,75) = 
= 1- <P([22,25,0,75) = 

= 0,9679 = 96,79%, 

enquanto que o Teorema Central do Limite diz que P (S o S a ) é 
aproximadamente igual a N(2) = 0,9772 = 97,72%, um erro de aproximação 
menor que 1 %. 

A figura abaixo permite comparar, quando n = 25, os gráficos de P (So S 

a) e deN (a): 
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• 

Diz-se que uma variável aleatória X > O é log-normal quando a distribuição de 1nX é 
uma distribuição nonnal. 

EXEMPLO 16: . Suponha que lnX seja distribuida como uma nonnal standard, então o gráfico 
da função de densidade de X tem o seguinte aspecto: 
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A função de distribuição log-nonnal ~ extremamente importante na Teoria das Finançu.­
Ela, juntamente com o Teorema Central do Limite, tem profundas implicações sobre como se pode 
estudar a natureza dos processos estocásticos que os preços dos ativos seguem. 

De fato, suponha que todos os dias o preço de um ativo seja o seu preço da v~spera 
multiplicado por uma variável aleatória. Assim, se o preço do ativo era igual a S no primeiro dia, 
então, após n dias, o seu preço P D será dado por: 

onde os Xi 's são esses multiplicadores diários. 

Tomando o logaritmo de ambos os lados da equação acima, vem que: 

lnP" =lnS+lnX} +lnX2 ••• +lnX", 

o que, por causa do Teorema Central do Limite, acarreta que se as variáveis Xi forem 
independentes e identicamente distribuídas, então a função de distribuição de: 

lnP" -lnS-na _lnX} +lnX2 ... +lnX" -na 
çTn - çTn ' 

onde a é a média de InXi e ç é o seu desvio-padrãoI3, quando n é muito grande, fica muito 
próxima da nonnal standard. 

EXEMPLO 17: No Modelo Binomial de Cox e Rubinstein suponha, como no exemplo 7, 
que u seja igual a 1,02 e d a 0,98. Suponha também que a cada dia a 
probabilidade do preço subir seja igual a 75%, ou seja: igual ao p calculado 
naquele exemplo. 

Neste caso, tem-se que: 

a) a = 0,75xln(I,02) + 0,25xln(0,98) = 0,0098; 

b) ç = (0,75xOn(l,02»2 + 0,25xOn(0,98»2 - (0,0098)2 )1/2 = 

= 0,0173. 

Assim, se o preço inicial do ativo é S = 150, então, para se obter por 
aproximação a probabilidade de que Pn seja menor que 200 daí a 25 dias, 
calcula-se a razão: 

a= ln(200)-ln(150)-25xO,0098 04934 
0,017jJ2s' " 

13 É muito importante notar que. exceto em casos excepcionais. nem a média nem o desvio-padrIo de lnX 1 sIo 

iguais ao logaritmo da média de XI ou ao logaritmo do desvio respectivamente (vide exercfdo n/l 13 ). 
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que, com o auxílio da Tabela I, nos dá que esta probabilidade é igual a 
68,91 %14. 

• 
2.6 A Fórmula de Black ... Scholes 

Em 1973, Fischer Black e Myron Scholes [1973] propuseram um método para o cálculo do 
preço teórico de uma opção, dando uma fónnula para este preço em função do preço spot S do 
ativo, do preço de exercício E da opção, da taxa de juros r, do tempo t que falta para a expiração 
da opção e do desvio-padrio, também chamado de volatilidade, II do ativo. 

Para ser mais preciso, eles obtiveram a seguinte fónnula para o preço teórico de uma opção 
de compra do tipo europeu: 

EXEMPLO 18: Suponha que a taxa de juros diária seja igual a 1 %, que faltem 25 dias até o 
vencimento de uma opção de compra cujo preço de exercício é 200, sendo que o 
preço do ativo hoje é 150. Se II = 0,05, então x é igual a: 

x = ln(150) -ln(200) + 25 x ln(I,OI) + 0,05 x.J25 = -0,0307, 
O,05x.J25 2 

donde o preço da opção deve ser dado por. 

14 Este valor superestima a verdadeira probabilidade. 



34 

c = 150 xN(-{) 0307)- 200 xN(-{),307 +0,05x..fi5) = 
, 1,012S 

= 150 x O 4878 _ 200 x 0,3895 = 12 42. 
, 1,0125 ' 

• 
Ao usar a f6nnula de Black-Scholes é necessário atentar para os seguintes fatos: 

1) A taxa de juros r e o tempo 1 têm de estar expressos em unidades compatíveis. Isto 
quer dizer que se 1 está expresso em dias, então r será a taxa de juros diária15, de 
forma a que (1 + r)1 - 1 seja a taxa de juros acumulada do dia em que se está até o dia 
do vencimento. De fato, só se contarão os dias úteis para o cômputo de 1 • 

2) O desvio-padrão (J é um dado, da mesma forma que u e d eram dados no Modelo 
Binomial de Cox, Ross e Rubinstein16. 

3) Problemas como o do spread entre as taxas de captação e de aplicação, comissões de 
corretagem e racionamento de crédito são, novamente, ignorados. 

4) O modelo supõe que nenhum agente seja grande demais para o mercado. De fato, 
supõe-se igualmente que o mercado do ativo subjacente não seja influenciado pelo 
volume de contratos de opção em aberto. 

O preço te6rico da opção na f6nnula de Black-Scholes é uma função diferenciável das 
variáveis que o detenninam. Levando-se em conta que a derivada da função de distribuição N é 
dada no ponto a por: 

dN(a) e-1n 

da = -:::n;-' 
pode-se obter, usando a "Regra da Cadeia" do Cálculo Diferencial, a sensitividade desta f6nnula 

15 No Brasil. existe uma tradiçao de se expressar a taxa de juros dWia multiplicando o seu valor lU 3000 e 
colocando a expressa0 "% ao mês" a seguir. Assim. uma taxa de ovemight de 36% ao mês quer na verdade dizer 
uma taxa de juros diária de 1.2% = 0.012. 

16 No capítulo 4. ver-se-á como u pode ser estimado e quais as maneiras eficientes de se fazer isto. 
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s 

E 

t 

r 

iJC 
iJS=N(X»O 

iJC = N(x - C1{í) < O 
iJE (1 + r)' 

iJC = SC1 dN(x) + Eln(1 + r) N(x _ C1{í) > O 
ih 2Ji dx (1 + r)' 

iJC = s{í dN(x) >0 
iJC1 dx 

iJC tE r: -ar = '+1 N(x - C1-vt) > O 
(1+r) 
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Cresce 

Decresce 

Cresce 

Cresce 

Cresce 

EXEMPLO 19: Com os dados do exemplo 18, suponha que o preço spot do ativo tenha subido 
para 151,5, enquanto a volatilidade caiu para 0,049. As derivadas acima 
permitem estimar que C variou de.:1C dado por: 

LiC = N(x)L1S + s..fi dN(x) Lia = 
dx 

e-(-4l,0'JlJ7)2/2 

=0,4708x1,5+150x..J25" "I2tc x (-0,001) = 

= 0,7062 - 0,2991 = 

= 0,4071. 

17 Pala. por exemplo. calcular a derivada de C com respeito a S. faz-se o seguinte: 

iJC = N(x) + sdN(a)1 iJx + E dN(a) I iJx = 
iJS da a=x iJS (1 + r)' da a-x-a.[i iJS 

= N(x) + e 1- E ell'tl.[i-a
2
,/2 = N(x). 

. -x
2

/2 ( ) 

C1{iS (1 + r)' 
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Por outro lado, se fosse refeito o cálculo de C usando a fónnula de Black-
Scholes, ter-se-ia que C = 12,8651, implicando que o verdadeiro liC ~ 0,4451, 
as contas sendo deixadas para o leitor. 

• 

Dada a facilidade de se programar a fónnula de Black-Scholes num computador e mesmo 
em algumas calculadoras mais avançadas, não se espera que algu~m use as derivadas de C para 
fazer estimativas de liC . Contudo, a tabela da página anterior nos dá preciosas informações: 

Em primeiro lum, quando o preço do ativo no mercado spot cresce, então, permanecendo 
fixas as demais variáveis, cresce o valor da opção e vice-versa. De fato, tem-se que: 

S -+0 ~ C -+0; 

S -+ 00 ~ C -+ 00. 

Em sepndo lupr, quando o preço de exercício cresce, remanescendo fixas as demais 
variáveis, então decresce o valor da opção. Logo uma opção de preço de exercício maior sempre 
deve ser mais barata que uma de preço de exercício menor. 

Em terceiro lupr. opções com tempo de duração maior valem mais que opções cujas 
demais características são iguais, mas que têm uma vida menor. 

Em QParto lu&ar, quanto maior a volatilidade, maior o valor da opção. 

Em Quinto IUImb um aumento na taxa de juros aumenta o valor de C . 

2.7 Como Obter o Black-Scholes a Partir do Modelo Binomial18 

É possível obter-se a fórmula de Black-Scholes sem se fazer recurso às recrucas avançadas 
do Cálculo Diferencial Estocástico. para isso bastando apenas estudar um caso limite do Modelo 
Binomial de Cox, Ross e Rubinstein. 

De fato, será necessário usar o Teorema Central do Limite. Como corolário daquele 
resultado, sabe-se que se é dado um a qualquer, então para n suficientemente grande e qualquer p 
le deve ter que: 

( 
S -np a-l-np) (a-l-np) 1-(P(a,n,p)=P(Sn Sa-l)=P ~ li S ~ =N ~ . 
np(l- p) np(l- p) np(l- p) 

Assim, suponha que o intervalo de tempo até o vencimento da opção tenha sido dividido 
!m n partes e que se tenha colocado que: 

l8 A leitura desta seção é opcional. 
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A , a~ -a~ 

(1+r ) =(1+r) • u=e e d=e . 
A 

onde r n é a taxa de juros correspondente ao intervalo de tempo tIn. Neste caso. usando as fónnulas 
desenvolvidas para a e p na seção 2.3. pode-se mostrar que: 

lim a-l-np _lnE-lnS-tln(l+r) + u.Ji 
n ~ - .J np(l- p) - u.Ji 2 . 

Donde. conclui-se que: 

1- d>(a.n.p) ~ N( -x + u.Ji) quando n tende a infinito. 

onde x é definido como na fónnula de Black-Scholes. Usando a simetria da nonnal ao redor da 
sua média vem que: 

d>(a.n.p) ~ N(x - u.Ji) quando n tende a infinito. 

Da mesma forma. pode-se também mostrar que: 

d>(a.n.p') ~ N(x) quando n tende a infinito. 

Assim. se C (n ) era o preço da opção calculado pela fónnula binomial. ter-se-á que: 

lim
A 
__ C(n) = SN(x) - E, N(x - u.Ji). 

(I+r) 

demonstrando a fónnula de Black-Scholes. 

2.8 Opções de Venda do Tipo Europeu 

No capítulo I. Proposição n!l6. viu-se que. dadas uma opção de compra e outra de venda. 
ambas do tipo europeu. sobre um mesmo ativo. ambas com um mesmo preço de exercício E e data 
de expiração. então. para que não haja oportunidade de arbitragem pura. deve valer a seguinte 
relação entre os seus preços: 

E 
P=C-S- • 

(l+r)' 

onde. novamente. t é o número de dias que faltam para o vencimento. 

Assim. substituindo a fónnula de Black-Scholes nessa equação. resulta. após alguns 
algebrismos. que: 
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2.9 Opções de Compra do Tipo Americano 

Toda a análise desenvolvida nas seções anteriores supôs que as opções fossem do tipo 
europeu, isto é só pudessem ser exercidas no dia do seu vencimento. É importante extender estes 
resultados para as opções do tipo americano. 

Em primeiro lugar, considere um ativo que não paga dividendos, então a seguinte 
proposição é verdadeira: 

PROPOSIÇÃO ng 5: 

I Para um ativo que não paga dividendos, nunca pode ser 6timo 
exercer uma opção do tipo americano antes do seu vencimento. 

DEMONSTRAÇÃO 
DA 
PROPOSIÇÃO N2 5 

Como antes, sejam C ,S, E, r e t respectivamente o preço da opção, o 
preço à vista do ativo, o preço de exercício da opção, a taxa de juros e o tempo 
até o vencimento. Considere os seguintes portfolios: 

• Portfolio A: Uma opção mais uma quantidade de dinheiro igual a: 

E 

(1 + r)" 
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• Portfolio B: Uma unidade do ativo. 

o valor do dinheiro no portfolio A é igual a E no dia do vencimento e, em 
qualquer dia, a t dias do vencimento da opção é igual a E (1 +r tt . Se a opção é 
exercida antes do vencimento então o seu valor é igual a: 

E 
5-E+ , <5, 

(l+r) 

mostrando que o seu valor é sempre menor que o do portfolio B. Por ~utro 
lado, se a opção for carregada até o dia do seu vencimento, então o valor do 
portfolio A será, neste dia, igual a max(5, X}, que é um número maior ou igual 
que o valor do portfolio B. 

Assim, conclui-se que o exercício antecipado de uma opção americana nos 
deixa numa situação inferior àquela obtida quando se espera até o dia do seu 
vencimento e que, portanto, isto não deve ser feito. 

• 
A conseqüência imediata desta proposição é que se pode usar a f6nnula de Black-Scholes 

para se detenninar o preço de uma opção de compra do tipo americano desde que o ativo subjacente 
não pague dividendos. 
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Exercícios 
Seção 1.1 

1) No exemplo 1, suponha que a taxas de juros fosse igual a r. Mostre que o gráfico de C em 
função de r tem o seguinte fonnato: 

2) No exemplo 1, suponha que exista um spread entre a taxa de captação e a de aplicação, sendo 
que a primeira é 1,2% ao dia enquanto a segunda é 1 % ao dia. Mostre que é possível rea1izar 
lucro de arbitragem se o preço de mercado da opção for: 

a) maior que o C que é solução da equação: 

• l,012(C - 50) + 45 = O; 

b) menor que o C que é solução da equação: 

• 1,01(50 - C) - 45 = O. 

o que acontece se o preço de mercado da opção estiver entre esses dois valores '1 

3) No exemplo 1, suponha que o empréstimo de ouro só possa ser realizado mediante o 
pagamento de um juro em ouro de 0,50% ao dia. O que acontece com o preço teórico da 
opção? 

4) Suponha que exista uma comissão de corretagem na compra e venda de ouro igual a 0.5%. 
Como é que você refaria o exemplo 1 '1 
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5) Suponha que o preço do ouro possa tomar três valores no dia do vencimento. Mostre que, em 

geral, não é possível construir um portfolio de hedge como foi feito no exemplo 1. 

6) Se todos os indivíduos conhecerem p e forem neutros ao risco, isto é, se só se importarem 
com o valor esperado de suas aplicações, então, em equilíbrio: 

I+r-d 
(I + r)S = p(uS) + (1- p)(dS) ~ P = . 

u-d 

o que garante que p é um número entre zero e um, nunca tomando esses dois valores. 

Seção 2.2 
7) a) Detennine os preços teóricos de duas opções cujo preço de exercício são, respectivamente, 

105 e 115, sabendo que a taxa de juros diária é 2% e que os possíveis movimentos no preço do 
ativo subjacente são descritos pela figura abaixo: 

b) Compare a sensibilidade à variações na taxa de juros do preço teórico das duas opções. 

c) Suponha que um investidor deseje fazer uma trava, isto é, comprar a opção cujo preço de 
exercício é 105 e vender a de 115 na proporção de uma para uma. Qual deve ser a diferença no 
preço de mercado das duas opções hoje para que se possa garantir que isto é feito sem risco 
nem perdas? 

d) Compare a diferença dos preços calculados no item (a) com o resultado de (b). 

8) Mostre que o algoritmo da seção 2.2 pode ser trivialmente adaptado para o caso em que a taxa 
de juros diária varia dia a dia, desde que a seqüência dos valores de r seja conhecida. 
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Seção 2.3 

9) Sabe-se que o preço de um ativo segue as hipóteses do Modelo Binomial de Cox,Ross e 
Rubinstein com u = 1,10 e d = 0,90 e que a taxa de juros r = 0,8% ao dia. Pede-se 
determinar o preço de uma opção cujo preço de exercício é 200 e que expira daqui a 8 dias, 
dado que o preço do ativo hoje é 100. 

lO) Duas opções cujos preços de exercício são lOS e 115 têm preços teóricos iguais a 13,00 e 3,95 
respectivamente. A taxa de juros diária é I % e elas expiram em 20 dias. O preço do ativo hoje é 
100. Determine os valores de u e d . 

li) Defina a 2 pondo: 

• cr = {l+r-d)u
2 
+{u-I-r)d2 -(I+r)2. 

u-d 

a) Mostre que a 2 é sempre um número maior ou igual a zero se u > (I + r ) > d ; 

b) Usando o exercício 6 da seção 2.1, interprete a2 como sendo a variância de uma 
distribuição de probabilidades binomial simples. 

12) Defma tP (a, n, p ) pondo: 

I," nl . . 
• tP{a n p)= . p'{I_p)tt-, 

, , . ( - ')1 °I ' 
J=tI n J .J. 

onde n! = n{n-I){n-2) ... 1 e O! = 1. Mostre que: 

• tP{a, n, p) = I - tP{n - a + I,n, (I- p». 

Observ"ão: Este exercício justifica porque as tabelas 2.x no fmal deste livro apresentam os 
valores de tP (a, n, p ) apenas para p ~ 0,50. 

13) Se o preço de um determinado ativo num certo dia éS, então suponha que no dia seguinte o 
seu preço possa ser uS, mS ou dS com probabilidades p, p' e l-{p +P' ), conforme mostra o 
diagrama abaixo: 
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Deseja-se estudar a distribuição de probabilidade dos valores que ele pode tomar daqui a n 
dias. Para isso, sejam kll, klll e kd o número de vezes que o preço foi multiplicado por u, m e d 
respectivamente. 

Em primeiro lugar, pede-se mostrar que: 

a) o ativo só pode tomar os valores: 

onde kll, klll e kd são quaisquer números naturais tais que: 

k" +k .. +k4 = n; 

b) que a probabilidade de cada um desses valores acontecer é igual a: 

Em segundo lugar suponha que exista um indivíduo neutro ao risco, sem restrição de crédito. 
Mostre que se a taxa de juros diária é r, então: 

Mais ainda, mostre que esta fónnula se reduz a: 



onde: 

11 1 , 
_ ~ n. A:,,(l_ )"-A:" 
- {::,(1+r)A:" (n-k,,)!P P x ... 

( ( 
m l+r-d) E ( m l+r-d)) ... x Stl> aI; ,n-k",- - li-A:" ti> aI; ,n-k",- , 

• l+r m-d (1+r) • l+r m-d 

. . .. lnE-lnS-(n-k,,)lnd 
aA:" = menor mtellO nIo - negativo maIor que 

lnm-lnd 
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14) Dado que o preço de um detenninado ativo é S no dia 1-1, então suponha que no dia 1 ele 
possa assumir dois valores: 

a) uS com probabilidade p(t) = ; 

b) e-IS com probabilidade 

Seção 2.4 

15) Mostre que dados dois números positivos x e y quaisquer e um número À entre O e I, então 
In(ÂX +(l-Â)y) > Â ln(x) + (l-Â )In(y). 

16) Mostre que se x > O, então a função f definida por f (x ) = In (x) é diferenciável um número 
infmito de vezes. 

Seção 2.5 

17) Mostre que se X é uma variável aleatória que toma os valores 1 e 2 com probabilidades 1/3 e 
2/3 respectivamente, então a média de lnX é diferente do logaritmo da média de X . Tente usar 
o exercício 8 acima para generalizar este resultado. 

18) Mostre que quanto menor o a de uma distribuição normal, mais concentrada junto à média ela 
está. 

19) Usando as tabelas 1 e 2.xx do fmal do livro discuta a velocidade da convergência para a 
normal. 

20) a) Mostre que o Teorema Central do Umite é eqüivalente ao seguinte: 
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lI.if4 ••• 1j~ 
.... , .•. LF'.\\i't~.~:~:~~~~(~!: ... 4~~~!;~;;tt ........... . 
·~~ii~~'~~~~~~i:ii'ii""···· .. 

b) Suponha que o preço de uma ação evolua ao longo do tempo de acordo com um modelo 
multiplicativo do tipo: 

cada multiplicador sendo igual a: 

Xi = e";Yi , 

onde os Yi são variáveis aleatórias identicamente e independentemente distribuídas com média 

J.l e desvio-padrão u. Mostre como analisar P n para n grande. 

Seção 2.6 

21) Suponha que o preço no mercado spot de um ativo seja igual a 150, que exista uma opção cujo 
vencimento é daí a 25 dias e cujo preço de exercício é 200, que a taxa de juros diária seja 1 % e 
que a volatilidade seja 0,05. O Governo faz um pacote econômico com uma tablita, usando um 
deflator de 1 % ao dia, a qual servirá para deflacionar o preço de exercício. Após o pacote a taxa 
de juros diária é reduzida para 0,2% ao dia. Com o anúncio do pacote o preço do ativo sobe 
10% instantâneamente, enquanto a volatilidade permanece a mesma. Pede-se determinar C 
após o plano. 

22) Nas condições do exercício anterior, suponha que exista uma outra opção cujo preço de 
exercício é 250. No instante inicial, os preços de mercado de ambas as opções são iguais ao 
seus preços teóricos. Um investidor compra a de preço de exercício mais baixo e vende a de 
preço de exercício mais alto. Se não existir oportunidade de arbitragem imediatamente após o 
choque, será que vale a pena reverter a posição? 

23) No dia 8 de fevereiro de 1993, o comportamento da ação PN da companhia Vale do Rio Doce e 

das opções de compra CBG, CBI, coe e coa foi o seguinte: 



46 
AtlYo Vac. Preço de Exerddo A ..... n Fedi. MúI.a ....... M6dIa 

VIlePN 67,131.000 760.00 710.00 714.99 760.00 775.18 

CBG 19m. 100.00 2S6.S4O.ooo %7.00 31.00 39.00 25.00 3211 

CRI 19m. 900.00 311,165,000 5.50 6.SO 7.50 5.00 6.30 

coc 16 Abril 1.100.00 24.900.000 140 164.00 165.00 139.99 160.77 

coo 16 Abril 1.400.00 10.770.000 50.00 51.00 SI.OO 48.00 53.43 

Sabe-se que a taxa de juros diária ~ 1,45% no mês de fevereiro e deve cair para 1,2% em 
março e abril. Existem 9 dias úteis entre 8 de fevereiro e 19 de fevereiro e 46 dias entre 8 de 
fevereiro e 16 de abril. Analise as seguintes afirmações: 

a) O modelo de Black-Scholes não se aplica à opção CBG. porque a volatilidade teria de 
ser negativa; 

b) Suponha que a volatilidade do ativo ~ igual a 0.01171348. mostre que a opção CBI 
está com o preço correto; 

c) Na fónnula de Black-Scholes (1+ r)t pode ser substituída pela taxa acumulada do 
período. Esta taxa entre 8 de fevereiro e 16 de abril deve ser igual a: 
(1.0145)9(1.012)37. Usando a volatilidade de (b) verifique se as opções coe e CDG 
estão caras ou baratas. 

24) Suponha válida a fónnula de Black-Scholes para uma opção de compra do tipo europeu. Tome 
como fixos E, T, e a. e variáveis S e t. Para um determinado par (So , to) ponha: 

A seguir. considere um portfolio contendo uma unidade do ativo subjacente e uma posição 
vendida em llN (xo) unidades da opção. O valor V deste portfolio em qualquer instante de 
tempo t e para qualquer valor S do ativo ~ dado por: 

onde C (S ,t) ~ dado pela fónnula de Black-Scholes. 

a) Mostre que para pequenas variações do preço S do ativo a partir de So. V não se altera. 

(SuGstão: ilVldS = O). 

b) Como ~ que você usaria esse resultado na prática ? 

25) Um bônus de subscrição19 ~ uma opção, emitida por uma determinada empresa, para a 
subscrição de ações novas suas. De fato, trata-se de uma opção de compra de ações com a 

19 Em inglês a expressa0 é warrant. 
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característica de que o capital da empresa se altera quando ela é exercida Suponha que: 

a) Inicialmente, o número de ações é N e o número de bônus é igual a M ; 

b) O preço de cada ação é S e o de cada bônus é W , implicando que o valor de mercado V da 
empresa é igual a NS + MW ; 

c) Cada bônus de subscrição lhe dá o direito de subscrever X ações novas a um preço q ; 

d) Os bônus s6 podem ser exercidos numa detenninada data. 

Pede-se: 

i) Mostrar que, no dia do seu vencimento, o valor C do bônus de subscrição deve ser igual a: 

C= NX max{~-q o}. 
N+MX N" 

ü) Mostrar que o modelo de Black-Scholes pode ser usado para determinar o valor de C fora 
do seu vencimento se as seguintes modificações forem feitas: 

• S é substituído por S + (M/N )W; 

• A volatilidade usada for a do valor total da companhia (ações mais bônus); 

• A f6nnula de Black-Scholes for multiplicada por: 

NX 
N+MX 

26) Analise a seguinte aímnação: ''Uma empresa negociada em bolsa de valores jamais deveria dar 
direitos de subscrição a seus acionistas e sim vendê-los". 

27) Suponha que uma empresa chame uma subscrição cujos direitos são dia a dia negociados em 
cima da curva de juros, isto é, o preço da ação menos o da opção capitalizado pela taxa de juros 
é igual ao preço de exercício. Em função da volatilidade da ação, compute o ganho que tal 
situação pode provocar. Examine a subscrição do Banco do Brasil em finais de 1993. 

28) Em 27 de agosto de 1993 a Companhia Cervejaria Brahma fez publicar em diversos jornais um 
edital que, condensadamente, dizia o seguinte: 

a) Cada acionista teria direito a subscrever uma ação ao preço de Cr$ 16,35 (ação ordinária) 
ou Cr$13,65 (ação preferencial) para cada 11 ações que possuisse da mesma espécie. 

b) Cada acionista teria o direito de comprar bônus que dariam cada um o direito de subscrever 
uma ação, na proporção de 1 bônus para cada 9 ações possuídas do mesmo tipo. O bônus 
de ação ordinária custava Cr$ 2,93 e o de ação preferencial Cr$ 2,43, com correção 
monetária diária. O preço de subscrição de cada bônus sendo igual à média dos preços em 
moeda constante da ação do mesmo tipo no mês de setembro mais 20%, corrigido até o 
exercício em setembro de 1996 pela variação do IGP-M. 

c) As opções e os bônus tinham de ser subscritos até o final de setembro de 1993. 
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Ignorando dividendos, discuta como você poderia detenninar o preço dos bônus e o da 
subscrição. Os direitos de subscrição ficaram imediatamente disponíveis em bolsa. Os bônus 
tiveram de ser subscritos diretamente no Banco Itaú, agente custodiante das ações da empresa. 
Analise a sua resposta à luz dos seguintes fatos: 

i) O patrimônio líquido da empresa está crescendo a uma taxa de pelo menos 12% ao ano; 

li) A taxa de juros real até o exercício do bônus deve ser igual a 70%. 

Obseryacão: Para dar uma resposta numérica use a volatilidade das ações preferenciais como 
meio de calcular uma proxy para a volatilidade do valor da empresa. Existem 2 ações 
preferenciais para cada ordinária. 

Seção 2.7 

29) Considere uma opção de compra do tipo europeu e sejam C, S, E, r, t e a como antes. 

a) Mostre que se existe um agente neutro ao risco sem restrição de crédito, então se deve ter 
que: 

1 
C = , ESP,(max{S - E,O)1 

(1+r) 

onde ESP t é o valor esperado da variável aleatória entre parenteses de acordo com a 
infonnação disponível a t dias do vencimento; 

b) Mostre que, quando a função de distribuição que descreve as expectativas a respeito de lnS 
a t dias do vencimento da opção é uma nonnal com média lnSo +J1l e variância c:flt , então 
C é dado por: 

c = 1, i (S - E)! /(lnS)dS. 
(l+r) JS.E S 

onde f é a função densidade dada por: 

c) Finalmente, usando (b), mostre que: 

c - 1, { i S/(lo S)d(lo S) - E i /(10 S)d(lo S)} = 
(1+r) JE JE' 
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= 1 {S eP'+trl/2(l_ N( In E -In So - fJJ _ u~)) _ J 1-N( In E -In So - fJJ))} = 
(1 + r)' o u~ A,;,l u'Ji 

= 1 {S fID+tr,/2 N( In So + fJJ -In E + u~) _ EN( In So + fJJ -In E)}. 
(l+r)' o u~ u~ 

28) No exercício anterior, suponha que: 

Mostre que o valor de C coincide com a fórmula de Black-Scholes. 

31) Considere os processos binomiais obtidos na seção 2.7 quando se dividiu o intervalo de tempo 
até o exercício em n intervalos de comprimento tln . Calcule o valor esperado do ativo e a sua 
variância no dia do vencimento da opção de acordo com um qualquer desses processos. O que 
acontece quando n tende a infinito. 

Seção 2.8 

32) Mostre porque a Proposição 6 do capítulo 1 não funciona para opções do tipo americano. 
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