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Resumo

A inclusão de momentos superiores no apreçamento de ativos do modelo CAPM vem

sendo bastante discutido nas últimas décadas. Esse trabalho realiza um teste empírico para

o modelo CAPM estendido para os 3o e 4o momentos, no qual as assimetrias e curtoses dos

ativos também são apreçadas. O teste foi realizado utilizando o Método Generalizado dos

Momentos (MGM), em que todas as condições de momento derivam do modelo teórico.

Os dados utilizados foram os retornos diários das ações mais negociadas na Bovespa entre

2004 e 2006.

Palavras-chave: CAPM, Apreçamento de Ativos, Séries Temporais, Método General-

izado dos Momentos.

Abstract

The inclusion of higher moments in CAPM has been discussed in recent decades. This

work performs an empirical test of the model extended to the third and fourth moments,

in which the skewness and kurtosis are also priced. This test was based on Generalized

Method of Moments (GMM) procedures, in which all the moment conditions derived from

the theoretical model. The data used were the daily returns of the most liquid Brazilian

stocks between 2004 and 2006.

Keywords: CAPM, Asset Pricing, Time Series, GMM.
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1 Introdução

A maioria dos agentes econômicos investe parte de seu dinheiro em um ativo, ao

invés de realizar um consumo imediato. Quase todos aceitam abrir mão do papel moeda

hoje, para receber uma quantia suficientemente alta no futuro. O quanto cada um está

disposto a receber no futuro para deixar de gastar hoje pode ser tema de discussão, mas

que cada um estará mais satisfeito quanto maior for a quantia que receber, não resta

dúvidas. Entretanto o futuro é incerto e nem todo ativo pode garantir um fluxo de

receita futura certo. Quando garante, esse não costuma ser alto. Quando não garante,

as pessoas têm a expectativa de receber a mais para compensar esse risco.

Então, sempre que dois ativos apresentarem o mesmo retorno esperado e a mesma

incerteza, ou variância, o agente ficará indiferente? Uma simples ação pode render re-

tornos altíssimos no futuro, mas suas perdas nunca passarão de 100%. Pode-se imaginar

uma ação de retorno esperado idêntico, mas com esses limites ‘invertidos’, em que o

retorno nunca seria maior que 100%, mas não houvesse uma perda mínima. Essa ação

parece ser tão atrativa quanto à outra, ainda que a média e a variância fossem a mesma?

Uma loteria ‘justa’, que custasse um real com probabilidade de 1/109 para ganhar o

prêmio de um bilhão é tão atrativa quanto o direito de receber um real quase sempre e

probabilidade de 1/109 para pagar um bilhão de reais? São dois ativos de média zero e

variância idêntica, mas que parecem propor situações completamente distintas.

Muitas pessoas, quando confrontadas com essas alternativas, costumam pensar: ‘O

que de melhor e de pior pode acontecer comigo?’. Eventos extremos, ainda que im-

prováveis, são levados em consideração. Esses eventos não recebem muito peso ao cal-

cular um retorno esperado, mas passam a receber mais importância no cálculo dos mo-

mentos ímpares. Como a maioria sonha com altíssimos retornos e tem pavor de grandes

prejuízos, os agentes têm preferências por momentos ímpares positivos. A partir dessa

lógica foi elaborado o popular Value at Risk (VaR), que é uma medida, em montante

financeiro, da maior perda esperada de um ativo ou carteira.

A variância já é uma boa medida de incerteza, mas outros momentos pares também

1



podem ser usados com esse mesmo objetivo. O raciocínio segue o mesmo do terceiro

momento, dando mais peso aos retornos que desviam mais da média. Quanto mais

grossas forem as caudas da distribuição, maiores serão os momentos pares, e justamente

isto que os investidores evitam.

Após o trabalho seminal de Sharpe (1964) e Lintner (1965), que criaram o con-

sagrado CAPM (Capital Asset Pricing Model), muitos tentaram aprimorar esse modelo.

A não verificação empírica do modelo, assim como hipóteses não consensuais por trás

do mesmo, como utilidade quadrática ou normalidade dos retornos, motivaram tais tra-

balhos. Apesar do consenso em relação à importância dos dois primeiros momentos do

retorno de um ativo, especula-se que outras características da economia e do próprio

ativo podem ter papel crucial nas escolhas do agente. O trabalho de Geert Bekaert and

Viskanta (1998) mostra que os países emergentes possuem mercados com alta volatili-

dade e a normalidade dos retornos não é comprovada.

O objetivo desse trabalho é verificar se há no mercado acionário brasileiro apreça-

mento do 3o e 4o momentos dos retornos dos principais ativos. Na próxima seção será

feita uma breve revisão da literatura. A explicação da metodologia usada no teste em-

pírico é descrita na terceira seção e os resultados do teste são analisados em seguida. O

trabalho termina com um resumo dos principais resultados e conclusões.
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2 Revisão da Literatura

O trabalho de Ingersoll (1975) é um dos primeiros a incorporar o terceiro momento,

e até momentos mais elevados, em sua análise. O autor assume que o investidor possui

uma função utilidade de um único período, é tomador de preços e pode comprar ou

vender qualquer quantidade de seguros (ativos) sem custos de transação. O agente tem

preferência por ativos com alto retorno, baixa variância e assimetria positiva. Ingersoll

deriva uma condição de primeira ordem para seu modelo a partir da existência de um

portfólio na fronteira eficiente de mercado.

Kraus and Litzenberger (1976) estendem o modelo Lintner-Mossin-Sharpe 2 de

apreçamento de ativos incorporando também a assimetria dos retornos em sua análise.

Evidências empíricas mostram que é consistente a construção de um modelo CAPM com

a inclusão do terceiro momento. Os autores demonstram que se a função utilidade de um

investidor satisfaz algumas condições 3, então o mesmo tem preferência por assimetria

positiva e aversão a variância, i.e., ceteris paribus, retornos com assimetria positiva dom-

inam os com assimetria negativa, assim como retornos com variância menor dominam os

com variância maior. Esse resultado é intuitivo, pois assimetria positiva significa mais

massa em retornos positivos extremos. Esse modelo pode ser escrito da seguinte forma:

E(r̃i) = b1βi + b2γi

onde E(r̃i) =
R̃i−rf
rf

, βi = Cov(r̃i,r̃m)
V ar(r̃m)

e γi = E[(r̃i−E(r̃i)(r̃m−E(r̃m))2]
E[(r̃m−E(r̃m))3]

Na equações acima, Ri é o retorno do i-ésimo ativo, rf é o retorno livre de risco,r̃i e

r̃m são os excessos de retorno do ativo i e do portfólio de mercado, b1 e b2 são os prêmios

de risco do mercado associados a covariância e coassimetria.

Essas descobertas refutam a utilidade quadrática normalmente usada em modelos

teóricos e estão coerentes com as evidências experimentais no trabalho de M. Gordon

and Rorke (1972), em que a maioria dos indivíduos tem utilidade côncava com uma

2Ver Sharpe (1964), Lintner (1965) e Mossin (1966)
3U ′ > 0 (utilidade marginal positiva), U ′′ < 0 (utilidade marginal decrescente, aversão ao risco) e

∂(−U ′′/U ′)/∂W ≤ 0 (aversão absoluta ao risco não-crescente).
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aversão absoluta ao risco decrescente. As refutações empíricas encontradas em outros

trabalhos, que atribuíam problemas à restrição de empréstimos de ativos livres de risco

( Vasicek (1971) e Black (1972)) ou divergências nas taxas de juros ( Brennan (1971)),

podem ser fruto de uma má especificação do modelo CAPM usado, como a omissão da

variável de assimetria e curtose. O modelo CAPM estendido para uma função utilidade

que incorpora a assimetria dos ativos é confirmado por resultados que dão valores signi-

ficativos ao preço da assimetria no mercado acionário. A previsão de um intercepto zero

para a linha do mercado de seguros no espaço de excesso de retornos não é rejeitada.

Os autores testam seu modelo levando em conta a preferência pelo terceiro momento e

verificam que a coassimetria (ou assimetria sistêmica, não diversificável) é um fator sig-

nificante e um intercepto zero para a linha do mercado de seguros no espaço de excesso

de retornos não é rejeitada.

Alguns artigos utilizaram regressões cross-section 4 para testar o modelo de Kraus-

Litzenberger. Lim (1989) foi o primeiro trabalho a elaborar um teste utilizando o

Método Generalizado dos Momentos (MGM). Assume-se que a taxa marginal de substi-

tuição de assimetria por variância é constante. Utiliza-se uma especificação do modelo

de Sears (1985) para gerar parte das condições de momento do teste:

E[r̃i − (
φσ0

φσ0 −m0

βi −
m0

φσ0 −m0

γi)r̃m] = 0

Em que r̃i e r̃m são os excessos de retornos do ativo i e o portfólio de mercado, σ2
0 e

m3
0 são a variância e o terceiro momento do retorno do portfólio de mercado, βi e γi

são os prêmios de risco de mercado dados pela variância e curtose respectivamente. As

outras condições de momento do modelo serão formadas por equações que derivam das

definições da média, variância e coassimetria do portfólio de mercado, além das definições

de βi e γi. Utilizando dados mensais de ativos do mercado financeiro americano, os testes

indicaram que há apreçamento da curtose por parte dos agentes no mercado financeiro.

Recentemente, Mitton and Vorkink (1964) propuseram um modelo simples de um

4Ver Kraus and Litzenberger (1976), Friend and Westerfield (1980), e Sears and Wei (1988)
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período no qual existem dois tipos de investidores: o traditional investor tem suas prefer-

ências representadas por uma função utilidade quadrática padrão sobre a riqueza, e o

lotto investor tem uma função utilidade semelhante ao primeiro sobre média e variância,

mas também tem preferência por assimetria da seguinte forma5:

U(W ) = E(W )− 1

2τ
V ar(W ) +

1

3φ
Skew(W )

onde τ e φ são os coeficientes que governam a preferência por variância e assimetria

(τ, φ > 0) e W é a riqueza futura do agente. Os autores realizam uma análise empírica

que corrobora com as implicações deste modelo. Utilizando retornos mensais durante a

década de 90 e os dados de 60 mil investidores de uma grande corretora americana, os

autores observam alguns padrões de comportamento. Primeiro, os portfólios mais diver-

sificados apresentam uma pequena assimetria, enquanto os portfólios não diversificados

apresentam assimetria positiva substancial. Segundo, eles capturam uma relação entre

a eficiência em termos de média-variância e assimetria: o coeficiente de assimetria e a

razão de Sharpe dos portfólios variam em sentidos opostos, indicando a existência de

um prêmio para a assimetria. Por fim, é verificado que ativos com alta assimetria estão

nas carteiras menos diversificadas e, em média, as ações mais selecionadas para estas

têm aproximadamente o dobro de assimetria do que as ações comumente selecionadas

para as mais diversificadas. Tal fato sinaliza que investidores não diversificados escolhem

conscientemente ações que elevarão a assimetria de seus portfólios.

5Esse modelo é uma extensão do modelo proposto por Jr. and Tamarkin (1981) que adiciona agentes
heterogêneos em relação à preferência por assimetria
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3 Metodologia

Diversos trabalhos tentaram estimar o prêmio de mercado dado para a asimetria

de ativos, normalmente realizando regressões em cross-section. Entretanto esses testes

adotam normalmente funções de utilidades específicas, sem ter como comprovar previa-

mente o formato dessas funções. Seguindo a metodologia de Athayde and Flôres Junior

(2000) pretende-se derivar as condições de momento de um modelo que prescinde da

especificação de uma função utilidade. Primeiramente, pela derivada total da função

utilidade no ponto eficiente de mercado6:

E(ri)− rf =
2U2β2i + 3U3β3i + 4U4β4i

2U2 + 3U3 + 4U4

(E(rm)− rf ) (1)

Onde Ui é a utilidade marginal do i-ésimo momento, ri e rm são os excessos de retorno

do ativo i e do portfólio de mercado, rf é o retorno livre de risco e os betas7 seguem as

seguintes definições:

β2i =
σim
σm2

= E[(ri−E(ri))(rm−E(rm))]
E[rm−E(rm)]2

β3i =
σim2

σm3
= E[(ri−E(ri))(rm−E(rm))2]

E[rm−E(rm)]3

β4i =
σim3

σm4
= E[(ri−E(ri))(rm−E(rm))3]

E[rm−E(rm)]4

Serão construídos portfólios ortogonais Z2, Z3 e Z4 que tenham apenas um beta,

distinto para cada carteira, diferente de zero. Ou seja, os portfólios devem obedecer às

seguintes restrições:

σmz2 6= 0, σm2z2 = 0, σm3z2 = 0

σmz3 = 0, σm2z3 6= 0, σm3z3 = 0

σmz4 = 0, σm2z4 = 0, σm3z4 6= 0

Formados esses portfólios, calcula-se seus retornos conforme a equação (1) e sabendo

que alguns betas serão zero:

6Essa equação é desenvolvida no Apêndice A conforme Athayde and Flôres Junior (1997)
7No Apêndice B esses betas são reescritos de outra forma
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E(rz2)− rf =
2U2βz2

2U2 + 3U3 + 4U4

(E(rm)− rf )

E(rz3)− rf =
3U3βz3

2U2 + 3U3 + 4U4

(E(rm)− rf ) (2)

E(rz4)− rf =
4U4βz4

2U2 + 3U3 + 4U4

(E(rm)− rf )

Substituindo o sistema de equações (2) em (1):

E(ri)− rf = β2i
E(rz2)− rf

βz2
+ β3i

E(rz3)− rf
βz3

+ β4i
E(rz4)− rf

βz4
(3)

No caso do portfólio de mercado a equação acima poderia ser simplificada por:

E(rm)− rf =
E(rz2)− rf

βz2
+
E(rz3)− rf

βz3
+
E(rz4)− rf

βz4
(4)

A equação (4) pode ser usada para eliminar o parâmetro βz2 em (3):

E(ri)− rf = β2i(E(rm)− rf ) + (β3i − β2i)
E(rz3)− rf

βz3
+ (β4i − β2i)

E(rz4)− rf
βz4

(5)

Podemos analisar o caso específico de retornos com distribuição normal. Para isso,

utilizamos o Lema de Stein8 quando x e y são normalmente distribuídos e f() é uma

função de classe C1:

Cov(x, f(y)) = Cov(x, y)E(f ′(x))

Usando a hipótese de normalidade dos retornos:

σimt−1 = Cov[ri, (rm − E(rm))t−1] = Cov(ri, rm)(t− 1)E(rm − E(rm))t−2

βit =
σimt−1

σmt

=
Cov(ri, rm)(t− 1)E(rm − E(rm))t−2

Cov(rm, rm)(t− 1)E(rm − E(rm))t−2
=
σim
σm2

= β2i

8Ver Huang and Litzenberger (1988)
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Ou seja, o modelo CAPM clássico.

A partir das equações desenvolvidas até aqui, pode-se enunciar o conjunto de condições

de momento que será usado para realizar a estimação do MGM. As primeiras três

condições de momento são as definições dos três primeiros momentos do portfólio de

mercado, nesse caso, o Ibovespa:

E[rm −M ] = 0

E[(rm −M)2 − V ] = 0

E[(rm −M)3 − S] = 0

Foram utilizadas no trabalho de Athayde and Flôres Junior (2000) quatro condições

de momento que se referem as definições dos parâmetros relacionados com os portfólios

Z3 e Z4. Sabemos que esses dois portfólios não têm covariância com o Ibovespa e que Z3

e Z4 não possuem cocurtose e coassimetria respectivamente. Como esses portfólios foram

construídos a partir dessas exigências descritas, é redundante incorporar condições de

momento que assegurem essas mesmas características. A fim de assegurar as condições

necessárias do MGM, optou-se por retirá-las para evitar que a matriz de covariância seja

quase singular9.

Entretanto permaneceram as condições de momentos referentes às carteiras Z3 e Z4

que definem β3Z3
e β4Z4

, para que esses parâmetros possam ser estimados mesmo quando

o modelo não estiver completo, ou seja, testando assimetria e curtose.

E[rZ3r2m − 2rZ3rmM + rZ3(M
2 − V )− β3Z3

S] = 0

E[rZ4r3m + 3rZ4rmM(M − rm)− rZ4(M3 + S)− β4Z4
(rm −M)4] = 0

As igualdades definidas nessas últimas condições de momento também se aplicarão

aos β2, β3 e β4 respectivos às todas i ações do modelo.

E[rirm − riM − β2iV ] = 0

E[rir2m − 2rirmM + ri(M
2 − V )− β3iS] = 0

E[rir3m + 3rirmM(M − rm)− ri(M3 + S)− β4i(rm −M)4] = 0

9A prova encontra-se no apêndice D
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As próximas condições de momento serão diferentes para cada modelo, dependendo de

sua hipótese inicial. Primeiramente iremos testar a presença simultânea do apreçamento

de assimetria e curtose no valor das ações.

E[rZ3 −MZ3] = 0

E[rZ4 −MZ4] = 0

E[ri − β2irm − β3i−β2i
β3Z3

MZ3 − β4i−β2i
β4Z4

MZ4] = 0

O modelo II irá testar somente a presença de apreçamento da assimetria dos ativos,

deixando de estimar o parâmetro MZ4:

E[rZ3 −MZ3] = 0

E[rZ4] = 0

E[ri − β2irm − β3i−β2i
β3Z3

MZ3] = 0

O modelo III estima o caso em que os agentes apreçam somente a curtose, logo o

parâmetro MZ3 não precisa ser estimado:

E[rZ3] = 0

E[rZ4 −MZ4] = 0

E[ri − β2irm − β4i−β2i
β4Z4

MZ4] = 0

Por último, retiramos curtose e assimetria para gerar um modelo equivalente ao

CAPM.

E[rZ3] = 0

E[rZ4] = 0

E[ri − β2irm] = 0

Dessa forma o Modelo I terá 51 condições de momento (7 + 4*11) e 40 parâmetros (7

+ 3*11), os modelos II e III terão também 51 condições de momento, mas 39 parâmetros

(6 + 3*11), enquanto o último modelo só terá 38 parâmetros.
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4 Teste Empírico

A realização do teste empírico para o mercado financeiro brasileiro deve estar cercada

de alguns cuidados. A metodologia de um modelo CAPM padrão pressupõe uma aversão

ao risco constante, assim como um prêmio de risco. Para a metodologia usada nesse

trabalho, essa hipótese se repete, o que pede uma atenção especial na escolha da série

temporal a ser testada. Os últimos 10 anos foram bastante turbulentos, alternando-

se crises nacionais e internacionais. Tais fatos não apenas geram bastante volatilidade

na cotação dos ativos, mas também podem representar mudanças nas preferências e

parâmetros do modelo.

Figura 1: Ibovespa: 2000-10

O ano de 2000 já apresentou uma prévia do que seria aquela década com o estoura

da bolha ‘pontocom’. Uma desconfiança generalizada nas empresas de tecnologia gera

grandes perdas aos investidores e uma queda nas cotações das supervalorizadas empresas

da Nasdaq. Os ataques terroristas às torres gêmeas causaram conseqüências graves a

Wall Street. Após o atentado de 11 de setembro, a Bolsa de Nova York ficou quatro

dias sem operar, registrando perdas de 590 bilhões de dólares na sua reabertura. O

10



índice Dow Jones teve seu pior desempenho em pontos na história, caindo 14,3% em

uma semana. No Brasil, o Ibovespa chegou a cair 7,26% no dia 13 de setembro. O ano

foi marcado também pela crise na Argentina, o apagão energético no Brasil e o escândalo

financeiro da Enron, nos EUA. A combinação desses fatores fez a Bovespa cair 60% em

oito meses, mas recuperou-se rapidamente. Em três meses já havia superado as perdas.

As eleições presidenciais de 2002 anunciavam uma tragédia, ao menos para os investi-

dores estrangeiros. A eleição de Lula causou um temor mundial sobre a possibilidade

de o governo mudar os rumos da economia e adotar os ideais petistas. O medo levou

o Risco Brasil ao patamar recorde de 1.227 pontos, o dólar atingiu a cotação histórica

de quatro reais e o Ibovespa sofreu uma baixa de 65% entre janeiro e outubro de 2002.

O mercado só se acalmou quando percebeu que o novo governo daria continuidade às

políticas econômicas da gestão FHC. Aos poucos os investidores retomaram a confiança

no mercado brasileiro e o capital estrangeiro voltou a Bovespa. Lula viajou em céu de

brigadeiro de 2003 a 2007. É nesse momento que a bolsa ganha todo esse peso que tem

hoje.

Em 2007 aparecem os primeiros sintomas da crise de crédito hipotecário de alto

risco (subprime), com enormes prejuízos das instituições financeiras norte-americanas e

européias. Apesar dos avisos, a maior parte dos investidores ignorou os riscos e seguiu

otimista, alguns, inclusive, alavancados pelos derivativos. A bolsa brasileira manteve

um crescimento moderado até junho de 2008, quando cotações começaram a embicar até

culminar em fortíssimas quedas nos meses de setembro e outubro, com alta volatilidade,

decorrente da incerteza dos investidores em relação ao sistema financeiro internacional.

Como resultado, entre 29 de setembro e 22 de outubro o pregão da Bovespa teve de ser

interrompido seis vezes (circuit breaker), após as perdas desses dias atingirem 10%.

A população de interesse é formada por onze ações negociadas na Bolsa de Valores de

São Paulo (Bovespa) no período de 30 de dezembro de 2003 até 28 de dezembro de 2006,

em um total 744 observações. Todos os dados foram obtidos do sistema Economatica.

Os dados utilizados na estimação foram: preços de fechamento das ações (ajustados para

proventos, em moeda original), taxa do Certificado de Depósito Interbancário (CDI) e
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os fechamentos do Ibovespa. Como proxy para a taxa livre de risco utilizou-se um índice

diário da taxa do CDI, e como proxy para o retorno de mercado, o Ibovespa.

Foram selecionadas ações com alta liquidez na Bolsa de Valores de São Paulo e

todos os retornos aqui mencionados serão na verdade excessos de retorno das ações em

pontos percentuais. Todas as ações selecionadas estiveram entre as 10 mais negociadas

na Bovespa em pelo menos um dos três anos do período escolhido. Ao todo foram

usadas onze ações da Bovespa: Petrobrás (PETR4), Vale PNA (VALE5), Telemar PN

(TNLP4), Sid Nacional ON (CSNA3), Telesp PN (TLPP4), Braskem PNA (BRKM5),

Brasil Telec PN (BRTO4), Gerdau PN (GGBR4), Ambev PN (AMBV4), Itausa PN

(ITSA4) e Cemig PN (CMIG4).

A Tabela 1 mostra os valores das médias, variâncias, assimetrias e curtoses dos ativos.

Nesse caso, as assimetrias e curtoses são as razões entre o terceiro e quarto momento

sobre os desvios padrões elevados a terceira e quarta potência respectivamente. O índice

da Bovespa, como era esperado, tem a menor variância dentre os ativos selecionados. Sua

assimetria é negativa, o que sugere que os investidores reagem de modo mais extremado

às más notícias. Característica que corresponde à idéia popular de que as ações ‘sobem

de escada e descem de elevador’. O índice também apresentou uma tendência de alta.

Algumas dessas ações tiveram uma tendência contrária ao Ibovespa, obtendo um

retorno médio negativo. Esse foi o caso da Telemar PN, Braskem PNA e Brasil Telec

PN. Essas duas últimas também obtiveram alta variância e curtose, o que gera aversão

na maioria dos investidores. Entretanto a Brasil Telec PN tem assimetria extremamente

positiva, enquanto a Braskem teve assimetria negativa. De modo geral, as ações apresen-

taram variância maior que o portfólio de mercado, mas de ordem semelhante, e curtoses

bem próximas a três, indicando que sua distribuição se assemelha a de uma normal.

Aparentemente não pode ser constatada nenhuma tendência entre os momentos e

o retorno das ações escolhidas. Como essas ações têm um grande peso no Ibovespa,

elas são uma boa amostra do comportamento e das preferências dos investidores. O

resultado mais intuitivo seria que ativos com valores maiores para momentos de ordem

par exibissem retornos médios mais altos, visto que os investidores estão comprando
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Tabela 1: Estatísticas Descritivas - Momentos
Ativos Média Variância Assimetria Curtose

RIBOV 0.031 2.66 -0.18 3.66
RPETR4 0.086 3.61 -0.12 3.76
RVALE5 0.058 4.27 0.02 3.23
RTNLP4 -0.082 3.94 -0.07 3.80
RCSNA3 0.052 6.58 0.00 3.29
RTLPP4 0.023 4.02 0.17 3.41

RBRKM5 -0.068 7.58 -0.11 4.81
RBRTO4 -0.075 7.26 0.68 6.97
RGGBR4 0.088 5.94 -0.11 3.79
RAMBV4 0.021 3.21 -1.02 13.24
RITSA4 0.111 3.80 0.20 3.54
RCMIG4 0.061 6.38 0.22 3.39

ações mais voláteis, ou seja, com maior risco. Ativos com momentos ímpares maiores

deveriam, ceteris paribus, ter um retorno médio menor, pois os agentes aceitariam um

rendimento menor se a probabilidade de um (ou alguns) altíssimo(s) retorno(s) diário(s)

fosse(m) maior(es). Entretanto, nenhuma dessas hipóteses foi confirmada pela dispersão

dos ativos no gráfico.

Figura 2: Variância

Todos os betas do modelo foram estimados a partir da covariância, coassimetria e

cocurtose dos ativos e portfólios. Essas estatísticas registraram um padrão para todas

as ações. A covariância revela a correlação de cada ativo com o portfólio de mercado.

Caso essa seja positiva, significa que quando o Ibovespa aumenta, as ações tendem
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Figura 3: Assimetria

Figura 4: Curtose

normalmente a se valorizar, e quando o índice diminui, a se desvalorizar. Esse é o

comportamento esperado das ações, dado que elas têm uma participação significativa

no índice. Os investidores também costumam levar em conta o ‘humor’ do mercado

no momento das negociações, valorizando mais as ações quando o Ibovespa sobe e as

desvalorizando quando o índice desce. As covariâncias de todas ações observadas foram

positivas, corroborando as explicações acima.

No caso da coassimetria, seu sinal indica como se comporta a ação em relação à

volatilidade do Ibovespa. Se essa estatística é negativa, significa que as ações normal-
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Tabela 2: Estatísticas Descritivas -
Média Covariância Coassimetria Cocurtose

RPETR4 0.086 2.32 -0.19 2.74
RVALE5 0.058 2.31 -0.15 2.25
RTNLP4 -0.082 2.61 -0.15 2.98
RCSNA3 0.052 3.21 -0.16 2.79
RTLPP4 0.023 1.75 -0.10 2.07
RBRKM5 -0.068 2.76 -0.30 2.50
RBRTO4 -0.075 2.87 -0.09 2.26
RGGBR4 0.088 3.07 -0.15 2.93
RAMBV4 0.021 1.38 -0.09 1.95
RITSA4 0.111 2.22 -0.04 2.58
RCMIG4 0.061 2.94 -0.07 2.61

mente se desvalorizam nos momentos de maior incerteza do mercado. Esse fenômeno

pode ser explicado pela venda de ações e a migração de investidores do mercado de

ações para outras aplicações mais seguras, como os títulos públicos. Novamente as ações

seguiram um padrão e todas registraram coassimetria negativa.

A cocurtose entre um ativo e o portfólio de mercado estima a variação do ativo

conforme o terceiro momento dessa carteira. Se o ativo costuma acompanhar a alta e a

baixa do índice de mercado a estatística será positiva. Nessa estatística, quanto maior

for a variação do Ibovespa no dia, maior será o peso da observação na amostra. Como

já observado na estatística de covariância, as ações normalmente seguem a tendência do

índice de mercado e a cocurtose de todos os ativos é positiva. Tanto a coassimetria,

como a cocurtose, estão normalizadas pelo desvio padrão do Ibovespa e das próprias

ações.

Como os dados estão ajustados para proventos, os retornos registraram uma corre-

lação mais alta do que a realizada. Todos os ativos são bastante correlacionados (posi-

tivamente) com o Ibovespa. As ações também registraram altíssima correlação positiva,

em alguns casos superando o valor de 0.6. Além dessa alta correlação, as condições de

momento do nosso modelo podem formar séries estocásticas linearmente dependentes,

caso os portfólios Z3 e Z4 sejam formados exclusivamente de ações que estão no modelo.

As equações que definem os betas dos portfólios geram covariâncias que são linearmente
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Figura 5: Covariância

Figura 6: Coassimetria

dependentes das condições de momento que definem os betas dos outros ativos10. Ob-

tendo uma Matriz Covariância das condições de momento que é singular, viola-se uma

das hipóteses fundamentais do Método Generalizado dos Momentos (MGM): a matriz de

ponderação da minimização deve ser inversível11. Para resolver tal dificuldade retirou-se

quatro condições de momento do modelo original, como já descrito na seção anterior.

Calculou-se o portfólio de norma euclidiana mínima que mantivesse as condições ortogo-

nais de Z3 e Z4 para que as carteiras tivessem uma composição mais heterogênea, visto

10A prova encontra-se no apêndice D
11Ver Flôres Junior (2003).
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Figura 7: Cocurtose

que a minimização de variância costuma gerar portfólios bem semelhantes.

Tabela 3: Matriz de Correlação

Ibov petr4 vale5 tnlp4 csna3 tlpp4 brkm5 brto4 ggbr4 ambv4 itsa4 cmig4
Ibov 1.000
petr4 0.748 1.000
vale5 0.685 0.602 1.000
tnlpP4 0.805 0.523 0.443 1.000
csna3 0.768 0.559 0.609 0.554 1.000
tlpp4 0.536 0.329 0.286 0.467 0.370 1.000
brkm5 0.615 0.356 0.348 0.467 0.473 0.369 1.000
brto4 0.652 0.359 0.346 0.614 0.427 0.362 0.434 1.000
ggbr4 0.772 0.549 0.560 0.557 0.703 0.390 0.487 0.441 1.000
ambv4 0.473 0.347 0.358 0.356 0.327 0.224 0.308 0.263 0.357 1.000
itsa4 0.699 0.504 0.454 0.516 0.486 0.331 0.423 0.426 0.517 0.403 1.000
cmig4 0.713 0.506 0.440 0.531 0.519 0.385 0.437 0.419 0.505 0.376 0.491 1.000

Para estimar os parâmetros do modelo através de um MGM foram utilizadas as

médias amostrais como valores iniciais dos parâmetros. Realizou-se uma estimação em

duas etapas 12 e a estimação de Newey and West (1987) para matriz de covariância

com heterocedasticidade e autocorrelação (HAC). O teste J rejeitou os modelos que

precificam o 3o e 4o momentos dos ativos, conjunta ou separadamente. A maior parte

dos betas foi significantes ao nível de 1%, com exceção de β3ITSA4
, β3CMIG4

, βZ3 e βZ4

que não foram significantes. Alguns β3 também não foram significantes para algumas
12Método two step proposto por Hansen (1982).
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ações, o que pode está relacionado com a sua definição. Além da coassimetria (σim2),

o 3o momento do portfólio de mercado (σm3) são variáveis com alta variância, o que

dificulta a convergência na estimação desses parâmetros. As variáveis M , A, βZ3, βZ4,

MZ3 e MZ4 também não atingiram níveis baixos de significância, em parte porque são

variáveis que participam de pelo menos 11 condições de momento.

Todavia, o que parece ter sido determinante para a rejeição do modelo foi de fato o

não apreçamento, por parte dos agentes, de outros momentos superiores no período anal-

isado. Geert Bekaert and Viskanta (1998) observaram os retornos de países emergentes

nas décadas de 80 e 90. Apesar de o estudo apontar a assimetria e a curtose dos ativos

como características importantes para os investidores nos mercados em desenvolvimento,

os dados mostram que o Brasil está entre os países com menor curtose (em especial, na

década de 90) e assimetria. É possível que investidores estrangeiros não busquem inves-

timento no país atrás de assimetrias extremamente positivas e alta curtose. Esse não

apreçamento pode ser também uma particularidade do período econômico do país. Ou

ainda, os investidores precificam momentos superiores das ações, mas só observam essas

características mensalmente e não se preocupam com a distribuição dos retornos diários.

Utilizando o Lema de Stein, foi demonstrado no capítulo 3 que, quando os retornos

têm distribuição normal, os parâmetros do modelo se igualam para distintos βs de uma

mesma ação. Para testar essa hipótese de normalidade podemos realizar uma teste

de igualdade de parâmetros que seguem uma distribuição normal (ver Flôres Junior

(2003)). Testou-se três hipóteses nulas para cada ativo, em que os βs eram iguais dois a

dois, gerando as estatíscas t da Tabela 5.

As estatísticas t não rejeita a hipótese de igualdade entre os regressores, mesmo

se adotarmos um nível de significância de 10%. O que corrobora com a idéia de que

os resultados abaixo do esperado no que diz respeito aos testes J e a significância dos

parâmetros pode ser devido às características dos retornos e não ao modelo propriamente

dito.

O teste da razão de verossimilhança é realizado subtraindo os valores das qui-quadradas

associados aos testes J para dois modelos com diferentes graus de liberdade. Essa difer-
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Tabela 4: Estimação dos Parâmetros
Parâmetros Média Amostral Modelo I Modelo II Modelo III Modelo IV
M 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03
V 2.66 2.68* 2.68* 2.64* 2.66*
A -0.80 -0.78*** -0.76*** -0.77 -0.80
βZ3 -0.17 -0.26 -0.33 -0.22 -0.18
βZ4 0.05 0.10 0.05 0.08 0.05
MZ3 0.05 0.02 0.00 - -
MZ4 0.04 0.06 - 0.02 -
β2PETR4 0.87 0.87* 0.89* 0.88* 0.87*
β2V ALE5 0.87 0.85* 0.88* 0.87* 0.87*
β2TNLP4 0.98 1.00* 0.98* 0.98* 0.98*
β2CSNA3 1.21 1.22* 1.22* 1.22* 1.21*
β2TLPP4 0.66 0.66* 0.68* 0.67* 0.66*
β2BRKM5 1.04 1.05* 1.05* 1.03* 1.04*
β2BRTO4 1.08 1.09* 1.08* 1.08* 1.08*
β3GGBR4 1.15 1.17* 1.16* 1.16* 1.15*
β2AMBV 4 0.52 0.52* 0.54* 0.53* 0.52*
β2ITSA4 0.83 0.84* 0.85* 0.86* 0.83*
β2CMIG4 1.10 1.13* 1.10* 1.11* 1.10*
β3PETR4 1.21 1.24* 1.25* 1.28* 1.21*
β3V ALE5 1.00 1.01* 1.07* 1.07* 1.00*
β3TNLP4 0.99 1.04* 1.09* 1.03* 0.99*
β3CSNA3 1.38 1.44* 1.47* 1.52* 1.38**
β3TLPP4 0.65 0.67** 0.66* 0.69** 0.65**
β3BRKM5 2.76 2.79* 2.87 2.83** 2.76**
β3BRTO4 0.78 0.82* 0.86* 0.82** 0.78*
β3GGBR4 1.20 1.26* 1.28* 1.23* 1.20*
β3AMBV 4 0.54 0.57* 0.60* 0.58** 0.54*
β3ITSA4 0.28 0.32* 0.32 0.30 0.28
β3CMIG4 0.56 0.61 0.61 0.59 0.56
β4PETR4 0.87 0.88* 0.88* 0.88* 0.87*
β4V ALE5 0.78 0.80* 0.78* 0.78* 0.78*
β4TNLP4 0.99 0.99* 0.98* 0.99* 0.99*
β4CSNA3 1.20 1.20* 1.20* 1.21* 1.20*
β4TLPP4 0.69 0.71* 0.70* 0.69* 0.69*
β4BRKM5 1.15 1.15* 1.16* 1.16* 1.15*
β4BRTO4 1.02 1.02* 1.03* 1.04* 1.02*
β4GGBR4 1.19 1.19* 1.20* 1.21* 1.19*
β4AMBV 4 0.58 0.59* 0.60* 0.58* 0.58*
β4ITSA4 0.84 0.84* 0.85* 0.85* 0.84*
β4CMIG4 1.10 1.09* 1.11* 1.11* 1.10*
J-test 34.37 34.79 44.01 45.95
*Estatisticamente significante ao nível de 1%.
**Estatisticamente significante ao nível de 5%.
***Estatisticamente significante ao nível de 10%.
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Tabela 5: Testando a igualdade dos regressores
Parâmetros Estatística

Ativos β2 β3 β4 β2 = β3 β2 = β4 β3 = β4
RPETR4 0.87 1.24 0.88 -1.15 -0.17 1.08
RVALE5 0.85 1.01 0.80 -0.41 0.56 0.53
RTNLP4 1.00 1.04 0.99 -0.16 0.14 0.19
RCSNA3 1.22 1.44 1.20 -0.55 0.26 0.59
RTLPP4 0.66 0.67 0.71 -0.04 -0.50 -0.09
RBRKM5 1.05 2.79 1.15 -1.53 -0.58 1.40
RBRTO4 1.09 0.82 1.02 0.66 0.54 -0.49
RGGBR4 1.17 1.26 1.19 -0.19 -0.15 0.15
RAMBV4 0.52 0.57 0.59 -0.19 -0.83 -0.08
RITSA4 0.84 0.32 0.84 1.22 0.01 -1.18
RCMIG4 1.13 0.61 1.09 1.18 0.39 -1.10

ença é assintoticamente uma outra qui-quadrada com um grau de liberdade nesses casos

(exceto entre os modelos I e IV em que há dois graus de liberdade). Observamos na

Tabela 6 que a inclusão da assimetria no modelo melhora significativamente tanto o

modelo IV (45.95 - 34.79 = 10.16) quanto o modelo III (44.01 - 34.37 = 9.64), valores

que são significativos ao nível de 1%. Entretanto a inclusão da curtose não se mostrou

significativa para os modelos IV (45.95 - 44.01 = 1.94) e II (34.79 - 34.37 = 0.42). A

mudança do modelo IV para o I (inclusão de assimetria e curtose no modelo CAPM)

é significante ao nível de 1%. Esses resultados sugerem que a inclusão da assimetria

no modelo é relevante, sinalizando que os agentes consideram essa característica no mo-

mento de negociá-las.

Tabela 6: Valores do teste J
Modelo Graus de Liberdade Qui-quadrada

I 11 34.37
II 12 34.79
III 12 44.01
IV 13 45.95
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5 Conclusão

Desde sua criação, o modelo CAPM sofre diversas críticas relacionadas à sua rejeição

empírica. Algumas hipóteses já foram trabalhadas para encontrar um melhor ajuste do

modelo aos dados. A inclusão do apreçamento da assimetria é uma proposta que vem

ganhando muitos adeptos no passado recente. Estender o modelo também para o apreça-

mento da curtose pode gerar bons resultados. O método desenvolvido por Athayde and

Flôres Junior (2000) tem a vantagem de utilizar o MGM, estimando todos os parâmet-

ros de maneira conjunta. Além disso, essa metodologia prescinde da especificação de

uma função utilidade, deixando de lado toda a discussão acadêmica sobre qual função

utilidade dos investidores seria mais verossímil.

O teste realizado nesse trabalho foi feito com onze ações de grande liquidez durante

os anos 2004 e 2006. As carteiras foram construídas a partir da minimização da norma

euclidiana dos portfólios de ativos ortogonais, isto é, que só apresentavam a coassimetria,

ou a cocurtose, com o Ibovespa não nula. Tais carteiras se diferenciam da metodologia

de Athayde and Flôres Junior (2000) para que os portfólios se diferenciassem mais entre

si, mas fossem o mínimo alavancados possíveis. As estatísticas descritivas não demon-

straram nenhuma evidência de que o retorno das ações estava correlacionado com algum

dos outros momentos das ações, e tão pouco as covariâncias, coassimetrias e cocurtoses

sinalizaram isso. Os testes J realizados na estimação do MGM rejeitaram o apreça-

mento, tanto do terceiro, como do quarto momento das ações. Entretanto o teste da

razão de verossimilhança apontou que a inclusão da assimetria no modelo é significativa

e gera uma melhora de desempenho do modelo, enquanto a curtose não trouxe ganhos

significativos aos modelos testados. Esses resultados corroboram o trabalho de Athayde

and Flôres Junior (2000).

Para o período analisado, o modelo não se mostrou significativo para o apreçamento

de momentos superiores. É possível que isso seja de fato uma característica do período

e mercado analisado que pode não se repetir para outros intervalos de tempo. Apesar

de Geert Bekaert and Viskanta (1998) terem observado a importância das assimetrias
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e curtoses nos mercados emergentes, o Brasil não desponta como um mercado muito

assimétrico, ou de curtose elevada, o que foi confirmado nos dados apresentados nesse

trabalho. Foi comprovada a hipótese de normalidade dos retornos ao ser verificado

que os parâmetros são estatisticamente iguais (consequência dessa hipótese devido ao

Lema de Stein). Isso pode até dificultar o apreçamento desses momentos por parte dos

agentes. Investidores estrangeiros que estão interessados em ativos assimétricos ou com

alta curtose podem se desinteressar pelas ações brasileiras, priorizando outros mercados

emergentes. A periodicidade diária dos retornos analisados também pode alterar o

resultado final. Talvez os agentes só aprecem esses momentos com uma periodicidade

mensal.
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A CAPM Multivariado

Escolhemos um portfólio localizado na fronteira eficiente dos ativos de risco. Esse

ponto será ótimo para uma função utilidade U(σ1, σ2, σ3, σ4), onde σi significa o i-ésimo

momento do retorno desse portfólio. Seja σim o i-ésimo momento do portfólio de mercado.

Para que a utilidade desse ponto não seja alterada com pequenas mudanças, a seguinte

condição será necessária:

U1∂σ
1
m + U2∂σ

2
m + U3∂σ

3
m + U4∂σ

4
m = 0 (A.1)

Onde Ui é a derivada parcial da função utilidade em relação ao i-ésimo momento. Tam-

bém podemos dividir essa equação por ∂σ1
m e obter:

U1 + U2
∂σ2

m

∂σ1
m

+ U3
∂σ3

m

∂σ1
m

+ U4
∂σ4

m

∂σ1
m

= 0 (A.2)

Agora iremos alterar esse portfólio de mercado fazendo uma pequena alteração de ∂π na

participação de um ativo qualquer do portfólio. Sem perda de generalidade alteramos a

participação do ativo 1 e temos um retorno esperado de:

∂σ1
m = (E(r1)− σ1

m)∂π (A.3)

Esse novo portfólio terá momentos de ordem i que seguirão o seguinte formato:

E(π(r1− (r1) + (1− π)(rm− σ1
m))

i) =
i∑

j=1

(
i

j

)
πj(1− π)i−jE[(r1−E(r1))j(rm− σ1

m)
i−j]

(A.4)

Pode-se derivar a equação acima em função de π e fixar a derivada para o valor de π = 0:

∂σim = i(Cov(r1, (rm − σim)i−1)− σim)∂π (A.5)
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Podemos encontrar o valor de ∂σi
m

∂σ1
m

dividindo a equação (A.5) pela equação (A.3):

∂σim
∂σ1

m

=
i(Cov(r1, (rm − σ1

m)
i−1)− σim)

(E(r1)− σ1
m)

(A.6)

Ao invés de escolher o primeiro ativo do portfólio, podemos escolher o ativo livre de risco

que tem retorno rf e Cov(rf , (rm − σim)i−1) = 0:

∂σim
∂σ1

m

=
−iσim

(E(rf )− σ1
m)

(A.7)

Observando as propriedades da equação (2), podemos somar multiplicar o lado direito

das equações (A.6) e (A.7) por Ui e realizar um somatório de i = 2, . . . , p. Como o valor

de p não altera o resultado de (A.2):

E(r1)− σ1
m =

(

p∑
i=2

iUi(Cov(r1, (rm − σ1
m)

i−1)− σim)

p∑
i=2

iUiσ
i
m

(σ1
m − E(rf )) (A.8)

Escolhendo o valor de p = 4, teremos:

E(r1)− E(rf ) =
(

4∑
i=2

iUiCov(r1, (rm − σ1
m)

i−1)

4∑
i=2

iUiσ
i
m

(σ1
m − E(rf )) (A.9)
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B Definição dos Betas

O valor de β2i pode ser obtido desenvolvendo a definição de σim:

im = E[(ri − E(ri))(rm − E(rm))] =

= E[rirm − riE(rm)− E(ri)rm + E(ri)E(rm)] = E[rirm − riM ]

β2i =
σim
σm2

= E[rirm−riM ]
V

O mesmo vale para β3i e β4i, desenvolvendo σim2 e σim3 :

im2 = E[(ri − E(ri))(rm − E(rm))2] =

= E[rir
2
m − 2rirmM + riM

2 − E(ri)(rm −M)2] = E[rir
2
m − 2rirmM + riM

2 − riV ]

β3i =
σim2

σm3
= E[rir

2
m−2rirmM+riM

2−riV ]
S

im3 = E[(ri − E(ri))(rm − E(rm))3] =

= E[rir
3
m + 3rirmM(M − rm)− riM3 − E(ri)(rm −M)3] =

= E[rir
3
m + 3rirmM(M − rm)− riM3 − riS]

β4i =
σim3

σm4
= E[rir

3
m+3rirmM(M−rm)−riM3−riS]

E[rm−E(rm)]4

C Portfólios

Para encontrar um portfólio Z2 de n ações que possui coassimetria e cocurtose igual

a zero poderíamos haver escolhido qualquer uma das infinitas combinções lineares que

geravam uma série de retorno com essas características. Entretanto demos preferência a

um portfólio de variância mínima para diminuir os graus de liberdade de nosso problema

e possuirmos uma única solução. Além do fato desses portfólios serem mais razoáveis

para as escolhas dos agente, uma vez que assumimos que esses têm aversão ao risco.

Para encontrar tais portfólios devemos minimizar a seguinte equação:

MinαL = α′Mα + λ1Z2
[1− α′ı]− λ2Z2

[α′σim2 ]− λ3Z2
[α′σim3 ] (C.1)

Onde α é um vetor n × 1 do portfólio que desejamos encontrar, M é matriz de

covariância n×n dos ativos que usamos na construção do portfólio, ı é um vetor unitário

28



n×1, σim2 e σim3 são vetores n×1 das coassimetrias e cocurtoses amostrais dos n ativos

e, por último, λ1Z2
, λ2Z2

e λ3Z2
são os multiplicadores de Lagrange referente às restrições.

As condições de primeira ordem serão:

2Mα− λ1Z2
ı− λ2Z2

σim2 − λ3Z2
σim3 = 0 (C.2)

α′ı = 1 (C.3)

α′σim2 = 0 (C.4)

α′σim3 = 0 (C.5)

Podemos multilicar a equação (C.2) por α′ e pelas equações (C.4) e (C.5) os dois

últimos termos serão zero:

2α′Mα = λ1Z2
(C.6)

Logo podemos simplificar as condições de primeira ordem nas seguintes n equações:

2Mα− 2α′Mαı− λ2Z2
σim2 − λ3Z2

σim3 = 0 (C.7)

Como o problema é análogo para os portfólios Z3 e Z4, teremos condições de primeira

ordem análogas para esses portfólios:

2Mα− 2α′Mαı− λ2Z3
σim − λ3Z3

σim3 = 0 (C.8)

2Mα− 2α′Mαı− λ2Z4
σim − λ3Z4

σim2 = 0 (C.9)

Outra opção, que acabou sendo usada nesse trabalho, é encontrar as carteiras min-

imzando suas normas euclidianas, com o objetivo de não deixar o portfólio muito ala-

vancado.
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MinαL = α′α + λ1Z2
[1− α′ı]− λ2Z2

[α′σim2 ]− λ3Z2
[α′σim3 ] (C.1)

Onde os parâmetros α, σim2 e σim3 são vetores n × 1 do portfólio, coassimetrias e

cocurtoses amostrais dos n ativos e λ1Z2
, λ2Z2

e λ3Z2
são os multiplicadores de Lagrange

referente às restrições. As condições de primeira ordem serão:

2α− λ1Z2
ı− λ2Z2

σim2 − λ3Z2
σim3 = 0 (C.2)

α′ı = 1 (C.3)

α′σim2 = 0 (C.4)

α′σim3 = 0 (C.5)

Podemos multilicar a equação (C.2) por α′ e pelas equações (C.4) e (C.5) os dois

últimos termos serão zero:

2α′α = λ1Z2
(C.6)

Logo podemos simplificar as condições de primeira ordem nas seguintes n equações:

2α− 2α′αı− λ2Z2
σim2 − λ3Z2

σim3 = 0 (C.7)

Como o problema é análogo para os portfólios Z3 e Z4, teremos condições de primeira

ordem análogas para esses portfólios:

2α− 2α′αı− λ2Z3
σim − λ3Z3

σim3 = 0 (C.8)

2α− 2α′αı− λ2Z4
σim − λ3Z4

σim2 = 0 (C.9)
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D Matriz de Covariância

Proposição: Dado as 1 +N +M condições de momento:

:= z + cz,

A1 := a1 + c1,

A2 := a2 + c2,
...

AN := aN + cN ,

L1 := l1,
...

LM := lM

Onde z, a1, a2, ..., aN , l1, ..., lm são variáveis aleatórias e cz, c1, c2, ..., cN são constantes.

Sendo z uma combinação linear tal que z = α1a1 + α2a2 + . . . + αNaN , então a matriz

covariância dessas condições de momento será singular. �

Prova: Sabemos que V arZ =
N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjCov(ai, aj), CovZ,k =
N∑
i=1

αiCov(ai, ak) e

CovZ,lk =
N∑
i=1

αiCov(ai, lk).

Dessa forma a matriz covariância será:



N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjCovai,aj

N∑
i=1

αiCovai,a1
· · ·

N∑
i=1

αiCovai,aN

N∑
i=1

αiCovai,l1 · · ·
N∑
i=1

αiCovai,lM

N∑
i=1

αiCova1,ai
Cova1,a1

· · · Cova1,aN
Cova1,l1 · · · Cova1,lM

...
. . . . . .

...
N∑
i=1

αiCovaN ,ai
CovaN ,a1

· · · CovaN ,aN
CovaN ,l1 · · · CovaN ,lM

N∑
i=1

αiCovl1,ai
Covl1,a1

· · · Covl1,aN
Covl1,l1 · · · Covl1,lM

...
. . . . . .

...
N∑
i=1

αiCovlM ,ai
CovlM ,a1

· · · CovlM ,aN
CovlM ,l1 · · · CovlM ,lM


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Se multiplicamos as colunas 2, 3, ..., N + 1 pelas constantes α1, α2, . . . , αN respecti-

vamente teremos:



N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjCovai,aj
α1

N∑
i=1

αiCovai,a1
· · · αN

N∑
i=1

αiCovai,aN

N∑
i=1

αiCovai,l1 · · ·
N∑
i=1

αiCovai,lM

N∑
i=1

αiCova1,ai
α1Cova1,a1

· · · αNCova1,aN
Cova1,l1 · · · Cova1,lM

...
. . . . . .

...
N∑
i=1

αiCovaN ,ai
α1CovaN ,a1

· · · αNCovaN ,aN
CovaN ,l1 · · · CovaN ,lM

N∑
i=1

αiCovl1,ai
α1Covl1,a1

· · · αNCovl1,aN
Covl1,l1 · · · Covl1,lM

...
. . . . . .

...
N∑
i=1

αiCovlM ,ai
α1CovlM ,a1

· · · αNCovlM ,aN
CovlM ,l1 · · · CovlM ,lM


Podemos verificar que a primeira coluna dessa matriz é igual a soma das N colunas

seguintes, logo as colunas são linearmente dependentes e a matriz covariância é singular.

�
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