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RESUMO

Em Oksendal (1998), podemos ver a derivagdo de um modelo classico de otimizagao
estocéastica entre um ativo, ou classe de ativos, com risco e outro sem risco. Mas, apés
a decisao do quanto alocar na classe de investimento com risco, ficou o questionamento
sobre como ficaria a divisdo dos recursos entre os ativos que a compoem. Partimos do
principio que determinado investidor optou por escolher investir em dois ativos com risco
e, seguindo os estudos classicos de otimizacao estocastica de portfolio, principalmente
o promovido por @ksendal, a proposta é apresentar uma nova técnica de trading que
consiste na abordagem de rebalanceamentos sucessivos por otimizagao estocastica em
investimentos com risco. Seguindo a nog¢ao de curto prazo fornecida por Ang, Hodrick,
Xing e Zhang (2006) para o mercado de agoes, foi considerada uma sequéncia de horizontes
curtos de rebalanceamento e, ao inicio de cada periodo, os parametros sao recalculados
e um novo controle 6timo é estabelecido. Ao adotar esta técnica, as volatilidades dos
ativos que constituem o portfolio sao recalculadas e, com isso, diminui-se o problema de
heterocedasticidade. Também merece destaque, por ser algo novo na literatura, o fato de
ter sido derivado um controle 6timo para um portfolio que contém dois investimentos com
risco. O procedimento de otimizacdo estocéstica foi similar ao adotado por @ksendal, qual
seja, a aplicacao do teorema de Hamilton-Jacobi-Bellman para transformar o problema de
minimizagao da funcional custo numa equacao diferencial parcial conhecida como equacao
HJB, em referéncia aos autores. Os passos seguidos por @ksenal e por nés serdo os mesmos,

do ponto de vista de otimizagao, e estdo bem resumidos por Ross (2008).

Palavras-chave: Controle Estocéastico. Otimizagao de Portfolio. Equagao de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB). Funcao Utilidade. Balanceamento de Investimentos com Risco.

Rebalanceamentos Sucessivos. Fundos de Indice (ETF).



ABSTRACT

In Oksendal (1998), we can see the derivation of a classical stochastic optimization be-
tween an asset, or a class of assets, risky and other risk-free. But, after the decision of
which portion of the resources to allocate in the risky investment class, questions arise
about how would the division of the resources between the assets that comprise it. We
assume that some investor choose to invest in two risky assets and, following the classic
studies of portfolio stochastic optimization, mainly by @ksendal, the proposal is to intro-
duce a new technique of trading consisting in recurrent rebalancing approach stochastic
optimization investments with risk. Following the short-term concept provided by Ang,
Hodrick, Xing and Zhang (2006) for the stock market, it was considered a sequence of
short rebalancing time horizons and, at the beginning of each period, the parameters are
recalculated and a new optimal control is established. By adopting this technique, the
volatilities of the assets constituting the portfolio are recalculated and, therefore, it is a
proxy to solution of the heteroscedasticity problem. Also noteworthy, being something
new in literature, the fact of having been derived from an optimal control for a portfolio
containing two investments with risk. The stochastic optimization procedure was similar
to that adopted by Oksendal, namely, the application of the Hamilton-Jacobi-Bellman
theorem to transform the problem of minimizing the cost functional a partial differential
equation known as HJB equation, in reference to the authors. The steps followed by (k-
senal are the same for us, from the optimization’s point of view, and are well summarized

by Ross (2008).

Keywords: Stochastic Control. Portfolio Optimization. Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)
Equation. Utility Function. Balancing Risky Investments. Recurrent Rebalancing. Ex-

changed Traded Funds (ETF).
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1 Introducao

A otimizacao estocastica representa uma parte dos modelos que aparecem como
alternativa aos métodos classicos, como os da Teoria Moderna de Aprecamento (Modern
Price Theory), principalmente aos métodos que minimizam a varidncia — tomada como
medida de risco — do portfolio. Os modelos de otimizacao de portfolio através de mini-
mizacio da varidncia' comegaram com Markowitz (1952) em seu famoso artigo Portfolio
Selection?. Modigliani e Pogue (1973) ressaltam que a analise de risco em finangas antes

de Markowitz era apenas qualitativa.

Spall (2003) destaca que o universo de aplicagao da teoria classica de otimizagao es-
tocastica é bastante vasto, com resultados importantes em engenharia, financas, medicina,

fisica e ciéncias sociais.

Yong e Zhou (1999) ressaltam que a fonte bésica de incerteza nos modelos estocés-
ticos € o "ruido branco'. Tais dindmicas sao conhecidas por modelos de difusdo, pois sao

descritas através de equacoes diferenciais estocésticas de 1to°.

Nos anos seguintes, os trabalhos de It6 evoluiram para o estudo das equagoes
diferenciais estocasticas, que serao o objeto principal de estudo em nosso trabalho. It6 e

McKean (1965) seguiram com os trabalhos nos modelos de difusao.

Yong e Zhou (1999) destacam também os varios exemplos praticos que surgiram

em financas e seguros que podem ser formulados como modelos de controle estocastico.

Para o nosso problema em financgas, mais precisamente, a otimizacao de um port-
folio formado por dois ativos com risco, teremos como literatura base Qksendal (1998)%.
Em seu livro, @ksendal resolve o problema de otimizagao de portfolio para dois ativos:
um com risco e outro sem risco. Também como foi feito em Ross (2008), é aplicada a
abordagem classica via equacao HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman) onde, dado um sistema
dindmico (sistemas estocdsticos, em nosso caso) e uma respectiva fun¢ao custo associada,
a solucao de HJB fornece a minimizagao de tal custo — que pode ser reescrita como

maximizacao da utilidade — e, consequentemente, o controle étimo.

Neste trabalho serd apresentada uma solucao via abordagem cléssica de otimizagao

Ao longo do trabalho, nos referiremos como portfolio de minima variancia, mas tendo em mente que o
objetivo de Markowitz é a determinagdo do melhor portfolio (do ponto de vista do retorno esperado)
para o menor nivel de risco.

Foi o precursor do que hoje se conhece por Modern Portfolio Theory (MPT) ou Mean-Variance
Analysis.

Kiyosi It6 foi quem projetou o que conhecemos hoje como cédlculo estocéstico, com seu artigo inicial
entitulado "Stochastic Integral”, de 1944. Caso o leitor tenha o objetivo de se aprofundar nos estudos,
Karatzas e Shreve (1991) também pode ser uma boa fonte leitura.

Exemplo 11.2.5 (An optimal portfolio selection problem).
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estocastica para um problema similar, mas desta vez com os dois ativos possuindo risco.
A motivagao reside num cenario pds Dksendal, ou seja, o investidor ja se decidiu sobre as
participagoes de renda fixa e ativo de risco em seu portfolio. Entao, saber como dividir
a parcela de riqueza destinada a ativos com risco pode ser o préoximo passo dentro de
um contexto de controle 6timo e, portanto, representa uma novidade na literatura de

otimizacao estocastica classica.

A proposta sera, assim como em (Jksendal, maximizar a utilidade esperada da
riqueza num ponto futuro. Com isso, ¢ estabelecida uma ligagdo entre a teoria de controle
estocastico e o estudo de fungoes utilidade, vistas em microeconomia, que confere uma
robustez tedrica em termos matematicos e econdémicos, uma vez que neste ultimo é assu-
mido o pressuposto de investidor avesso ao risco. Tversky e Kahneman (1974) destacam
a caracteristica de aversividade, por exemplo, quando o investidor se encontra diante de

uma pequena possibilidade de uma perda grave.

Varian (1992) menciona o conceito cldssico de utilidade® como um indice de satis-
fagao geral de um individuo. Mas, devido ao problema de mensuragao dessa "felicidade",
os economistas modernos reescreveram a teoria do consumidor, assim conhecida nos livros
de microeconomia, com base em suas preferéncias. Assim, foi possivel a diferenciacao de
diferentes cestas de bens ou, em nosso caso, diferentes portfolios. Assim, a funcao utili-
dade se tornou um modo de mensurar as preferéncias do consumidor (investidor, em nosso

estudo de caso).

Portanto, trabalha-se com fungoes utilidade crescentes e concavas que sejam, ao
mesmo tempo, validas para a solu¢ao do problema de valor de fronteira que se cria logo
apés a aplicagdo do Teorema de Hamilton-Jacobi-Bellman. Sao levadas em consideracao
as fungoes crescentes por apresentarem a simples caracteristica de que a utilidade do
investidor aumenta com o aumento da riqueza. O formato concavo é devido ao fato do

incremento (variacao) de utilidade diminuir conforme a riqueza aumenta.

O campo de estudos sobre fungoes utilidade é bastante rico, com fungoes que
tentam refletir diversos tipos de perfis de consumidor/agente/investidor. Debreu (1954)
demonstra teoremas de existéncia de funcao utilidade para representar certos conjuntos
de preferéncias. Varian (1992) enuncia os pressupostos sobre os quais esta fundamentada
a existéncia de funcao utilidade, quais sejam, as preferéncias sao: completas, transitivas,

continuas e monotonicas.

Ao trabalhar numa area de estratégia de determinada instituicdo financeira, o

6

gestor ou estrategista se depara todo final de més® com o momento de decisao sobre quais

ativos ter na carteira recomendada para o més seguinte.

Com referéncia a filésofos e economistas da era vitoriana.

6 E um costume no mercado a reavaliacdo mensal dos portfolios recomendados de acdes, por exemplo.
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Outro ponto de motivacao para este trabalho vem justamente da necessidade de
possuir uma ferramenta quantitativa que auxilie na tomada de decisao mensal do investi-
dor/estrategista/gestor de forma dindmica, aderente as possiveis mudangas de curto prazo

no cenario econoémico, de uma industria ou setor especifico.

Os fundamentos classicos da otimizagao estocastica agregados a andlise microe-
conomica, via estudos de funcoes utilidade e coeficiente de aversao ao risco de Pratt-Arrow
(1965), sdo outros pontos que contribuem para que o modelo de otimizacao estocéstica
seja um bom candidato a ser robusto tanto pelo lado matemético quanto do ponto de
vista economico. Este é o principal motivo por tras da escolha pelo estudo do controle
estocéastico em vez de outras teorias de otimizacao de carteiras, como a enunciada por

Markowitz’.

O problema surge quando o investidor ou o gestor de portfolio se depara com uma
carteira de investimento com dois ativos (ou classes de ativos) com risco, por exemplo: o
investidor decide alocar recursos em acoes brasileiras representadas pelo Ibovespa® e na
taxa de cambio R$/US$’. Ou seja, dois ativos que possuem componentes aleatérios em

suas dinamicas.

Para situar o leitor num problema especifico, mas comum, digamos que determi-
nado investidor, apds realizar suas analises'’, tenha decidido por investir no mercado de
acoes norte-americano e europeu. Basicamente, este agente hipotético optou por investir
em mercados desenvolvidos. O problema agora reside em determinar como sera a divisao

dos recursos entre os dois mercados.

E, para reduzir custos e facilitar a gestao do portfolio, ao invés de replicar os indices
de referéncia (S&P500 e EURO STOXX 50) comprando as principais agoes de cada um e,
portanto, se expondo a variagao cambial, optou pelo investimento no mercado de ETF’s
(Exchanged Traded Funds)'' dos EUA. Com isso, o problema se reduz a otimizacao de um
portfolio com dois ativos com risco, quais sejam, IVV (ETF que possui o Indice S&P500
como benchmark) e FEZ (ETF que busca replicar os retornos do Indice EURO STOXX
50).

A proposta serd a derivagao de um modelo nos mesmos moldes de @Pksendal (1998),

mas, ao invés de trabalharmos com um ativo de renda fixa e outro ativo com risco, vamos

7 Aqui cabe a observacido de que tal teoria é amplamente aplicada no mercado e existem diversos

trabalhos que exaltam os pontos fortes, assim como artigos que ressaltam as fraquezas.

Indice mais visto pelos investidores como medida de performance do mercado de a¢des no Bra-
sil. E basicamente uma média ponderada pela liquidez, apés uma selecio dos ativos mais liquidos
no periodo selecionado. Para ver detalhes: http://www.bmfbovespa.com.br/produtos/indices/indices-
amplos/indice-ibovespa-ibovespa.htm

No capitulo 4 veremos outras possibilidades de aplicagdo do modelo.

Existe um universo grande de anélises possiveis, como: quantitativa, econémica, técnica e funda-
mentalista. Geralmente, um gestor de portfolio busca aliar o méximo possivel de ferramentas para a
tomada de decisao.

Mais detalhes sobre o que é e como funciona o mercado de ETF’s no capitulo 4.2

10

11
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montar um portfolio 6timo tendo como base os dois ativos possuindo um componente
de risco (Browniano) em suas dindmicas. Sera aplicado o teorema HJB como elo entre
o problema de maximizacao da utilidade esperada e a existéncia de um controle 6timo

dentro deste escopo.

Ainda, para dar um carater dinAmico ao modelo proposto, coloca-se o rebalancea-
mento com papel central na aplicagao, de modo a tornar o controle 6timo mais aderente
as mudancas de curto prazo nos ativos que compoem o portfolio em questao. Pois, com as
mudancas de mercado, situagao econémica e cenario politico, o investidor pode se tornar
mais ou menos avesso ao risco, fazendo com que a concavidade de sua respectiva funcao

utilidade possa variar entre diferentes periodos.

Para conhecimento, ndo apenas a concavidade, mas a func¢ao utilidade em si pode
variar. Segundo Heuvel (2008), varia¢oes nas preferéncias de determinado investidor po-
dem ocorrer ao longo do tempo, questionando o forte pressuposto de que as preferéncias
de determinado agente nao consideram a distribuicao temporal do risco. Mas, como traba-
lhamos com o pressuposto de investidor avesso ao risco, consideragoes como as de Heuvel
nao serao tomadas para a teoria e aplicacao do nosso controle 6timo, pois sairiamos do
foco principal do trabalho. Também porque demanda um estudo mais profundo acerca de
funcoes utilidade. Vale lembrar aqui que a funcao utilidade crescente e concava sera extre-
mamente 1Util para a resolugdo do problema de valor de fronteira associado. Um grande
desafio para trabalhos futuros sera obter uma funcao utilidade que seja mais adequada a

realidade e, ao mesmo tempo, se encaixe na resolucao do problema de maximizagao.

Adicionalmente, a aplicacao feita através dos rebalanceamentos sucessivos significa
um relaxamento do pressuposto de homocedasticidade (volatilidade constante) contido na
otimizagao de Qksendal (1998), pois teremos as volatilidades dos ativos recalculadas a cada
intervalo. O racional da escolha do horizonte de calculo das volatilidades e do periodo de

rebalanceamento serd visto na fase de calibragem do modelo.

Assim, com o intuito de complementar o trabalho de @ksendal (1998)'?, vamos
aqui propor uma estratégia de investimento que, em esséncia, consiste em periodicamente
alocar investimentos entre dois ativos com risco fixados através apenas de otimizacao
estocastica. Mais precisamente, escolhido um horizonte temporal 7" > 0, nossa estraté-
gia consiste em aplicar um processo classico de otimizagdo estocastica de carteira nos

intervalos [0, 7, [T,2T], [21,3T], ... e assim sucessivamente.

Iniciaremos no capitulo 2 o trabalho transmitindo uma visao geral das principais
ferramentas necessarias para se chegar a um controle 6timo sob os pressupostos e obje-

tivos estabelecidos. Daremos énfase a equagao HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman), pois é a

12O autor ndo especifica em seu livro qual seria o T ideal para o modelo, deixando esta questdo

em aberto para estudos acerca do horizonte de investimento do investidor ou riscos relacionados ao
portfolio
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ferramenta principal do trabalho.

De posse do conhecimento do capitulo 2, no capitulo 3 aplicamos as ferramentas
conhecidas na teoria classica de otimizacgao estocastica para derivar um controle 6timo
para um portfolio composto por dois ativos com risco. Isso representa um complemento
ao modelo de otimizagao estocéstica de Oksendal (1998), que encontra um controle 6timo

para um portfolio que contém um ativo com risco e outro livre de risco.

No capitulo 4, serao apresentadas as aplicagoes do modelo classico de otimizagao
estocastica com as condigoes necessarias e medidas praticas para aproximar o mundo
real dos pressupostos estabelecidos. Ainda, para a apreciacao do leitor, consideraremos a
aplicagao e os respectivos resultados para o portfolio eficiente de Markowitz, onde serao
comparadas as rentabilidades e as performances (através do calculo do Indice de Sharpe
para cada portfolio). Mas, é preciso observar que se trata de uma comparagdo meramente

ilustrativa, pois os objetivos das duas abordagens sao diferentes®®.

Na conclusao, no capitulo 5, sdo colocados de forma resumida os pontos principais
do trabalho, como: a aderéncia do mundo real aos pressupostos do modelo, um balango
dos resultados obtidos pelo modelo para o mercado em que foi aplicado e uma perspectiva

sobre trabalhos futuros.

13 Veremos os objetivos de cada abordagem nos préximos capitulos.
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2 Preliminares Matematicas

(Oksendal (1998) ressalta que, se for possivel permitir aleatoriedade em alguns
coeficientes de uma equacao diferencial, frequentemente é obtido um modelo matemaético
mais adequado a situagdo real. Como primeiro exemplo, podemos ver o modelo simples

de crescimento populacional:

dN

= a(t)N(t), N(0) = No(constante)

Com N (t) sendo o tamanho da populagao no tempo t e a(t) a taxa de crescimento
relativo no tempo t. Dado que na realidade o valor de a(t) ndo é exatamente conhecido,
defini-lo com um componente aleatério é mais adequado para incorporar os impactos

incertos:

a(t) = r(t) + “ruido”
Onde, apesar de nao sabermos como se comporta o componente aleatério, podemos
determinar sua distribuicao de probabilidade.

Equagao diferencial estocastica é justamente a equacdo obtida ao permitirmos
aleatoriedade nos coeficientes de uma equacao diferencial. Com isso, sera possivel chegar

a conclusoes sobre as distribui¢oes de probabilidade da solucao.

Vejamos a forma geral da equacao diferencial estocédstica que serd estudada no

presente trabalho:

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt, (21)

Como resolucao de tal equagao, 1t6 (1944) interpreta (2.1) com X, satisfazendo a

integral estocastica:

t t
X, = Xo+ [ bs, X)ds + [ ols, X,)dB, | (2.2)
0 0

Em sua forma diferencial, a solugao de It6 nos fornece um ponto de partida para

a formulagdo do problema de maximizacao:
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Seja {X;"}), > ; a solucdo de
dX" 2 dX, = b(t, X, u)dt + o(t, X, u)dB,
satisfazendo X" = z, i.e.,
. h h
X =t [0 X0 u(s, XED)ds + [ (s, XETuls, X00)B, - (2.3)
t t
e seja QV* a lei de probabilidade de X, comecando em x para s = ¢, de maneira que
Q' [X, € Fy,---, X, € F]=P° [Xff €F, XM e Fk} , (2.4)

para t < t;, F; C R, com 1 < i < k. Entao, E"*[U(X")] denota a utilidade esperada

(esperanca) com respeito a medida de probabilidade Q%*.

Vamos assumir um critério de perfomance (fungao custo) expresso por
J(t 2 u) = B [K(T, X,) +/ F(s, X, u)ds) | (2.5)
t

onde
K é uma fungao real limitada (uma espécie de “legado”);
F' é uma funcao real limitada e continua; e

T representa o instante no qual (t + s, Xffs> , com s > 0, sai de algum conjunto aberto
G C R™"*! fixado. Em particular, 7 poderia ser um tempo t, fixado.
Por simplicidade, assumimos que E“*[r] ¢ finita para todo (¢,z) € G.

Assim, para cada (t,x) € G, nosso problema é encontrar um H(t,x) e um controle

dtimo u* = u*(t,w) tais que

u(t.w

H(t,z) = inf){J(t,x,u)} : (2.6)

onde o infimo é tomado sobre todos os processos {u;} adaptados da o-dlgebra gerada pelo

conjunto {Bs ; s <t} com valores em um dado subconjunto de Borel S contido em R.

De particular interesse para nés sao os tipos de fungoes de controle u dados por
u(s,w) = ue(s, Xs(w))

para alguma funcao u, : R""' — S C R. Neste caso, assumimos que v nao depende do
ponto de partida (¢, x). Mais precisamente, o valor que escolhemos no instante s depende
somente do estado do sistema neste instante. Este tipo de controle é chamado de controle
de Markov porque, com esse controle, o processo estocastico correspondente { X;} torna-se

uma difusao de It e, em particular, um processo de Markov. Vamos assumir que, dado



Capitulo 2. Preliminares Matemdticas 19

T > 0, a funcdo u, : [0,7] x R — R é uma fungdo mensuravel tal que existem constantes
C, D > 0 tais que, para todo =,y € R e todo t € [0,T],

b(t, x, u,)| + o(t, z,u,) < C(1+ |x|)

b(t, x,u,) — b(t,y,uo)| + |o(t, z,u,) — o(t,y,u,)| < D.lx—y|

Estas condi¢oes garantem que a equacao diferencial estocastica, com 0 <t < T e

X, = Z, tem solugdo tnica X;(w), continua na variavel ¢.

Desta forma, vamos enunciar o nosso problema de otimizacao de carteira como

sendo:

Problema (0): Para cada (t,x) € G, encontrar um nimero H(t,z), chamado perfo-
mance 6tima e um controle étimo u* = u*((t, X{"(w)) tais que H(t,x) = J(t,z,u*),

onde

H(t,z) = J(t,z,u") = inf {J(t,z,u) ; u(t,w) =u(t, X;(w) é um controle de Markov} ,

A teoria classica de Hamilton-Jacobi-Bellman (Oksendal, 1998) estabelece uma

condicao necessaria para a otimizagdo nos termos que resumiremos a seguir.

Uma vez estabelecido que nosso processo é uma difusao de It6 X;, é ttil associar

um operador diferencial parcial de segunda ordem a X;. Assim, temos:

Definigao 2.0.1 Seja {X;} uma difusio de Ité6 em R"™ homogénea no tempo. O gerador
infinitesimal A de X; € definido pondo-se:
E*[f(Xy)] —
(Ap)(x) := lim il tt)] J(x) , YazeR"

t—0t+

Denotamos por D(x) o conjunto das fungdes f : R™ — R tais que o limite existe

em z € R".
Proposicao 2.0.1 Seja X; a difusao de Ito
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt y

em que b: R" - R" e o:R" — R™™™ satisfazem
b(x) = b(y)| + |o(z) —o(y)| < Dz —y| , =,y eR", (2.7)

com |o|? =3 |oy;|*.
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Se f € C*(R") € limitada com primeira e sequnda derivadas parciais limitadas,

entao [ pertence ao dominio Dy do gerador infinitesimal de X; e

82f
Zb —i— ZUO’ i 6m o (2.8)

Para cada v € U, vamos introduzir o operador A", definindo, para cada g €
C*([0,00) x R™),

2

(A%) (t,z) = 8t +Zb (t,x U)a (t,x) —l—Za” (t,x, U)axiaxj(t,a:) ,

1
onde a;; = §(O'O'T> er = (r1,...,%,).

Para cada g, podemos também associar uma fungao n pondo n(v) := A%g , para

cada v € U C R (lembrando que U é o contradominio da fun¢do u = u(s,w)).

Assim, temos de (2.8) que, para cada escolha do controle de Markov u = u(t, X;(w)),

a solugao X £ X,® de (2.3) é uma difusio de Ito com gerador infinitesimal
(Af) () = (A" F) (1) . (2.9)
Assim, podemos enunciar (cf. @Oksendal: Teorema 11.2.1):

Teorema 2.0.1 (Teorema de Hamilton-Jacobi-Bellman) Se H ¢é uma fung¢io em

C*(G@) e um controle de Markov étimo u* existe para o problema (O), entdo:

(i) 7%relg{F(zf,yc,v) + (A"H)(t,x)} =0, V (t,z) € G, com
(i) H(t,x) = K(t,z), V (t,x) € OrG.

Além disso, este infimo € atingido se v for um controle étimo u*(t,x), i.e.,

F(t,z,u*(t,z)) + (A H)(t,2) =0, VY (t,z)€G. (HJB)

OrG denota o conjunto dos pontos de fronteira regulares de G' para X;x“ (w).

Pondo a fun¢ao custo como sendo J(t, z,u) = —E"*[U(X")], o que corresponde a
tomar F'=0e K(t,x) = —U(z) em (2.5), e como as condigdes do teorema de Hamilton-
Jacobi-Bellman estao satisfeitas, as equagoes (i) e (ii) no Teorema de Hamilton-Jacobi-
Bellman ficam sendo

inf{(A"H)(t,z)} =0, com H(t,x)=—-U(z), VY (t,x)€ IrG,

veS
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ou, expresso alternativamente,

sup{(A°V)(t,x)} =0 , V(t,,z)=U(x), (2.10)

veS

onde estamos tomando

V(t,z) = —H(t z) = —inf{J(t,z,u)} = sup{ E"*[U(X")]}. (2.11)
Na verdade, (2.10) significa que nosso problema se reduz a:

Para cada (t,x), encontrar o valor v = u(t,x) que mazrimiza a fungao

oV ov 1 , 40V
n(v) = B + (a1(1 —v) + CLQU)I% + 5(01(1 —v) + o9v)°x prr (2.12)
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Estratégia de Trading por Otimizacao Es-

tocastica

Dado um horizonte de trading [0, (k + 1)7T], onde k é um inteiro positivo, nossa

estratégia consiste em aplicar as seguintes etapas de procedimento:

(1)

Particionar este horizonte em (k + 1) intervalos [jT, (j + 1)7], j =0,1,2,... k.

(ii) Aplicar o processo de otimizagdo estocéstica para investimento num portfélio cons-

tituido por dois ativos 1 e 2 com risco via teorema de Hamilton-Jacobi-Belman no
intervalo temporal [0,7] para uma disponibilidade inicial de investimento z > 0
dada. Nosso estudo demonstra que este processo resulta numa funcao de controle
6tima w*(.) invariante no tempo durante todo o intervalo, o que significa que os in-
vestimentos nos ativos 1 e 2 sao estabelecidos em ¢ = 0 como sendo iguais a (1 —u*)x
e u*x, respectivamente, e mantidos assim até o instante t = T'. Mais ainda, estamos
aqui entendendo este balanceamento da riqueza (disponibilidade para investimento)

entre os dois ativos como sendo uma atividade de trading.

(iii) No momento ¢t = T, estabelecer a nova disponibilidade de investimento xy como

(iv)

sendo a soma das quantidades de cada ativo multiplicadas por seus respectivos
precos no instante ¢ = T. Neste ponto, aplicar novamente a otimizagao estocéstica
da etapa (ii) para a disponibilidade de investimento xr, agora no intervalo [T, 277,
mas recalculando os novos valores dos pardmetros a; e as (razao de mudanga relativa
média do prego de cada ativo, respectivamente) e o1 e o9 (volatilidade de cada
ativo, respectivamente). E importante notar a esta altura que isto significa um
avanco no enfrentamento da questao da heterocedasticidade': em vez de se ater a
hipotese irrealista da volatilidade ser invariante no tempo durante todo o intervalo
0, (k + 1)T7], estamos enfraquecendo-a assumindo que a volatilidade é uma funcao

seccionalmente constante do tempo.

Repetir o procedimento (iii) sucessivamente nos momentos t = j7T', para j =
2,...,k.

A principal contribui¢ao do presente trabalho é a obteng¢ao de um controle 6timo

para um portfolio contendo dois ativos (ou classes de ativos) com risco dentro de uma

proposta de rebalanceamentos sucessivos, com o objetivo de relaxar — em termos praticos

1

Variabilidade da volatilidade. Quanto a volatilidade é dita constante, temos a homocedasticidade.
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— o pressuposto de homocedasticidade, ja que os parametros, incluindo as volatilidades

dos ativos, sao recalculados a cada rebalanceamento.

Para situar o leitor acerca do ponto de partida adotado por Oksendal (1998),

vejamos abaixo as dindmicas dos precos de cada ativo em seu portfolio tedrico:

d
e Ativo 1 (com risco): % = pi(a+ aWy)

W, representa o “ruido branco” e a,a > 0 sao constantes que medem, respectiva-
mente, a taxa de mudanca relativa média de p e o tamanho do ruido. Esta dindmica

¢ também conhecida como Equacao Diferencial Estocéastica de Ito.

e Ativo 2 (sem risco): dps = pobdt.
b < a, pois é natural assumir que o ativo de renda fixa possui menor retorno esperado,

ja que possui menor risco.

Os préximos passos feitos no exemplo do @Oksendal e resumidos por Ross (2008)
serao feitos a seguir, mas para dois ativos com risco. Logicamente, o problema de valor
de fronteira que encontraremos apés a aplicagdo da equacao HJB sera diferente do obtido

pelo texto base e, portanto, chegaremos a um novo formato para o controle 6timo.
De inicio, precisamos ter em mente o caminho rumo ao objetivo de otimizacao.

Ross (2008) resume os principais pontos a serem satisfeitos para se chegar a um

controle 6timo:

1. Estabelecimento de um principio de programacao dinamica que, em nosso caso, se

trata da funcional custo 2.5 a ser minimizada;

2. Levar o intervalo de tempo (discretizagdo) para préximo de zero no principo de
programagao dindmica de modo a obter a equagao (ou inequacao) diferencial par-
cial (EDP). Esta EDP é também conhecida como Equacao HJB (Hamilton-Jacobi-

Bellman);

3. Encontrar uma funcao, digamos ¢, que resolva a equagao de programacao dinamica
(funcional custo). Neste passo também é encontrada uma funcao candidata a solugao

U* cujo custo seja igual ao de ¢;

4. Verificar que, se ¢ é solugdo para o problema de controle, entao U* é um controle

4timo.
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3.1 Otimizacao em Cada Horizonte de Trading

Sem perda de generalidade, vamos considerar o horizonte de trading como sendo

o intervalo temporal [0, T].

Seja X; a disponibilidade para investimento no tempo t. Suponha que temos o
interesse em alocar esta disponibilidade para investimento entre dois ativos cujos precos

seguem leis do tipo
dpi
dt
onde, devido a efeitos exgenos aleatodrios, temos incertezas nos coeficientes A;(t) da forma

A;(t) = (a; + o; - “ruido branco”).

Cada a; € R é uma constante que mede a razao de mudanca relativa média de
p; e cada o; > 0, a volatilidade, é uma constante que mede o “tamanho” do ruido em
um sentido especifico. Tomando como base o1 > 09, 0 que significa assumir que o ativo 1
apresenta grau maior de risco, ja que, para um investimento mais seguro, a volatilidade é

menor e seu retorno esperado também é menor.

Finalmente, B; = B;(w) representa o ruido, que formularemos como um movimento
browniano geométrico (processo estocastico de Wiener). De inicio, vamos assumir que o
ruido nos precos é o mesmo processo estocastico de Wiener em cada ativo. Esta hipdtese
restringe o universo de pares de ativos a serem acompanhados pelo modelo, como veremos
no capitulo de aplicacdo, mas, dado que neste estagio inicial dos estudos houve a opcao
de focar mais no conceito da estratégia do que em interesses pragmaticos, nao ¢ o objetivo
deste trabalho relaxar tal pressuposto e nem a hipotese de componentes aleatérios distintos
By (t) e Bs(t) e trabalhar com coeficiente de correlagao instantanea p (i.e., introduzir novo

processo de Wiener W;(w)satisfazendo
E[dW,dB,(t)] = E[dW,dBs(t)] = pdt,

por exemplo, e trabalhar com o processo W; em vez de By).

Para aproximarmos a realidade do pressuposto estabelecido de mesmo movimento
Browniano nas dinamicas dos ativos, no capitulo 4 vamos buscar ativos com coeficiente

de correlagao alto e que possuem similaridade do ponto de vista economico.

Vamos denotar por u = u(t), com 0 < u(t) < 1, a fragdo da riqueza a ser escolhida
para investir no ativo com menor risco — no caso, o investimento 2 — em cada instante
t. A funcdo u desempenha aqui o papel de um controle no sistema dindmico (processo
estocastico). Com isso, o investimento no ativo 1 é representado por (1 — u(t))X; e o
investimento no ativo 2 é u(t)X;. Assumiremos que u nao dependa do ponto de partida

(t,x), ou seja, nao dependa da riqueza de partida X; = x > 0 no ponto t.
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Para entender melhor a classe das fungoes de controle, notemos que, dado um
conjunto de Borel Y C R, escolhemos um parametro u € U em qualquer instante para
controlar o processo {X;}. Desta forma, u = u(t, z) é um processo estocéstico e, uma vez
que nossa decisao no tempo t deve ser calcada no que foi acontecendo até o tempo %, a
fungdo w —— wu(t,w) deve ser, pelo menos, mensurdavel com respeito a J;, a o-algebra
gerada por {B;s ; s < t}. Com isso, a disponibilidade para investimento (riqueza) X, =

A . . < : -
X} = X(t,w;u) deve satisfazer a seguinte equagao diferencial estocéstica

dX" £ dX, = b(t, X, u)dt + o(t, X;,u)dB, (3.1)

onde
b(t, Xe,u) = (a1(1 —u) + agu) Xy (3.2)
o(t,Xp,u) = (01(1 —u)+ ou)X; . (3.3)

Nossas hipoteses sobre u mais as assungoes em b e o que daremos mais abaixo

garantem que o lado direito de (3.1) é uma integral estocéstica bem-definida.

Vamos supor que o investidor comega com uma quantia a ser investida (riqueza de
partida) X; = > 0 no tempo ¢ e, levando em conta a estratégia (controle) u na dindmica
de difusao (3.1), ele tem como objetivo maximizar sua utilidade esperada para a riqueza
final em algum tempo finito 7' > t. Vamos ainda assumir X > 0 (i.e., que nao é permitido

empréstimos).

Assumindo a utilidade representada por uma fungao U : [0,00) — [0, 00) estrita-
mente crescente e concava, com U(0) = 0, o investidor visa encontrar um controle 6timo
u* = u*(t, X;), com 0 < u*(t, X;) <1, tal que

sup{ E"*[U(X™")] ; u é um controle de Markov e 0 < u*(¢, X;) < 1} 2 M, (3.4)

onde 7 ¢é o primeiro instante de saida da regido G = {(s,2) ; s <t,, z > 0}.

Para a escolha da funcao utilidade, o pressuposto de investidor avesso ao risco
— um dos principais pressupostos da teoria de aprecamento de ativos CAPM (Capital
Asset Pricing Model) — serve como base para diversas teorias em finangas, como em
Markowitz (1952). Com estudos feitos por Pratt (1964) e Arrow (1965), foi possivel chegar

a uma primeira medida para tal viés comportamental. Através do Coeficiente Absoluto

v'(x)
u'(x)’

concava é a curva de utilidade de determinado investidor.

de Aversdo ao Risco de Pratt-Arrow r4(z) = — é possivel ter uma ideia do quao

Varian (2015) mostra graficamente que, quanto mais concava é a funcao utilidade,
mais plana se torna a curva com o aumento da riqueza, ou seja, menor serda o acréscimo

na utilidade vindo de um aumento na mesma, logo, mais avesso ao risco sera o investidor.
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Fungoes Utilidade Crescentes e Concavas

L e — i

L0 N

0.5U(10) +0BU(TO) = = = = = = = = = = = — o ——— = o

Utilidade

Uo) - —— — — —

10 40 70
Riqueza

Figura 1 — Aversao ao Risco. Para um investidor avesso ao risco, a utilidade do valor
esperado da riqueza, u(40), é maior do que a utilidade esperada de riqueza,
0, 5u(10) + 0, 5u(70). Fonte: Adaptagdo da Figura 12.2 do Varian (Microeco-
nomia, 9 Edicao).

Em Pratt (1964) ¢é feita uma andlise de risco local e risco global, este ultimo via
medidas relativas de aversao ao risco. Assim como Qksendal (1998), este trabalho ira se
concentrar na analise de risco local, ou seja, na medida absoluta de aversao ao risco, para

concluir sobre a funcao utilidade escolhida.

Isso explica a funcao utilidade, crescente (utilidade aumenta com o aumento da
riqueza) e concava (variagdo da utilidade diminui com o aumento da riqueza), adotada
por Oksendal (1998), qual seja, U(x) = 2", com 0 < r < 1.

Neste trabalho seguiremos nesta linha, com uma funcao que tenha um respaldo
econdmico e a vantagem de ao mesmo tempo ser util na resolucao do problema de otimi-

7agao.

Seguindo o raciocinio do inicio do capitulo, qual seja, de assumir o ativo que possui
maior volatilidade (maior desvio-padrao) como sendo o ativo de maior risco, temos como
conclusao que, quanto maior a volatilidade, menor devera ser o expoente da funcao utili-
dade U(x) = z". Pois, quanto menor o expoente, mais concava serd a curva de utilidade
do investidor (maior a aversao ao risco®), com a necessidade de 0 < r < 1 para garantir

a concavidade.

Logo, podemos assumir o parametro r como inversamente proporcional a volatili-
dade o: r = —. Ainda, para a funcao utilidade ser estritamente crescente e concava, é

o
natural verificar que 0 < K < 0.

Finalmente, estard de acordo com a teoria qualquer valor para K que esteja no
intervalo colocado acima. Na fase de calibragem, sera estabelecida uma rotina para a

determinacgao do K.

2 Lembrando de Tversky e Kahneman (1974).
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Dada esta formulagao, o balanceamento correspondente a esta funcao utilidade

considerada é o resultado expresso pelo teorema seguinte.

Teorema 3.1.1 (Balanceamento 6timo) Suponha que a disponibilidade para investi-

2

mento (riqueza) X, 2 X = X(t,w;u) satisfaz a equagdo diferencial estocdstica (3.1)

dX" 2 dX, = ((a1(1 — u) + asu) X,) dt + ((o1(1 — u) + o2u) X, ) dB,

onde

(i) cada a; € R é uma constante que mede a razao de mudanga relativa média do

preco p; do ativo i ;

(7i) cada o; > 0 é a constante que mede a volatilidade do ativo i , supondo o1 > 09;

(7ii) o controle u = u(t), com 0 < u(t) <1, € a fragio da riqueza a ser escolhida
para investir no ativo com menor risco — no caso, o investimento 2 — em cada instante

t. Assuma também que u ndo depende da riqueza de partida X; = x > 0 no ponto t.

Considere uma funcdo utilidade U : [0,00) — [0, 00) dada por
Ulx):=a", ¥Yx>0, (3.5)

para algum r com 0 < r < 1.

Se u* = u*(t, Xy), com 0 < u*(t,X;) <1, é um controle étimo no sentido de que
sup{ E"*[U(X")] ; u é um controle de Markov e 0 < u*(t, X;) < 1} 2 MY,

onde T € o primeiro instante de saida da regiGo G = {(s,z) ; s < t, , z > 0}, entdo

u*(t, Xy) € constante ao longo do horizonte [0,T] e é dado por

09 (a1 — CLQ) 1
u*(t,x) = — : . 3.6
( ) g1 — 03 (O'1—0'2)2 (1—7") ( )
B Prova: Derivando (2.12) com respeito a v, vem
dn a 2
o, = (v) = (ag — a1)xV, + (01(1 — v) + o9v) (02 — 1) Vi (3.7)

n"'(v) = (02 — 1)V -

Portanto, o valor critico v* para o qual 7'(v*) = 0 é dado por

(ay — a1)xVy + 09(0y — 01)2* Vi
(02 — 01)%222V;, ’

vt =ut(t,r) = —
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o que pode ser reescrito como

u*(t,x): (a1—G2) Ve 02

(3.8)

(01 - 02)235.@ o1 — 02'

Temos que v* serd maximizante (i.e., n”(v*) < 0) desde que V,, < 0.

Como estamos tomando V' = U na fronteira de G = {(s,2) ; s <t, e z >0} (ou
seja, no instante 7 em que (t + S,Xttfs> , com s > 0, sai do conjunto aberto GG, ou seja,
com T = t,) e uma fung¢do utilidade U como sendo crescente e concava, vamos considerar

V € C?*(G) com

2
g‘;>0 e gx‘g<0 , para todo = € G.

Além disso, nossas hipéteses iniciais a; > as € 07 > 0o garantem, de forma consistente,
que o controle 6timo u*(¢, x) em (3.1) é positivo. Claramente, também deveremos dar uma

atencdo nas hipéteses iniciais e na relagao V,,/V,, de forma a termos u*(¢,z) < 1.

Pelo teorema de Hamilton-Jacobi-Bellman, se substituirmos o valor critico dado
por (3.1) na equagdo (2.10), obtemos o seguinte problema de valor de fronteira para
V =—-H:

av . " 8V 1 % *\ 2 282V_
E+(a1(1—u)+a2u )$%+§(01(1_“)+02u)x @_O’

parat <t,, x >0, (BVF)

V(ty,x) =U(x) , parat =t, oux =0,
onde u* deve estar substituido pela expressao dada em (3.1).

Note que este problema na incégnita V' é nao-linear e notadamente dificil de resol-

ver, pelo menos no caso de uma func¢ao genérica U, crescente e concava.

Vamos considerar como funcao utilidade U a funcao crescente e concava dada por

U(x) =2" , com o pardmetro 0 < r < 1, (3.9)

Assim, temos que, se
Vt,z) = f(t)z",

é solucao de (BVF) entdo, substituindo
Vit,z) = f'(t)2",
Va(t,z) = f(t
f(
na edp em (BVF), chegamos a edo de primeira ordem a variaveis separaveis

df (¢) _
= A =0, (3.10)

ra” b

r(r— 1)x’”_2

)
)
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com .
A= (ay (1 —u*) 4 agu™)r + 5(01(1 —u") + ogu)r(r —1).

Por outro lado, temos que

|78 f(t)ram1 1

Ve af(t)r(r—1Dar=2 r—1"

de forma que u*(t,z) em (3.1) é a constante (i.e., ndo depende de = nem de t) dada por

— 1
u*(t,x) = 2 _ (a1 — a)

(3.11)

op—0oy (01—09)? (1—1)

Desta maneira, A ndo depende da varidvel de integracao ¢ e (3.10) resulta em

1
—df = —=\dt
7 f
"L A
2 to
Inf—Inf, = —At—1,)

Como
Vty,x) = f(ty)x" = 2" = f, = f(t,) =1,

pois " > 0, ficamos com
Inf=MXt—1t)

e dai,
ft) = X,

Com isto, ¢ facil verificar que
V(t,x) = eMt=to) pr
é solugao de (BVF).
Logo, u* dada por (3.6), ou seja,

u*(t CL’) _ (o) B (a1 — CLQ) 1
’ op—09 (01 —09)2 (1—1)"

determina a carteira 6tima desde que 0 < r < 1 seja tal que u* > 0.

Em outras palavras, se o pardmetro 0 < r < 1 fixado na fungao-utilidade (dada

por U(x) = x" ) é tal que, para cada riqueza inicial z > 0 fixada,

0<u*(t,z) <1 , Vitel0,T],
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entdo o u*(t,x) dado por (3.6) , que resultou constante no intervalo t € [0, 7], fornece
o balanceamento que determina a carteira 6tima. Por razoes logicas, se este r é tal que

u*(t, z) estéd fora do intervalo aberto |0, 1[, o método nao se aplica.

A proposicao seguinte aborda esta questao, apresentando condicao suficiente para
que o teorema HJB forneca u* no intervalo |0, 1[, mesmo que eventualmente ao prego de

se alterar o parametro r que determina a funcao-utilidade.

Proposicao 3.1.1 (C1) Suponha que a; — ay < 0. Se

0 —2 <1 ¢ —2 4| B2 oy (3.12)
01 — 029 01 — 029 (0'1—0'2)
entao existe r, com 0 < r, <1 tal que
u*(ry,) = 0,999 .
(C2) Suponha que a; — as > 0. Se
0 —2 <1 e0<—2 | B0 (3.13)
01 — 02 01 — 02 (O'l—O'Q)
entao existe r, com 0 < r, <1 tal que
u*(r,) = 0,111 .
B Prova: Primeiro, notemos que a funcao dada por
1
Yy = , O<r<1,
1—r

tem como imagem o conjunto dos pontos y > 1, conforme o gréfico abaixo):

40 —

30—

25 —

16—

10—

o] 01 02 03 04 05 06 07 08 09




Por outro lado, note que, para 5 < 0,

du
E—Bln(l—r)>0 , Y relo1],
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Sendo assim, vamos considerar a func¢ao auxiliar u dada por
1
u(r):a—ﬁli , para0<r <1, (3.14)
—r
onde
o= ik >0
01— 02
e
ap — Gz
R
(01 — 02)?
pode ser positivo ou negativo.
Note que
du
— =fIn(1 — , Vrelo1
U= Bin(l-r) | V7o
Por outro lado, temos de (3.6) e do grafico que
a —u(r) 1
= > 1 3.15
6] 1—r ( )
Vamos analisar as duas possibilidades:
1) Se 8 < 0, ou seja, B é da forma 8 = —\? para algum \ # 0, segue de (3.15) que
a —u(r)
e 7!
a—ur)
\2
a+ A < u(r)
a+ | < ulr). (3.16)

de forma que a funcao dada por u(r) em (3.14) é crescente. Por (3.16), temos que u(r) é

uma fung¢do continua e crescente sempre acima da cota a + |3].

Assim, se assumirmos que 0 < o < 1 e a+ || < 1, entdo

1 1 1
= — _ = 1
u(r) =a Bl . a+|6[1 ~ ,com 7 > 1,

garante que existem 0 < r, < 1, < 1 tais que u(r,) = 0,9995 e u(r,) = 0,9985. Do

Teorema do Valor Intermediario do Calculo resulta que existe r, com 0 < r, <1, <715 < 1

tal que
u(r,) = 0,999.
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2) Se 5 > 0 segue de (3.15) que

O‘_ﬁu(r)>1
a—pB > u(r)
a—|8l > u(r).
© du
=B —r) <0, Vrell.

Portanto, u(r) é uma fung¢ao continua e decrescente, sempre abaixo da cota oo — ||

Assim, se assumirmos que 0 < a < 1 e 0 < a — |f], entao

1 1 1
u(r) =« 51—7’ o' |5|1_T ,com — :

garante que existem 0 < r, < r, < 1 tais que u(r,) = 0,115 e u(rp) = 0,110. Do Teorema

do Valor Intermediario do Célculo resulta que existe r, com 0 < r, <1, < r, < 1 tal que
u(r,) = 0,111,

desde que assumamos que 0 < a < 1e a—|3] > 0. UJ
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4 Aplicacao e Resultados

4.1 Utilizando Ativos Similares e com Alta Correlacao

Como foi estabelecido o pressuposto nesse trabalho de que os ativos em analise pos-
suem o mesmo componente aleatéro (Browniano) em suas dindmicas, é possivel trabalhar

na pratica de modo a tentar uma aproximagao valida a essa premissa.

Entende-se aqui por ativos similares aqueles que possuem fatores de risco/aleato-
riedade parecidos. Logo, vamos comparar acao com acao, commodity com commodity e

assim por diante. Por exemplo:

Petréleo & Minério-de-ferro (commodities);

Ibovespa & S&P500 (indices acionérios);

CSNA3 & USIM5! (setor de siderurgia);

BRL/USD & BRL/EUR? (taxas de cAmbio).

Obviamente, o fato de serem ativos similares do ponto de vista econémico nao
gera garantia de que terdo o mesmo componente de choque aleatério (Browniano) em
suas respectivas dinamicas. Mas, novamente, o objetivo é aproximar o mundo real dos

pressupostos estabelecidos no modelo.

De forma arbitraria, mas sem perda de generalidade, vamos tomar como altas

as correlagoes — através do Coeficiente de Correlacao de Pearson (p), cuja férmula é
cov(X1, Xs)

= , onde o numerador representa a covariancia entre os retornos dos
\/var(Xl).var(XQ)
ativos 1 e 2 e o denominador ¢ a raiz quadrada do produto das respectivas variancias —

acima de 0,7 (ou 70%).

Desta forma, o modelo serd aplicavel nos periodos convenientes, respeitando os
anos fechados para dar um carater mais conservador ao modelo. Por exemplo, se a cor-
relacdo de determinado par de ativos no ano de 2006 foi maior ou igual a 0,7, entao o
portfolio 6timo fornecido pelo modelo serd montado no tltimo pregao de 2006 e gerido até
que a correlacao volte para baixo de 0,7. Logo, quando a correlacao ficar abaixo de 0,7,

por exemplo, ao final de 2010, o modelo finaliza sua operagao neste ano. Deste ponto em

Cédigos de negociacdo na Bovespa para Companhia Siderurgica Nacional & Usiminas
2 (Cédigos para cAmbio Real/Délar Americano (BRL/USD) e Real/Euro (BRL/EUR)
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diante o gestor/investidor nao conta mais com a ajuda do modelo, até que a correlagao

volte a ser alta.

Construcao de portfolios cujos ativos possuem alta correlacdo nao é o objetivo,
por exemplo, das teorias de portfolios diversificados. Meucci (2010) procura a redugao do
risco do portfolio através da escolha de ativos nao correlacionados. A légica é que retornos
positivos de uma classe de ativos sao anulados pelos retornos negativos da outra classe

(ndo correlacionada com a primeira).

E de suma importancia destacar aqui os objetivos de cada abordagem:

e A abordagem classica de otimizacao estocéstica adotada em nosso trabalho visa a

maximizacao da utilidade esperada para determinado horizonte de tempo;

e As teorias decorrentes de Markowitz (1952), como Meucci (2010) tém como um dos
objetivos encontrar o maior retorno esperado para o menor risco, representado pela

variancia dos retornos do portfolio.

De todo modo, para fornecer ao leitor mais informagoes, veremos uma comparacao
de rentabilidade e performance, via comparacdo das rentabilidades absolutas e Indice
de Sharpe, entre as duas abordagens. Portanto, o presente trabalho nao visa fornecer
qualquer tipo de critica ao portfolio de minima variancia introduzido por Markowitz
(1952). Existem diversos trabalhos com estudos aprofundados neste tema, com tépicos

explicitados, por exemplo, em Mangram (2013).

4.2 Aplicacdo do Modelo no Mercado de ETF's

O ETF (Exchange Traded Fund?®) é um tipo de ativo que visa, investindo apro-
priadamente por um gestor, replicar a rentabilidade (antes dos custos) de um indice de

referéncia, chamado de benchmark.

A vantagem que aparece num primeiro momento é a de exposicao a um determi-
nado indice ou mercado sem a necessidade de posicionamento em cada ativo que compoe
a carteira teérica do mesmo. Logo, vé-se aqui uma segunda vantagem: os custos operaci-
onais sao reduzidos de forma expressiva, pois, ao invés de comprar/vender varios ativos

em uma carteira, compra-se/vende-se apenas o ETF.

Na tabela abaixo é possivel acompanhar as rentabilidades do ETF IVV (iShares
Core S€P500 ETF') e seu indice subjacente:

3 O ETF é também conhecido como Fundo de Indice ou iShare



Capitulo 4. Aplicagio e Resultados 35

1 meés 3 meses 2016 lano 3 anos 5 anos 10 anos

IVV  —0,52% 3,27% 3,88% 2,92% 10,97% 11,48% 7,40%
S&P500 —0,47% 3,31% 3,86% 3,08% 11,05% 11,57% 7,47%

Tabela 1 — Retornos totais de IVV e S&P500 - Performance até 7/7/2016. Todos os dados
acima de 1 ano sao anualizados. Fonte: etf.com/IVV

Através dos dados acima apresentados, pode-se observar a boa aderéncia do ETF
ao seu indice de referéncia. O historico dos retornos e os custos mais baixos, como expli-
citado acima, podem explicar a evolu¢ao do mercado de iShares. O aumento da liquidez

no mercado de ETF’s pode ser uma boa medida desta evolugao.

IVV (US$ milhées) S&P500 (US$ bilhoes)

Volume Médio Diario em 2005 17,05 26,7
Volume Médio Diario em 2015 92,85 12,63
Variagao no Periodo 444, 57% —52,70%

Tabela 2 — Volumes médios diarios negociados em IVV e S&P500 e suas variacoes entre
2005 e 2015. Fonte: Bloomberg.

A tabela acima mostra as variagbes nos volumes negociados no ETF IVV e em
seu benchmark, S&P500. E notavel o crescimento do volume operado no ETF nos tltimos
anos, enquanto que o indice de mercado apresentou queda em seu volume médio negociado.
Logo, mesmo com o volume do mercado em baixa, os negécios aumentaram no ETF, pois

este oferece melhores custos e mais facilidade na gestao, como falado anteriormente.

Neste trabalho o objetivo serd comparar indices de agoes via ETFE’s negociadas
em bolsa de valores nos EUA. Ainda, comparar a performance do modelo classico de

otimizacdo estocéstica ao portfolio eficiente de Markowitz! (1952) para dois ativos com

risco:
o ut(t,x) = 7 = (57“11:0‘_122))2. (1;) (Abordagem Cléssica da Otimizacao Estocastica);
o af = PN oy < p<] (Portfolio Eficiente de Markowitz).

Uf—i—a% —2po102

Onde, u* e o* representam a parcela da riqueza aplicada no ativo 2 (assumido com pos-
suindo série de retornos com o menor desvio-padrao dentre os dois ativos que compoem
o portfolio). Aqui cabe lembrar ao leitor que, em nossa técnica de rebalanceamentos su-

cessivos, nem sempre o ativo 2 serd o de menor volatilidade.

4 Ver derivacdo do portfolio eficiente no Apéndice A
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Assim como foi estabelecido nas premissas, o modelo pode ser aplicado a qualquer
par de ativos com risco. Com o objetivo de mostrar a utilidade deste trabalho para ges-
tores de grandes fundos investimento, vamos analisar o comportamento dos ETF’s sobre
os indices brasileiro (Ibovespa), americano (S&P500) e europeu (EURO STOXX 50) ne-
gociados no mercado dos EUA. A andlise top-down — que consiste resumidamente na
avaliacao macroecondmica, depois setorial e assim segue até que a analise atinja um ativo
especifico — é, geralmente, o primeiro passo de um estrategista para a tomada de decisao

de investimento

O mercado nos EUA proporciona o investimento em diversos tipos de ativos que
possuem rentabilidades atreladas aos varios mercados ao redor do mundo. E pelo lado da
liquidez, o mercado de ETF nos EUA é melhor do que a maioria dos ETF’s de indices
negociados em seus mercados de origem. Por exemplo, o BOVA1l (ETF negociado no
Brasil que tem o Ibovespa como benchmark) teve uma média de volume de R$127 milhdes
didrios em 2015, enquanto o EWZ (ETF negociado nos EUA que possui o Ibovespa como
benchmark) teve um volume médio didrio de US$500 milhoes em 2015. Se considerarmos
o cdmbio médio de 2015 em 3,39 R$/USS, vemos que o volume do ETF nos EUA foi
aproximadamente treze vezes maior do que o volume do ETF negociado no Brasil que

possui 0 mesmo indice de referéncia (Ibovespa)®.

Uma importante consideracao precisa ser feita com relagdo ao cambio. Se optasse-
mos por analisar um portfolio que contém BOVA11 e IVV, por exemplo, teriamos ativos
sendo negociados em moedas diferentes (R$ e USS$, respectivamente). Entao, olhar so-
mente para ativos num mesmo pais nos possibilita isolar o efeito cambial e analisar de
forma menos ruidosa a eficiéncia do modelo proposto. A possibilidade de analisar indices
de acoes de todo o mundo num s6 mercado é de extrema relevancia para comparacoes
entre rentabilidades de diferentes paises. Adicionalmente, por se tratar de um mercado

maior e mais liquido, o beneficio do ponto de vista dos custos também é evidente.

Tendo como base a tabela abaixo, vamos considerar um custo médio de US$10,00
por operacao. Ainda pensando num ambiente de gestdo de recursos, vamos assumir um
volume médio operado de US$100 mil. Assim, o custo por operagdo (rebalanceamento)

fica em 0,01% do volume financeiro.

5 A fonte para os dados de volume e cAmbio neste paragrafo foi o terminal Bloomberg.
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5 In The Thick Of ETFs

Top online brokers with free or low-cost ETF trading

Name No. of commission-free ETFs ETF provider, number of ETFs

Thinkorswim 101 iShares 37; Vanguard 32; SSGA 12; Barclays 1; DB 3;

Pimco 1; PowerShares 1; VanEck 1; WisdomTree 1

Interactive Brokers 36 Global X Funds 31; FactorShares 5

Fidelity 31 iShares 30; Fidelity 1

Charles Schwab 15 Schwab

TradeStation None None

Name Normal trading costs Terms and conditions

Thinkorswim $9.99 ETFs must be held for 30 days;
$19.99 commission fee for
short-term ETF trades; $0 acct min;
$2,000 for margin accts

Interactive Brokers 0.5 cent/share, minimum per order $1,  $10,000 acount minimum for
maximum per order 0.5% of trade value  regular accts; $5,000 min for
IRAs; $10/month activity fee min

Fidelity $7.95 $2.500 account min; ETFs
eligible for margin 30 days
after settlement

Charles Schwab  $8.95 $1,000 account min; no charges

for frequent or short-term trading

TradeStation 1 cent/share up to 500 shares; 0.6 cent/  $5,000 min, $30,000 for day traders
share thereafter or $6.99-$9.99/flat fee

Figura 3 — Custos em  Operar ETFs. Fonte:http://www.investors.com/etfs-and-
funds/etfs/five-top-brokers-for-etf-traders-and-investors/).

4.3 Resultados

A aplicabilidade do modelo para um gestor de fundo investimento existe quando
este se encontra em momento de decisao por dois ativos com risco (ou seja, excluindo os
ativos de renda fixa, que sao considerados ativos livres de risco). Vale ressaltar aqui que
nao é o objetivo auxiliar na decisao do investidor. O trabalho se concentra em fornecer
ao agente um controle 6timo apds o mesmo ter se decidido por escolher por dois dentre
varios indices de acoes. Logo, o desempenho deste trabalho deve ser medido contra o

desempenho da melhor rentabilidade entre os dois ativos escolhidos.
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Caso a rentabilidade do portfolio 6timo fornecido pelo modelo seja maior do que
a rentabilidade de ambos os ativos isoladamente, entdo teremos um portfolio com me-
lhor rendimento e com risco ndo sistemético® mitigado, pois o modelo se expde aos dois

mercados.

Com isso, digamos que determinado gestor/investidor queira, apds realizar seus
estudos, aplicar em ac¢oes de economias desenvolvidas e tenha se decidido por investir no

longo prazo nos indices dos EUA e da Europa.
Por simplicidade, consideremos alguns pontos:

1) Néao existe nenhum tipo de aporte ou injegdo de recursos. Ou seja, o volume

financeiro do investimento varia somente por mudancas nos precos dos ativos’;

2) Sao utilizadas somente as cotagoes de fechamento® nos cdlculos. Ainda, assu-
mimos a premissa de que o prego de abertura (entrada/rebalanceamento) é igual ao de
fechamento do pregao anterior. Como os ativos podem abrir em horarios diferentes ou
com gaps’(dentre outros pontos), assume-se que os ativos abrem na estabilidade, ou seja,
o preco de abertura é igual ao prego de fechamento do pregao anterior. Dado o objetivo
de longo prazo do trabalho (minimo de um ano), se trata de um pressuposto bastante

valido, uma vez que, na pratica, os gaps nao ocorrem com frequéncia.

No Terminal Bloomberg foi possivel obter as séries historicas desde 2004 para os
ETF’s a serem analisados: EWZ US Equity (Ibovespa), IVV US Equity (S&P500) e FEZ
US Equity'® (EURO STOXX 50).

Na tentativa de obter um modelo mais aderente as mudancas de curto prazo no
mercado e relaxar o pressuposto de homocedasticidade, estabelecemos o horizonte de
tempo T para o qual a utilidade é maximizada como sendo de 20 pregdes. Este foi o
horizonte mais curto encontrado na pesquisa que se encaixou no tema. Ang, Hodrick,
Xing e Zhang (2006) analisaram o retorno de ag¢oes no mercado norte-americano entre os
anos de 1963 e 2000 e se referiram ao horizonte de tempo de um més para o calculo da

volatilidade como de "muito curto prazo".

Ainda, as carteiras de investimento de longo prazo geralmente sao revisitadas (re-
balanceadas) ao final de cada més. Para seguir em linha com essa ideia e manter um prazo
relativamente curto para rebalanceamento, o horizonte de tempo 1" estabelecido sera de

20 pregoes. E, para manter o horizonte de célculo dos parametros de

6 Risco inerente ao ativo isoladamente. Os riscos globais, econdmicos e politicos, que afetam todos os

ativos, sao denominados riscos sisteméticos.

O objetivo é uma comparagdo mais simples entre os rendimentos do portfolios.

As séries histéricas dos ETFs foram coletadas no terminal Bloomberg.

Um gap de alta ocorre quando o preco de abertura fica acima da cotacao maxima do pregao anterior
e um gap de baixa acontece quando o preco de abertura fica abaixo da cotagdo minima do pregao
anterior

10 Cédigos na Bloomberg.
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(o) B (al—aQ) 1
op—0oy (01—09)2 (1—1)"

u*(t,x) =

serao tomados também 20 pregoes. Logo, a cada més os parametros sao recalculados e

chega-se ao u*(t, x) atualizado.

Como medida de risco, serd tomada como base a série de retornos do portfolio
hipotético 50%, que é o portfolio formado por 50% da riqueza x no ativo 1 e os outros
50% no ativo 2, ao longo de todo o periodo. Ou seja, o risco considerado para a escolha

do r serd a volatilidade (desvio-padrao) deste.

E muito importante destacar aqui que, como estamos numa hipétese de ativos com
correlacao alta, a soma das volatilidades dos ativos nao reflete a volatilidade do portfolio*!.
Entao, a escolha do portfolio 50% foi a maneira encontrada para obtermos o expoente da

funcao utilidade 0 < r < 1.

(ksendal nao desenvolve uma forma explicita para o pardmetro r, pois, como
o autor nao trabalha com o parametro r variavel, nao da tanta importancia para o seu
calculo, apenas ressalta a condigao deste estar no intervalo |0, 1[ de modo a garantir o perfil
avesso ao risco do investidor. Adicionalmente, a computacao do risco do portfolio a cada
rebalanceamento nao é o objetivo do trabalho, pode-se considerar como um complemento a
determinacao do r via oscilagoes na volatilidade do portfolio tedrico 50%. Pois, mesmo nao
refletindo o desvio-padrao do portfolio 6timo, este oscila de acordo com os mesmos ativos
e na apresentacio dos respectivos Indices de Sharpe serd possivel observar a proximidade
entre os valores das volatilidades do portfolio 6timo e do portfolio 50%. Teremos, portanto,

uma evidéncia empirica acerca da efetividade de tal abordagem.

Ao determinar o expoente da fungao utilidade, relembremos que, segundo o pressu-

posto de maior volatilidade significar maior risco e, portanto, menor concavidade da curva

de utilidade, propusemos a forma: r = — e, como u*(¢,x) foi definido como a parcela
o

: . - K ) . .
da riqueza z a ser alocada no ativo 2, entdao: r = —, onde 0 g59 € 0 desvio-padrao dos

050
retornos do portfolio hipotético 50%, com K satisfazendo: 0 < u*(t,z) < 1.

Conforme a tabela 3, o portfolio 6timo (considerando o custo de corretagem) forne-
cido pelo modelo obteve rentabilidade absoluta de 117,10% entre 2006 e 2015, enquanto
o ETF que visa um rendimento proximo ao do indice norte-americano S&P500 teve va-

riagdo positiva de 96,77% e o que replica o indice europeu EURO STOXX 50 variou

11 Se os dois ativos tiverem correlacio p = —1, os retornos positivos de um se anulam com os retornos

negativos do outro. Logo, o valor esperado da volatilidade do portfolio é zero. Para a volatilidade do
portfolio ser a soma das volatilidades dos ativos, estes devem possuir retornos nao correlacionados.
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positivamente em 10, 06%. O portfolio 6timo superou também o portfolio de minima vari-
dncia proposto por Markowitz (que rendeu 72,61%) e a carteira teérica 50% (que obteve

rendimento de 51,97%).

Rentabilidades Acumuladas (Base 100)

Port. Otimo

(Com Custos)
200
180
160
Port. 50%
140
120
100

80

60

| | | | | | | | | |
Dez-05 Dez-06 Dez-07 Dez-08 Dez-09 Dez-10 Dez-11 Dez-12 Dez-13 Dez-14 Dez-15

40

Port. 50%

[ WV US Equity — FEZ US Equity Port. Otimo (Com Custos) Markowitz

Figura 4 — Portfolio Otimo de IVV US Equity e FEZ US Equity: Rentabilidades acumu-
ladas 2006/2015 (Base 100).

Periodo  Port. Otimo Port. Otimo Com Custos Markowitz Port. 50% Vv FEZ
2006,/2015 118, 94% 116,53% 72,61% 51,97%  96,77% 10,06%

Tabela 3 — Portfolio Otimo de IVV US Equity e FEZ US Equity: Rentabilidades acumu-
ladas 2006/2015.

Com aplicagao analoga ao do portfolio de IVV e FEZ, os resultados também foram
positivos, com rentabilidades superiores em todas as linhas, para o portfolio de EWZ com
IVV e EWZ com FEZ:
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Rentabilidades Acumuladas (Base 100)

300 —

Port. Otimo

250 |- (Com Custos)

200 —

VW Us
Port. 50%

EWZ US
100 [

~~  Markowitz

0
Dez-06 Dez-07 Dez-08 Dez-09 Dez-10 Dez-11 Dez-12 Dez-13
| EWZ US Equity WV US Equity Port. 50% Port. Otimo (Com Custos) Markowitz|

Figura 5 — Portfolio Otimo de EWZ US Equity e IVV US Equity: Rentabilidades acumu-
ladas 2007/2013 (Base 100).

Periodo  Port. Otimo Port. Otimo Com Custos Markowitz Port. 50% EWZ INAY
2007/2013 158,06% 156, 3% —21,31% 41,58%  19,04% 49,06%

Tabela 4 — Portfolio Otimo de EWZ US Equity e IVV US Equity: Rentabilidades acumu-
ladas 2007/2013.
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Figura 6 — Portfolio Otimo de EWZ US Equity e FEZ US Equity: Rentabilidades acumu-
ladas 2007/2013 (Base 100).
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Perfodo  Port. Otimo Port. Otimo Com Custos Markowitz Port. 50% EWZ FEZ
2007/2013 41, 83% 40, 72% —42.72% 16, 6% 19,04% 1,6%

Tabela 5 — Portfolio Otimo de EWZ US Equity e FEZ US Equity: Rentabilidades acumu-
ladas 2007/2013.

Comparacdo das Performances: Indice de Sharpe

Mesmo o objetivo do trabalho nao sendo a comparacao do portfolio 6timo com
outros investimentos (nem mesmo com a renda fixa) que nao os dois ativos com risco que
o compdem, pode ser interessante olharmos para o Indice de Sharpe (.5). Pois, conseguimos

ordenar os portfolios envolvidos no trabalho segundo um critério de performance.

O indicador compara o retorno excedente em relacdo ao ativo livre de risco —
Libor de 1 ano, em nosso caso, pois se trata do parametro mais observado no mercado
e, como o trabalho é aplicado ao mercado de ETF’s dos EUA para indices acionarios de
diferentes paises, faz sentido a comparacao com tal taxa — dividido pelo desvio-padrao

(volatilidade) dos retornos do portfolio para o qual deseja-se calcular o referido indice:

S:TP_Tf
Op

e 7, representa o retorno do portfolio;
e 7 ¢ o valor da taxa considerada livre de risco;

e 0, ¢ a volatilidade dos retornos do portfolio.

Logo, quanto maior for o Indice de Sharpe, melhor sera a performance da respectiva
carteira de investimentos.

Nas tabelas 6, 7 e 8 podemos analisar ez post'? o retorno de cada potfolio ponde-

rado pelos respectivos riscos:

12 J4 que utilizamos a média dos retornos passados do portfolio. Se quiséssemos uma analise ez ante,
seria necessario o calculo do valor médio esperado dos retornos do portfolio.
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IVV & FEZ Indice de Sharpe Volatilidade (% a.a)

Port. Otimo 0,261 23,88
Markowitz 0,201 18,97
Port. 50% 0,102 24,35

Tabela 6 — Indice de Sharpe: IVV US Equity & FEZ US Equity — 2006/2015.

EWZ & IVV  Indice de Sharpe Volatilidade (% a.a)

Port. Otimo 0, 268 30, 99
Markowitz —0,191 20,71
Port. 50% 0,063 31,00

Tabela 7 — Indice de Sharpe: EWZ US Equity & IVV US Equity — 2007/2013.

EWZ & FEZ Indice de Sharpe Volatilidade (% a.a)

Port. Otimo 0,052 36,21
Markowitz —0,224 31,31
Port. 50% 0,055 35, 89

Tabela 8 — Indice de Sharpe: EWZ US Equity & FEZ US Equity — 2007/2013.

E possivel reparar também que a diferenca média entre as volatilidades do port-
folio 6timo e do portfolio tedrico 50% é de, aproximadamente, 0,06 p.p. Isso corrobora
empiricamente a proposta de estabelecer o expoente de U = z" como sendo inversamente
proporcional a volatilidade do portfolio 50%, pois esta reflete aproximadamente o desvio-

padrao dos retornos do portfolio étimo.

O fato dos ativos escolhidos possuirem uma volatilidade alta reforca a ideia de
modelo dindmico que, em nosso caso, foi revisitado (rebalanceado) a cada 20 pregoes.
Apesar da alta variabilidade dos retornos, foi possivel auferir um resultado superior ao
que seria obtido pelo melhor dos ativos isoladamente, pelo portfolio hipotético em que
se aloca metade da riqueza em cada ativo e pelo portfolio teérico de Markowitz. Com
um Indice de Sharpe superior nos trés estudos de caso, o modelo cldssico de otimizacao

estocéastica mostrou ter a melhor performance.

Mas, cabe aqui a observacao sobre a volatilidade: o modelo de Markowitz aplicado
em portfolio de dois ativos com risco teve a menor variabilidade nos retornos. Esta é
justamente uma constatagdo do que propoe a teoria de Markowitz (1952), qual seja, a de
minimizar a variancia do portfolio em questao e buscar o maximo retorno correspondente.

Logo, qualquer tipo de critica com relacao ao resultado de tal modelo neste trabalho®®

13 Ainda, ndo esta no escopo do presente trabalho o aprofundamento desta teoria.
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precisaria passar pelo reconhecimento de que no mundo real, para o nosso estudo de caso,

o modelo alcancou um dos objetivos, que é o de minimizar variancia'®.

O modelo nao foi aplicavel nos trés pares de ativos ao longo de todo o periodo
estudado (2004/2015), pois os respectivos coeficientes de correlagdo nem sempre estiveram
acima de 0,7. Mas, durante 80% (na média dos trés pares) do perfodo analisado, o modelo
pode contribuir na otimizagdo do portfolio escolhido e na geracao de valor para o nosso
investidor hipotético. Esta correlagdo alta ao longo da maior parte do tempo decorre da
escolha dos pares de ativos similares do ponto de vista econémico que, por sua vez, vem
do pressuposto de mesmo componente de aleatoriedade (Browniano) nas dindmicas dos

ativos.

14 Ao menos dentre os portfolios analisados.
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5 Conclusao

A abordagem cléassica de otimizacao estocastica para um portfolio que contém
dois ativos com risco se mostrou consistente para os ETF’s analisados nos periodos que
obedeceram as condic¢oes colocadas. Nos trés exemplos, a rentabilidade da nossa carteira
otima foi superior as rentabilidades dos dois ativos isoladamente, do portfolio hipotético

50% e do portfolio sugerido por Markowitz.

O dinamismo dos rebalanceamentos sucessivos foi bem sucedido para o periodo
analisado. Numa evidéncia empirica de que o acompanhamento dinamico resultando em

rebalanceamentos sucessivos ¢ valido para contornar o problema da heterocedasticidade.

Do ponto de vista da performance, medida pelo Indice de Sharpe, nosso portfolio
6timo também se saiu melhor do que o portfolio hipotético 50% e o portfolio de minima
variancia. Isso significa que, apesar de ter apresentado um risco maior, o portfolio 6timo

teve um excedente de retorno que compensou a variancia maior.

O campo de estudos em finangas comportamentais é vasto e comporta teorias
que nao estabelecem aversao ao risco do investidor ao longo por todo o tempo. Seguindo
a ideia proposta em Heuvel (2008), dependendo das condigoes de mercado, que variam
frequentemente, é natural pensar que o investidor pode ser mais ou menos avesso ao risco,
ou mesmo propenso ao risco, em diferentes épocas. Logo, num préximo estudo um dos

objetivos sera a busca por fungoes utilidade diferentes nas diversas condi¢oes de mercado.

Quando aplicamos o modelo foi necessaria a busca por ativos similares, pois es-
tabelecemos como pressuposto que ambos os ativos possuem os mesmos componentes
aleatorios (Brownianos) em suas dindmicas. Num préximo trabalho, serd interessante de-
rivar um modelo similar, mas com Brownianos diferentes e trabalhar com o coeficiente de

correlagao para estabelecer uma ligagao entre os respectivos componentes aleatorios.

As carteiras recomendadas vistas no mercado, em geral, possuem no minimo cinco
ativos, mas, apesar do presente trabalho mostrar um modelo que atua em portfolios de
dois ativos, foi dado um ponto de partida para trabalhos futuros, onde o desafio sera

elevar o niimero de papéis na carteira otimizada pelo modelo.
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APENDICE A - Markowitz: Portfolio

Eficiente Contendo Dois Ativos com Risco

De acordo com a derivacao do portfolio eficiente de Markowitz (1952) para dois

ativos com risco obtida em Sigman (2005):

Seja u a parcela da riqueza a ser aplicada no ativo 2, cujo retorno é r, e a variancia
é 9. Assim, (1 —u) serd a outra parte dos recursos, a ser investida no ativo 1, com retorno

r1 e varidncia o.
A performance do portfolio pode ser descrita como:
o r=ar + (1 —a)ry;
o F(r)=ar + (1 —a)ry;
o Var(r) = X0, 0707 + 23 1cicjcn ijo; j = a?0f + (1 — )03 + 20(1 — a)oya.

01,2
o109’

Onde, p representa o coeficiente de correlagdo —1 < p < 1: p = podemos reescrever

012 = po10g. Assim, a variancia do portfolio pode ser escrita como:
o Var(r) = a?0? + (1 — a)?02 + 2a(1 — a)poy0s.

Agora, segundo Markowitz, o objetivo é encontrar um «, denotado por a* que
minimiza a varidncia do portfolio'. Essa minimizacdo é feita tomando-se a sua primeira

derivada nula, resultando em:

2
05 — PO102

0% + 03 — 2p0109

L O portfolio resultante (a*,1 — a*) é conhecido como portfolio de minima variancia.
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