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Resumo

Este trabalho tem por objetivo discutir detalhadamente o desenvolvi-
mento de métodos de estimação de parâmetros de demanda e oferta em
mercados de produtos diferenciados. As técnicas apresentadas consideram
explicitamente a endogeneidade dos preços e podem ser aplicadas a difer-
entes tipos de indústrias. O sistema de demandas de mercado é derivado
a partir de modelos de escolha discreta descrevendo o comportamento
do consumidor. Esse sistema é então combinado com hipóteses sobre
as funções custo e sobre o comportamento de determinação dos preços
por parte das �rmas para gerar preços e quantidades de equilíbrio. Os
parâmetros a ser estimados são os que determinam os custos marginais
das �rmas e a distribuição dos gostos dos consumidores. Essa distribuição
determina elasticidades e estas, combinadas com o custo marginal e com
uma hipótese de equilíbrio de Nash na determinação de preços, deter-
minam preços de equilíbrio. Essas elasticidades e parâmetros de custo
desempenham um papel central em análises de questões descritivas e de
mudanças no ambiente do mercado sob análise.

Palavras-chave: Demanda, produtos diferenciados, escolha discreta,
endogeneidade, GMM.

Resumo

The purpose of this paper is to discuss in details the development of
estimation methods of demand and supply parameters in di¤erentiated
products markets. The techniques presented consider explicitly the en-
dogeneity of prices and can be applied to di¤erent types of industries.
The market demands system is derived from discrete choice models de-
scribing the behaviour of the consumer. This system is then combined
with hypothesis about the cost functions and the behaviour of price de-
termination by the �rms to generate equilibrium prices and quantities.
The parameters to be estimated are those that determine the marginal
costs of the �rms and the distribution of the consumers� tastes. This
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distribution determine elasticities and these, combined with the marginal
cost and a hypothesis of Nash equilibrium, determine equilibrium prices.
These elasticities and cost parameters play a central role in analysis of
descriptive

Keywords: Demand, di¤erentiated products, discrete choice, endo-
geneity, GMM.
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1 INTRODUÇÃO

Este trabalho tem por objetivo discutir detalhadamente o desenvolvimento de
métodos de estimação de parâmetros de demanda e oferta em mercados de
produtos diferenciados. As técnicas apresentadas consideram explicitamente a
endogeneidade dos preços e podem ser aplicadas a diferentes tipos de indús-
trias. Essas técnicas são desenvolvidas por Berry (1994) e Berry et al. (1995) e
possuem algumas aplicações bem sucedidas na literatura1 .
A demanda de mercado é derivada a partir de certos modelos de escolha

discreta descrevendo o comportamento do consumidor. A utilidade dos con-
sumidores depende de características dos produtos e parâmetros individuais de
gosto por essas características. Obtém-se, assim, uma distribuição das prefer-
ências dos consumidores em relação aos produtos. Essas preferências são então
explicitamente agregadas para obter participações de mercado dos produtos, as
quais representam as demandas de mercado. Esse sistema é então combinado
com hipóteses sobre as funções custo e sobre o comportamento de determinação
dos preços por parte das �rmas para gerar preços e quantidades de equilíbrio.
Os parâmetros a ser estimados são aqueles que determinam os custos marginais
das �rmas e a distribuição dos gostos dos consumidores. Essa distribuição de-
termina elasticidades, e estas, combinadas com o custo marginal e com uma
hipótese de equilíbrio de Nash na determinação de preços, determinam preços
de equilíbrio. Essas elasticidades e parâmetros de custo, como destacam Berry
et al. (1995), desempenham um papel central em análises de questões descritivas
e de mudanças no ambiente do mercado estudado (tais como a introdução de
um novo produto e a fusão de �rmas). A análise se baseia ainda nas hipóteses
de um equilíbrio estático e de um comportamento de �xação de preços por parte
das �rmas.
O método de estimação proposto por Berry (1994) não requer que o econometrista

observe todas as características relevantes dos produtos. A utilidade dos con-
sumidores é modelada de forma a incluir um termo representando características
não observadas dos produtos (esse termo pode incluir todas as características
que sejam difíceis de ser quanti�cadas ou que não sejam muito relevantes). A
inclusão desse termo introduz o problema de endogeneidade dos preços, comum
a estudos de mercados de bens homogêneos. O preço é determinado, entre
outros fatores, pelas características observadas e não observadas dos produtos.
Berry (1994) e Berry et al. (1995) apresentam resultados de Monte Carlo que
demonstram, além da relevância da inclusão do termo de características não
observadas, a importância de levar em consideração a correlação entre o preço
e esse termo. Os resultados empíricos de Berry et al. (1995) sugerem o mesmo.
Diferentemente do caso de bens homogêneos em que os preços e os fatores

não observados da demanda entram de forma linear nas equações de demanda,
no caso de modelos de escolha discreta, tanto os preços quanto as característi-
cas não observadas dos produtos entram de forma não linear nessas equações, o

1Alguns exemplos são Nevo (2000a), que estima a demanda por cereais matinais, e Berry
et al. (2004), que estimam a demanda por automóveis nos Estados Unidos.
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que impede a aplicação de métodos lineares de variáveis instrumentais. Berry
(1994) apresenta um método para evitar o problema mais complexo de var-
iáveis instrumentais não lineares. Esse método, denominado pelo autor método
da utilidade média, inverte a função que de�ne as participações de mercado
para obter os termos de utilidade média dos vários produtos especi�cados pelos
parâmetros do modelo. Esses termos podem então ser relacionados, de forma
linear, a características dos produtos (incluindo as não observadas) e preços, e
podem ser tratados como equações de demanda. Os termos de características
não observadas representam os erros de demanda dessas equações. Esses erros
obtidos podem então entrar num algoritmo de estimação que aplique técnicas de
variáveis instrumentais. Apresentamos aqui um algoritmo de método dos mo-
mentos generalizados proposto por Berry et al. (1995). Esse algoritmo interage
os erros de demanda e de oferta com instrumentos e encontra os parâmetros que
os minimizam segundo alguma métrica.
Na próxima seção, apresentamos uma discussão a respeito da literatura de

estimação de demanda por produtos diferenciados. As duas seções seguintes de-
screvem possíveis modelos para descrever as equações de demanda e de oferta.
Na seção 3 expomos alguns possíveis modelos de escolha discreta para a de-
manda; na seção 4 modelamos o comportamento das �rmas e derivamos o equi-
líbrio de mercado. Na seção 5 mostramos em detalhes o procedimento de esti-
mação proposto por Berry et al. (1995) com o uso de apenas dados agregados,
assim como o procedimento aplicado a outros tipos de dados, procedimentos
alternativos e uma discussão a respeito da escolha de instrumentos. Na seção
6 apresentamos uma aplicação para o mercado brasileiro de carros novos com
resultados que ressaltam alguns pontos do modelo apresentado. Na última seção
concluímos o trabalho e discutimos algumas possíveis extensões para o modelo
apresentado.

2 REVISÃO DA LITERATURA

Estimação de demanda tem sido uma parte central de muitos estudos recentes
que examinam as mais variadas questões, tais como poder de mercado2 , fusões3 ,
inovações4 e avaliação de efeitos da introdução de novos produtos ou de políticas
comerciais em indústrias de produtos diferenciados5 . Os modelos de demanda

2Bresnahan (1987), por exemplo, estuda a indústria automobilística dos Estados Unidos
e testa se o choque de preço em 1955 foi uma mudança transitória na conduta da indústria.
Nevo (2001) examina se há competição de preços na indústria de cereais matinais.

3Nevo (2000a), por exemplo, analisa os efeitos de fusões na indústria de cereais matinais.
4Bresnahan et al. (1997), por exemplo, estudam ganhos da inovação na indústria de

computadores.
5Petrin (2002), por exemplo, analisa os efeitos econômicos da introdução da minivan no

mercado automobilístico. Goldberg (1995) usa os resultados da estimação do equilíbrio do mer-
cado automobilístico para investigar os efeitos de políticas comerciais. Berry et al. (1995, 2004)
estimam os parâmetros de demanda e oferta no mercado automobilístico norte-americano e
realizam previsões acerca de mudanças na indústria. Fiuza (2000) estima demanda e oferta no
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utilizados, assim como os procedimentos para a sua estimação, desenvolveram-
se com o passar do tempo e tornaram-se mais adequados para especi�car a
demanda por produtos diferenciados. Esta seção tem por objetivo apresentar
algumas abordagens adotadas na literatura de estimação de demanda em mer-
cados de produtos diferenciados.
Assim como apresentam Berry (1994), Berry et al. (1995) e Nevo (2000b),

possivelmente a abordagem mais direta para representar demanda seja especi-
�car um sistema de equações lineares de demanda, uma para cada produto.
Essa é a abordagem mais utilizada para a estimação da demanda por bens ho-
mogêneos, caso em que o preço é o mesmo para todas as �rmas. Como destaca
Berry (1994), essa abordagem permite lidar facilmente com o problema de en-
dogeneidade dos preços. No caso de produtos diferenciados, como cada produto
possui um preço diferente, cada equação do sistema especi�ca a demanda por
um produto como função, além de outras variáveis, de seu próprio preço e dos
preços dos demais produtos.
Nesse caso, um número elevado de produtos implica um número elevado

de parâmetros a serem estimados. Consideremos o exemplo de sistemas de
demandas apresentado por Berry (1994), em que cada equação é especi�cada
por:

ln (qj) = �j +
P
k

�jk ln (pk) + "j (1)

em que �jk é a elasticidade do bem j em relação ao preço do bem k. As demandas
representadas pela equação (1) são chamadas de demandas com elasticidade
constante (ou log-log). Uma vez que a equação (1) é linear em ln(p) e ", se esses
dois termos forem correlacionados, o sistema de demandas pode ser estimado
por técnicas de variáveis instrumentais usuais. Entretanto, um sistema com N
bens implica N2 elasticidades para estimar, o que, na maioria dos casos, é um
número extremamente elevado6 .
É possível evitar o problema de número excessivo de elasticidades, como sug-

ere Berry (1994), estabelecendo restrições a priori sobre o padrão das elasticidades-
preço cruzadas. Pode-se impor, por exemplo, que certas elasticidades cruzadas
sejam iguais entre si ou iguais a zero. Isso pode diminuir sensivelmente o número
de parâmetros, mas ainda assim esse número pode continuar sendo demasiada-
mente elevado para ser estimado. Além disso, essas restrições são arbitrárias
e, segundo Berry (1994), em muitos mercados, a teoria econômica não indicará
de forma apropriada a sua determinação. Outra possível solução, proposta por
Berry et al. (1995), é agregar os produtos em diferentes grupos. Afora a questão
de as restrições impostas para tal serem ou não adequadas, esses autores desta-
cam que métodos de agregação que podem parecer úteis para uma determinada
análise normalmente não serão úteis para outras7 .

mercado automobilístico brasileiro e avalia transformações sofridas pela indústria, tais como
taxações e políticas comerciais.

6Vide, por exemplo, o caso em que temos 100 diferentes produtos. Assim, teremos 10.000
diferentes elasticidades para ser estimadas.

7Como exemplo, esses autores discutem que um pesquisador investigando tarifas no mer-
cado automobilístico pode estar tentado a agregar todos os carros estrangeiros e todos os
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Alguns problemas adicionais associados à abordagem de demandas de mer-
cado são a incapacidade de avaliar o impacto da introdução de novos produtos
sobre a demanda e de incorporar heterogeneidade nos gostos dos consumidores.
Sendo assim, como sugere Berry (1994), é desejável especi�car a demanda in-
dividual, o que pode ser feito, por exemplo, através de hipóteses a respeito da
utilidade do consumidor. Essa especi�cação também tem por objetivo reduzir
o número de parâmetros de demanda a serem estimados.
Uma forma de especi�car a demanda individual é por meio do uso da abor-

dagem das características para a demanda, alternativa bastante usada para a
abordagem de demandas de mercado. A origem dessa abordagem de uma forma
consolidada pode ser apontada em Lancaster (1966). Seu aspecto mais inovador
é considerar os bens como cestas de características. Os bens são projetados em
um espaço de n características, sendo descritos, portanto, por um vetor com
n coordenadas. Dessa forma, o tamanho relevante se torna a dimensão desse
espaço, o que reduz consideravelmente o número de parâmetros a serem estima-
dos. Além disso, como os bens representam diferentes cestas de características,
isso permite representar de forma mais adequada e explícita a existência de
diferenciação entre os produtos.
De acordo com essa abordagem, a utilidade do consumidor é derivada a par-

tir das características dos bens, e não mais diretamente deles. Em geral, cada
bem possuirá mais de uma característica, e muitas características serão com-
partilhadas por mais de um bem. Essa abordagem permite que os bens sejam
similares de acordo com suas características. Segundo Lancaster (1966), so-
mente com múltiplas características podemos incorporar muitas das qualidades
intrínsecas de cada bem. A abordagem tradicional considera, por exemplo,
dois carros idênticos em todas as características exceto cor como o mesmo bem
ou como bens diferentes. Já a abordagem de Lancaster (1966) os considera
como bens associados a vetores de características que diferem em uma coor-
denada. Ademais, isso permite a realização de previsões acerca dos efeitos da
mudança de uma dessas características sobre as preferências dos consumidores,
algo, em geral, inviável na outra abordagem. Lancaster (1966) ainda ressalta
que a abordagem das características implica previsões que diferem daquelas da
teoria tradicional e que essas previsões parecem se ajustar melhor às realidades
do comportamento do consumidor.
De acordo com Fiuza (2002), a primeira tentativa de aplicar a abordagem das

características e testá-la empiricamente foram as regressões hedônicas. Seguindo
a contribuição de Lancaster, Rosen (1974) especi�ca um modelo de diferenci-
ação do produto baseado na hipótese hedônica de que os bens são avaliados
de acordo com os seus atributos (dos quais são derivadas as utilidades dos in-
divíduos). Esse autor de�ne preços hedônicos como os preços implícitos dos
atributos e são revelados aos agentes econômicos a partir dos preços observados
dos produtos diferenciados e os montantes especí�cos das características associ-
adas a eles. Na metodologia hedônica, os preços dos produtos são regredidos nas

carros domésticos e compará-los. Entretanto, o modelo resultante não será útil para investi-
gar questões como competição doméstica ou impostos sobre poluição.
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características e estima-se os coe�cientes associados a essas características (os
preços implícitos). Uma vez que não depende da quantidade, essa regressão já
representa a equação de preço de equilíbrio, não sendo, portanto, simples iden-
ti�car a partir das estimações obtidas os parâmetros estruturais das funções de
oferta e de demanda. Como essa regressão apenas determina a interseção das
curvas de oferta e demanda, esse modelo somente é compatível com a hipótese
de competição perfeita, pois, sob competição imperfeita, os preços �cam acima
da curva de custo marginal, resultado de um markup sobre os custos que não é
medido aqui8 .
Uma forma mais adequada de identi�car os parâmetros da demanda pode

ser feita através de modelos de escolha discreta para especi�car a demanda
individual. O principal custo dessa especi�cação é o fato de esses modelos
não permitirem a possibilidade de escolha de mais de uma alternativa. Além
disso, eles impõem importantes restrições paramétricas na estrutura da demanda
e não incorporam facilmente aspectos dinâmicos da mesma. De acordo com
Fiuza (2002), os modelos de escolha discreta foram desenvolvidos para que fosse
possível lidar com demandas descontínuas. Eles geram demandas contínuas
através da incorporação de características idiossincráticas dos consumidores que
não são observáveis pelas �rmas. Supondo uma distribuição de probabilidade
para esses termos, um modelo de escolha discreta pode ser estimado.
Muitas decisões econômicas relevantes envolvem escolhas entre alternativas

discretas, como decisões sobre a participação ou não do mercado de trabalho, a
ocupação a ser exercida, o nível de educação a ser alcançado, o meio de trans-
porte a ser usado ou a marca de um determinado produto a ser comprado.
McFadden (1981) argumenta que o problema de escolha econômica discreta não
se adapta à análise da teoria do consumidor tradicional, mas se encaixa bem
no contexto de modelos de escolha probabilística. A �m de motivar o seu ar-
gumento, o autor apresenta o exemplo do problema de decisão de cidadãos a
respeito do meio de transporte (carro ou ônibus) para ir ao trabalho. Supo-
mos �xo o número de cidadãos, de forma que podemos nos concentrar apenas
na proporção de cidadãos que escolhe um dos meios de transporte. Esperamos
que essa proporção seja função do tempo de viagem e do custo relativos dos
dois meios. É possível a realização de previsões, como do efeito do preço da
passagem de ônibus sobre a escolha do meio de transporte, por exemplo, sem
qualquer especi�cação para a função de demanda individual. Entretanto, se-
gundo McFadden (1981), uma análise do comportamento de decisão individual
e de sua relação com a demanda agregada pode permitir que dados sobre es-
colha individual sejam usados para re�nar as estimativas da função demanda
agregada e para a obtenção de previsões mais precisas.
Uma abordagem tradicional é supor que a demanda individual é o resultado

da maximização de utilidade de um consumidor representativo cuja variável de
decisão é a proporção de viagens feitas de ônibus9 . Uma vez que tal variável é

8Rosen (1974) cita alguns estudos com modelos que lidam com competição imperfeita e
permitem que haja um markup sobre os produtos, como, por exemplo, o de Ohta e Griliches.
Vide referências naquele artigo.

9Vide Becker e Stigler (1977) para um exemplo desse tipo de abordagem.
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contínua, a análise da teoria do consumidor tradicional se aplica e a demanda
de mercado é obtida através da agregação de uma população de consumidores
representativos idênticos. Ela é, portanto, apenas a demanda individual mul-
tiplicada pelo número total de consumidores (é equivalente à abordagem de
demandas de mercado). Entretanto, apesar de o modelo de consumidor rep-
resentativo representar uma alternativa útil sob hipóteses apropriadas, ele não
fornece uma boa descrição do comportamento individual. Normalmente o que
se observa no mundo real é uma população quase inteiramente dividida entre
usuários somente de carros e usuários somente de ônibus (e, em geral, poucos
utilizam ambos os meios para ir ao trabalho). O efeito de aumentar o preço
da passagem de ônibus deve se re�etir, principalmente, na troca por alguns
indivíduos do ônibus pelo carro como meio de transporte (e não na mudança
da proporção em que cada um é usado por cada indivíduo, como preveria a
abordagem do consumidor representativo). O conceito de um modelo de con-
sumidores idênticos com consumo fracional é ainda menos plausível no caso de
decisões como o nível de educação ou a marca do produto a ser comprado.
A própria di�culdade de usar consumidores representativos idênticos como

base para modelar o comportamento de escolha discreta fornece o caminho para
a solução do problema, como sugere McFadden (1981). Suponha-se agora que
tenhamos uma população de consumidores em que os gostos variam de acordo
com certos fatores. A utilidade desses consumidores assume uma determinada
forma funcional cujos coe�cientes estão distribuídos na população de acordo com
alguma distribuição de probabilidade paramétrica especí�ca. Assim, podemos
expressar proporções, como a de cidadãos que usam ônibus como meio de trans-
porte, como a probabilidade de que um indivíduo escolhido aleatoriamente na
população tenha gostos tais que a sua utilidade andando de ônibus seja maior do
que andando de carro. Os parâmetros da função de demanda agregada serão,
portanto, os parâmetros da distribuição de probabilidade dos coe�cientes de
escolha.
Modelos de escolha discreta de estimação da demanda, como destaca Berry

(1994), possuem longo histórico em econometria, sendo in�uenciados substan-
cialmente por McFadden10 . A literatura de escolha discreta, como aponta Berry
et al. (1995), desenvolveu a maior parte da metodologia econométrica necessária
para estimar os parâmetros determinando as demandas individuais através do
uso de dados de decisões individuais. Entretanto, segundo esses autores, somente
por meio de hipóteses convenientes, mas bastante restritivas, muitos estudos
foram capazes de agregar as demandas individuais geradas por essa abordagem
em um sistema de demandas de mercado11 . Berry et al. (1995) desenvolvem
uma estratégia de estimação que apresenta uma solução para esse problema de
agregação e resolve um problema de equações simultâneas não lineares para levar
em consideração a correlação dos preços com características não observadas dos
produtos. Essa técnica é desenvolvida para o uso de apenas dados agregados,
mas é utilizada por trabalhos empíricos que fazem uso de dados de decisões

10Como, por exemplo, McFadden (1973, 1984).
11Vide Berry et al. (1995) para referências de alguns desses estudos.
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individuais (como Goldberg (1995)) ou ambos os tipos de dados (como Berry et
al. (2004)).

3 O MODELO: O LADO DA DEMANDA

Nesta seção apresentamos alguns modelos de escolha discreta para a demanda
por produtos diferenciados, discutindo possíveis hipóteses distributivas e fun-
cionais, assim como suas principais implicações para os padrões de substitu-
ição entre os produtos. Como a demanda agregada é obtida através da agre-
gação na população das demandas individuais, precisamos descrevê-las precisa-
mente. Para tanto, inicialmente apresentamos características relevantes para a
determinação dessas demandas, como o conjunto de escolha disponível para os
tomadores de decisão e a hipótese de comportamento maximizador de utilidade.
A partir dessas características, é possível derivar as probabilidades de escolha
das alternativas.

3.1 Probabilidades de escolha

Para que se adapte a uma modelagem de escolha discreta, Train (2003) destaca
que o conjunto dessas alternativas, chamado de conjunto de escolha, deve ap-
resentar três características básicas. Primeiro, as alternativas devem ser mu-
tuamente exclusivas, de forma que o tomador de decisão escolha apenas uma
alternativa do conjunto de escolha. Segundo, esse conjunto deve esgotar todas
as possibilidades para o mesmo, o que implica que ele necessariamente deve es-
colher alguma alternativa. Terceiro, o número de alternativas deve ser �nito. As
duas primeiras condições são normalmente satisfeitas através da especi�cação
apropriada do conjunto de escolha12 . A terceira condição, por sua vez, é re-
stritiva. É ela que, segundo Train (2003), caracteriza os modelos de escolha
discreta e distingüe o seu escopo de aplicação daquele de modelos tradicionais
de regressão, em que as variáveis dependentes são contínuas e, portanto, ap-
resentam um número in�nito de resultados possíveis. Quando o número de
alternativas não é �nito, modelos de escolha discreta não podem ser aplicados.
Em geral, modelos de escolha discreta podem ser derivados a partir de uma

hipótese de comportamento maximizador de utilidade por parte do tomador de
decisão. Seguindo McFadden (1981), tal hipótese é chamada de hipótese de

12Suponha-se, por exemplo, que haja duas alternativas, A e B, que não são mutuamente
excludentes, de forma que o tomador de decisão possa escolher ambas. Além disso, ele poderia
optar por nenhuma delas. Rede�nindo as alternativas como "somente A", "somente B", "A e
B"e "nenhuma das alternativas", vemos que o conjunto de escolha esgota todas as alternativas
possíveis para o tomador de decisão e essas alternativas são mutuamente excludentes. Train
(2003) apresenta esse e outros exemplos.
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maximização de utilidade aleatória e estabelece que a distribuição de deman-
das na população é o resultado da maximização das preferências individuais,
sendo estas in�uenciadas por variáveis não observadas (do ponto de vista do
econometrista)13 . O consumidor escolhe a alternativa que lhe gera maior utili-
dade. Do ponto de vista das �rmas e do econometrista, a utilidade, como aponta
Fiuza (2002), é descrita como uma variável aleatória que re�ete diferenças não
observáveis nos gostos. A utilidade é chamada de aleatória não por ser o com-
portamento do consumidor estocástico, mas sim pelo fato de alguns fatores não
serem observados e poderem variar entre os consumidores, afetando, assim, as
suas escolhas. Vale salientar, entretanto, que modelos derivados a partir dessa
hipótese, além de serem consistentes com o comportamento maximizador de
utilidade, podem ser consistentes com outras formas de comportamento indi-
vidual.
A partir da hipótese de maximização de utilidade aleatória, sabemos que o

consumidor escolherá a alternativa que lhe gerar maior utilidade. Suponha-se
que se observem T diferentes situações de escolha ou, seguindo a nomenclatura
de Nevo (2000b), T diferentes mercados. A de�nição de um mercado dependerá
da estrutura dos dados observados14 . Cada mercado contém It consumidores e
Jt alternativas e observam-se características dessas alternativas e desses consum-
idores em cada um dos mercados. A �m de simpli�car a exposição, supomos que
se observa apenas uma situação de escolha com I consumidores se defrontando
cada um com a escolha entre J diferentes alternativas.
O consumidor i obtém um certo nível de utilidade com a alternativa j, o qual

é representado por Uij , j = 1; :::; J . O comportamento maximizador de utilidade
implica que o consumidor i escolherá a alternativa j se e somente se Uij > Uik
para todo k 6= j. O nível de utilidade é conhecido pelo consumidor, mas não
é observado pelo econometrista. Este, na verdade, observa características das
alternativas (representadas pelo vetor xij15 para cada i e cada j) e características
dos consumidores (representadas pelo vetor zi para cada i) e, a partir daí, pode
especi�car uma função que relacione esses fatores observados com a utilidade dos
consumidores. Essa função, denominada utilidade representativa, é denotada
por Vij = V (xij ; zi). Como existem aspectos da utilidade que o econometrista
não observa, temos que Vij 6= Uij . Dessa forma, podemos decompor a utilidade
13O autor examina as características necessárias e/ou su�cientes das distribuições obser-

vadas das demandas para a sua consistência com a hipótese de maximização de preferências
aleatórias. Segundo ele, podemos tomar como dada a hipótese de uma população de maxi-
mizadores de preferências e procurar estruturas paramétricas de demanda adequadas para a
análise econométrica.
14Para citar alguns exemplos, Berry et al. (1995) usam dados correspondentes às vendas

anuais de carros em um período de 20 anos; dessa maneira, de�nem um mercado como o
mercado nacional de carros em um dado ano. Em Nevo (2000a), os dados dizem respeito a
observações sobre um dado número de cidades em um período de 20 trimestres, e um mercado
é de�nido como uma observação de uma cidade em um dado trimestre.
15As características das alternativas podem variar entre os indivíduos. No entanto, muitos

trabalhos na literatura, como Nevo (2000b) e Berry et al. (1995), supõem, como simpli�cação,
que as mesmas características das alternativas são oferecidas para cada indivíduo. Berry (1994)
destaca que essa simpli�cação é adotada pela maior parte dos estudos empíricos de produtos
diferenciados.
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como Uij = Vij + "ij , em que "ij inclui os fatores que afetam a utilidade da
alternativa j para o indivíduo i mas não estão incluídos em Vij .
Denotemos a densidade conjunta do vetor aleatório "i = ("i1; :::; "iJ) por

f("i). Com essa densidade, o econometrista pode estabelecer probabilidades a
respeito da escolha do consumidor. A probabilidade de o consumidor i escolher
a alternativa j é:

Pij = Prob(Uij > Uik 8k 6= j)
= Prob(Vij + "ij > Vik + "ik 8k 6= j)
= Prob("ik � "ij < Vij � Vik 8k 6= j) (2)

Trata-se uma distribuição de probabilidade acumulada: é a probabilidade de que
cada termo aleatório "ij � "ik esteja abaixo da quantidade Vij � Vik. Usando a
densidade f("i), essa probabilidade acumulada pode ser reescrita como

Pij =

Z
"i

I("ik � "ij < Vij � Vik 8k 6= j)f("i)d"i (3)

em que I (:) é uma função indicadora: I (:) = 1 se a expressão entre parênteses
for verdadeira e I (:) = 0 caso contrário. Essa é uma integral multidimensional
na densidade da porção não observada da utilidade, f ("i). Diferentes modelos
de escolha discreta são obtidos a partir de diferentes especi�cações dessa função
densidade f (:), ou seja, a partir de diferentes hipóteses acerca da distribuição de
"i. Para certas especi�cações de f (:), a integral apresenta uma forma analítica
fechada (é o caso dos modelos logit e nested logit). Para outras, a integral
não possui forma fechada e tem de ser calculada numericamente através de
simulação (é o caso do modelo logit com coe�cientes aleatórios). Podemos con-
statar que a interpretação do econometrista a respeito dessa densidade afeta
diretamente a sua interpretação das probabilidades de escolha. Na subseção 3.3
apresentaremos alguns diferentes modelos de escolha discreta, discutindo sobre
as suas diferentes hipóteses distributivas e as implicações dessas hipóteses. Na
próxima subseção, trataremos de questões relevantes a respeito da identi�cação
desses modelos.

3.2 Identi�cação de modelos de escolha discreta

Muitos aspectos do comportamento do processo de decisão por parte dos in-
divíduos afetam a especi�cação e a estimação de qualquer modelo de escolha
discreta. Segundo Train (2003), os mais relevantes dizem respeito ao nível e à
escala da utilidade, e são os que trataremos aqui.
O nível absoluto de utilidade que uma alternativa gera não é relevante nem

para o indivíduo, nem para o econometrista. Do ponto de vista do indivíduo,
o que importa para a sua tomada de decisão é saber qual alternativa max-
imiza a sua utilidade, e não o nível da utilidade que cada alternativa gera.
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Do ponto de vista do econometrista, como ele está interessado nas probabil-
idades de escolha de cada alternativa pelos indivíduos, o que importa são as
diferenças das utilidades das alternativas. Isso pode ser visto a partir de (2):
Pij =Prob(Uij > Uik 8k 6= j) =Prob(Uij�Uik > 0 8k 6= j). Quando a utilidade
é decomposta entre as partes observada e não observada, a probabilidade de es-
colha se torna Pij = Prob("ik � "ij < Vij � Vik 8k 6= j), que também depende
somente de diferenças. O fato de que somente diferenças de utilidades importam
possui várias implicações para a identi�cação e a especi�cação de modelos de es-
colha discreta. Em geral, isso signi�ca que os únicos parâmetros que podem ser
estimados (ou seja, que são identi�cados) são aqueles que capturam diferenças
entre as alternativas.
Como veremos mais adiante, freqüentemente é razoável especi�car a util-

idade representativa como uma função linear nos parâmetros mais uma con-
stante: Vij = x0ij�i+ �j 8j, em que xij é um vetor de atributos da alternativa j
com que se defronta o indivíduo i (esses são os fatores incluídos no modelo), �
são os coe�cientes dessas variáveis e �j é uma constante especí�ca à alternativa
j (é comum a todos os indivíduos). Essa constante capta o efeito médio sobre a
utilidade de todos os fatores não incluídos no modelo. Dessa forma, quando ela é
incluída, a parte não observada da utilidade, "ij , passa a ter média zero por con-
strução. Entretanto, uma vez que somente diferenças de utilidades importam,
do mesmo modo apenas diferenças das constantes especí�cas das alternativas
são relevantes, e não seus valores absolutos. Para levar em conta esse fato, é
preciso normalizar os valores absolutos das constantes. Note-se que as utilidades
de duas alternativas j e k quaisquer são representadas, respectivamente, como
Uij = x0ij�i + �j + "ij e Uik = x0ik�i + �k + "ik, com d = �j � �k. Há uma
in�nidade de possibilidades para �j e �k que leva à mesma diferença de con-
stantes d (o termo que entra na probabilidade de escolha em (2)), sendo, assim,
impossível estimar ambas as constantes. Assim, com J alternativas, o proced-
imento padrão é normalizar uma delas em zero e incluir no modelo as demais
J � 1 constantes, as quais são interpretadas como os valores dessas constantes
relativos à constante normalizada.
A mesma questão afeta a forma como atributos observados dos indivíduos en-

tram no modelo. Diferentemente das características das alternativas que geral-
mente variam entre elas, as características observadas dos indivíduos não variam
entre as alternativas. Dessa forma, os atributos observados dos indivíduos so-
mente podem entrar no modelo se forem especi�cados de forma a criar diferenças
de utilidade entre as alternativas. Uma forma possível é a inclusão de forma
linear desses atributos no modelo, com eles afetando de maneira diferenciada a
utilidade de cada alternativa. Isto é, eles devem possuir diferentes coe�cientes
para cada alternativa, e somente as diferenças entre esses coe�cientes podem ser
estimadas. Outra forma possível é através da interação desses atributos com as
características observadas das alternativas. Mediante essa interação, os atribu-
tos dos indivíduos afetam as diferenças de utilidade, não havendo necessidade,
nesse caso, de normalizar os coe�cientes.
A questão de somente as diferenças de utilidade importarem possui re�exo

também sobre os erros. Equivalentemente ao exposto acima, uma dimensão
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da densidade de f ("i) não é identi�cada e precisa ser normalizada. Em todos
os modelos de escolha discreta, o econometrista deve levar em consideração que
somente a densidade das diferenças dos erros afeta as probabilidades e, portanto,
apenas ela é identi�cada.
Assim como o nível absoluto da utilidade, a escala da utilidade não é rele-

vante para o econometrista. Se multiplicamos a utilidade de cada alternativa
por uma mesma constante, apenas estamos alterando a escala da utilidade, e a
alternativa que gera maior utilidade para o indivíduo continua sendo a mesma.
É preciso, portanto, normalizar a escala da utilidade. A forma padrão de fazê-
lo é normalizando a variância dos erros16 . Entretanto, é importante ressaltar
que a interpretação do modelo é afetada pela normalização. A normalização de
modelos logit e nested logit se dá automaticamente pelas hipóteses distributivas
impostas sobre os erros. A interpretação sob essas hipóteses é relativamente di-
reta. Para o modelo logit com coe�cientes aleatórios, poucas hipóteses são feitas
sobre a distribuição dos erros, de forma que a normalização não é automática.
O econometrista deve sempre levar em conta as questões da normalização ao
especi�car e interpretar um modelo.

3.3 Formas funcionais e hipóteses distributivas

Comecemos especi�cando uma forma para a função utilidade representativa V .
Ela é normalmente especi�cada de forma linear nos parâmetros. Train (2003)
a�rma que, sob condições bastante gerais, qualquer função pode ser arbitraria-
mente aproximada por uma função linear nos parâmetros. Além disso, McFad-
den (1973) demonstra que tal hipótese de linearidade nos parâmetros é bastante
conveniente para a realização de procedimentos de maximização numérica. Fare-
mos essa hipótese para a representação da função V .
A �m de apresentar uma forma geral para a função V , é importante descrever

o contexto especí�co que desejamos analisar e o conjunto de escolha disponível
para os indivíduos nesse contexto. Estamos interessados em modelar escolha
discreta em uma situação na qual os indivíduos devem escolher um (ou nenhum)
dentre os diversos produtos diferenciados de uma certa classe de bem que lhes
são oferecidos. Suponha-se haver J diferentes produtos disponíveis para os
consumidores. Pelo exposto, o conjunto de escolha deve ser formado por essas
J alternativas e mais a de não comprar nenhum desses produtos. Chamaremos
essa alternativa de "bem externo"17 . O conjunto de escolha contém, portanto,
J+1 alternativas para os consumidores e satisfaz as três condições requeridas (é
�nito, as alternativas são mutuamente excludentes e esgotam as possibilidades
para o consumidor). O termo Ui0 representa a utilidade do consumidor i caso
ele não consuma nenhum dos J produtos e aloque toda a sua renda no consumo
de outros bens. Sem a presença do "bem externo" no modelo, Nevo (2000b)
destaca que um aumento de preços homogêneo (relativo a outros setores) de

16Para maiores detalhes, vide Train (2003).
17Tradução do termo inglês outside good.
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todos os produtos no mercado não afetaria as quantidades compradas, algo
pouco razoável.
Seguindo a literatura recente de estimação de demanda por produtos difer-

enciados18 , adotaremos a abordagem das características para especi�car a util-
idade representativa. Ou seja, cada Vij (para cada indivíduo i e cada produto
j) dependerá das características do produto j. Entre estas, estão incluídas K
que são observadas pelo econometrista, agrupadas no vetor xij , e um termo
representando as que não são observadas, denotado por �j

19 . A inclusão desse
termo, segundo Berry (1994), parece ser bastante adequada para um contexto
de decisão em que as alternativas são produtos diferenciados20 . Esses produ-
tos podem ser diferenciados uns dos outros em múltiplas dimensões. Como
não podemos esperar incluir todas as fontes de diferenciação de um produto,
devemos incluir as características que correspondam às fontes mais relevantes,
representadas pelo vetor xij . A característica não observada �j tem o papel
de englobar o impacto total das características não incluídas em nossa especi�-
cação21 .
Seja j = 0; :::; J o indexador dos produtos competindo em cada mercado,

em que j = 0 é o "bem externo". A utilidade representativa do indivíduo i
escolhendo a alternativa j é especi�cada por:

Vij = xij~�i + �j (4)

em que xij é 1�K, ~�i é um vetor K�1 contendo coe�cientes associados a cada
uma das K características, os quais representam os "gostos"do indivíduo i por
essas características22 . Sendo Uij = Vij + "ij , a utilidade total que o indivíduo
i obtém ao escolher a alternativa j é dada por:

Uij = xij~�i + �j + "ij (5)

Um fato importante é que a representação geral da utilidade dada pela equação
(5) permite que os indivíduos possuam gostos diferentes por cada uma das K
características dos produtos. Além do termo aleatório "ij , a heterogeneidade

18Vide, por exemplo, Berry (1994), Berry et al. (1995), Nevo (2000a), Nevo (2000b) e Berry
et al. (2004).
19A inclusão desse termo alteraria a interpretação da utilidade representativa Vij como a

parte da utilidade observada pelo econometrista. No entanto, como o que foi exposto a respeito
das probabilidades de escolha na subseção 3.1 não é afetado, podemos ignorar esse fato por
ora. Esse termo afeta substancialmente a estimação, e Berry (1994) propõe um método de
estimação para levá-lo em conta, assim como a correlação entre ele e o preço. Apresentaremos
esse método na seção 5.
20Berry (1994) apresenta resultados de Monte Carlo que con�rmam isso.
21As características observadas são atributos mensuráveis e variam de acordo com o produto

em questão. Berry et al. (2004), por exemplo, examinam a demanda por automóveis e
incluem como características observadas preço, tamanho, potência do motor etc. Nevo (2000a)
examina a demanda por cereais matinais e observa calorias, sódio, quantidade de �bras etc.
Já as características não observadas podem incluir aspectos não mensuráveis da qualidade do
produto ou choques sistemáticos sobre a demanda, por exemplo.
22O termo �j não possui um coe�ciente de gosto associado a ele. Segundo Berry (1994),

esse termo pode ser visto como a média das valorizações por parte dos consumidores de uma
característica não observada do produto j, tal como qualidade do produto.
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entre os indivíduos em um mercado pode ser modelada através dos coe�cientes
de gostos ~�i. Os diferentes modelos de escolha discreta se distinguem essen-
cialmente na forma como modelam a heterogeneidade. A seguir, apresentamos
os principais desses modelos usados na literatura de estimação de demanda por
produtos diferenciados.

3.3.1 Modelo logit

O logit, segundo Train (2003), é o modelo de escolha discreta mais simples e mais
usado. Sua popularidade pode ser atribuída ao fato de a fórmula para as prob-
abilidades de escolha assumir uma forma fechada e ser facilmente interpretada
nesse modelo. A fórmula do logit foi originalmente derivada23 a partir de uma
hipótese acerca das probabilidades de escolha chamada propriedade de inde-
pendência de alternativas irrelevantes (IAI). Essa propriedade diz que a chance
relativa de escolher uma dada alternativa j em relação a outra alternativa k é
a mesma, não importa que outras alternativas estejam disponíveis ou quais os
atributos dessas outras alternativas. Isto é, a razão Pij=Pik não depende de
nenhuma outra alternativa além de j e k (e seus respectivos atributos). A idéia
é considerar IAI uma propriedade de probabilidades de escolha adequadamente
especi�cadas e, assim, derivar o modelo logit a partir dessa hipótese. Como
citado em Train (2003), Marschak mostra que essa hipótese implica que o mod-
elo é consistente com o comportamento maximizador de utilidade por parte dos
indivíduos. Já Marley, também citado em Train (2003), segue outro caminho e
desenvolve a relação entre a fórmula do logit para as probabilidades de escolha
e a distribuição da parte não observada da utilidade ("ij), mostrando que a
distribuição valor extremo para essa parte leva à fórmula do logit. McFadden
(1973) mostra que a recíproca também é verdadeira; isto é, a fórmula do logit
para as probabilidades de escolha (derivada a partir do IAI) necessariamente im-
plica que a parte não observada da utilidade segue distribuição valor extremo.
Em nossa exposição, derivaremos a fórmula do logit a partir de uma hipótese
a respeito da distribuição da parte não observada da utilidade (que esta segue
distribuição valor extremo) e então veri�caremos que IAI é uma propriedade
resultante dessa especi�cação para as probabilidades de escolha.
Tomemos a de�nição da utilidade que o indivíduo i obtém ao consumir o

produto j apresentada anteriormente: Uij = Vij + "ij . O modelo logit é obtido
ao se supor que cada "ij é i.i.d. segundo uma distribuição valor extremo tipo
I. A distribuição acumulada de cada componente não observado da utilidade é
dada por

F ("ij) = e
�e�"ij (6)

Train (2003) a�rma que a diferença entre duas variáveis distribuídas segundo
uma distribuição valor extremo segue uma distribuição logística. Isto é, se "ij e

23Essa derivação foi feita por Luce, como citado em Train (2003).

15



"ik são i.i.d. segundo a distribuição valor extremo, então "�i;kj = "ik � "ij segue
a distribuição logística:

F
�
"�i;kj

�
=

e"
�
i;kj

1 + e"
�
i;kj

(7)

Nosso próximo passo é derivar a fórmula do logit para as probabilidades de
escolha. A partir de (2), sabemos que a probabilidade de que o indivíduo i
escolha a alternativa j é:

Pij = Prob(Vij + "ij > Vik + "ik 8k 6= j)
= Prob("ik < "ij + Vij � Vik 8k 6= j) (8)

A equação acima representa a probabilidade de que "ik seja menor do que
"ij + Vij � Vik simultaneamente para todo k 6= j. Assim, se "ij for considerado
dado (assim como Vij e Vik), a expressão é a distribuição acumulada conjunta
de cada "ik avaliado em "ij + Vij � Vik. A distribuição acumulada individual, a
partir de (6), é dada por:

F ("ij + Vij � Vik) = e�e
�("ij+Vij�Vik) (9)

Uma vez que os "�s são independentes por hipótese, a distribuição acumulada
conjunta (condicional a "ij) dos "ik�s (k 6= j) é simplesmente o produto das
distribuições acumuladas individuais:

Pij j"ij =
Y
k 6=j

e�e
�("ij+Vij�Vik)

Como "ij não é dado de fato, a probabilidade de escolha da alternativa j pelo
indivíduo i é a integral de Pij j"ij em todos os valores de "ij ponderados por
suas respectivas densidades. Isto é:

Pij =

Z
"ij

Pij j"ij f ("ij) d"ij

=

Z
"ij

0@Y
k 6=j

e�e
�("ij+Vij�Vik)

1A e�"ije�e�"ij d"ij
Resolvendo a integral acima24 , chegamos à fórmula do logit para a probabil-

idade de escolha da alternativa j pelo indivíduo i:

Pij =
eVijP
k

eVik
(10)

Como a fórmula do logit (10) apresenta uma forma fechada, podemos ver di-
retamente que Pij está necessariamente entre 0 e 1, uma propriedade requerida
para uma probabilidade, e que as probabilidades de escolha para todas as al-
ternativas somam um25 . Esta última propriedade garante que o indivíduo nec-
24Para os detalhes da resolução da integral, ver Train (2003).

25Observe-se que
JP
j=0

Pij =
P
j

�
exp (Vij) =

P
k
exp (Vik)

�
= 1
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essariamente escolhe uma das alternativas. A probabilidade de escolha em (10)
exibe a propriedade IAI, como pressupõe o modelo logit. Para veri�car isso,
devemos tomar a razão das probabilidades de escolha de duas alternativas j e
k quaisquer:

Pijt
Pikt

=

eVijt=
P
l

eVilt

eVikt=
P
l

eVilt

=
eVijt

eVikt

= eVijt�Vikt (11)

A razão acima não depende de nenhuma outra alternativa diferente de j e k. Ou
seja, se, por exemplo, uma nova alternativa qualquer é introduzida ao conjunto
de escolha, a razão das probabilidades de escolha de j e k não se alterará.
Enquanto a propriedade IAI pode ser realista em algumas situações de es-

colha, Train (2003) destaca que ela é bastante inadequada em outras. Mode-
los logit sempre prevêem erroneamente probabilidades de escolha em casos nos
quais, na realidade, a razão entre duas alternativas muda com a introdução ou al-
teração de alguma outra alternativa. A �m de ilustrar o problema, Train (2003)
apresenta o exemplo de uma situação de escolha em que um indivíduo deve
decidir entre carro e ônibus azul para ir ao trabalho. Suponha-se que as proba-
bilidades de escolha de cada um deles sejam dadas, respectivamente, por Pc e Poa
e Pc = Poa = 1

2 . A razão das probabilidades de escolha é, portanto, Pc=Poa = 1.
Agora suponha-se que um ônibus vermelho seja introduzido e o indivíduo o
considere exatamente igual ao ônibus azul. Dessa forma, sendo a probabilidade
de escolha do ônibus vermelho dada por Pov, temos que Poa=Pov = 1. Como
no modelo logit as razões não se alteram, valem simultaneamente Pc=Poa = 1
e Poa=Pov = 1. As únicas probabilidades que satisfazem essas condições são
Pc = Poa = Pov =

1
3 , que são, portanto, as probabilidades de escolha previs-

tas pelo modelo logit. Entretanto, o que se esperaria no mundo real é que a
probabilidade de ir de carro para o trabalho não mude e que a de ir de ônibus
se divida igualmente entre os dois ônibus (que são idênticos) quando um novo
ônibus é introduzido. Ou seja, esperaríamos Pc = 1

2 e Poa = Pov =
1
4 . Nesse

caso, por causa da propriedade IAI, o modelo logit superestima a probabilidade
de ir ao trabalho com qualquer um dos ônibus e subestima a de ir de carro.
Como vemos, a propriedade IAI pode não ser realista em muitas situações. No
entanto, quando re�ete a realidade, ou uma aproximação adequada da mesma,
segundo Train (2003), vantagens consideráveis podem ser obtidas com o seu uso,
pelo fato de ele ser facilmente implementável.
A propriedade IAI das probabilidades de escolha é decorrente da hipótese de

independência dos erros. Ou seja, a parte não observada da utilidade de uma
alternativa para um indivíduo não está correlacionada com qualquer outra parte
não observada da utilidade de outra alternativa e/ou de outro indivíduo (tam-
bém não está correlacionada no tempo e/ou entre os mercados). Como vimos, é
uma hipótese bastante restritiva, e o desenvolvimento de outros modelos surgiu
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muito pelo propósito de evitar essa hipótese e permitir erros correlacionados.
Train (2003) ressalta que violações da hipótese de independência do modelo logit
parecem ter efeitos maiores sobre a previsão de padrões de substituição do que
sobre a estimação das preferências médias dos consumidores.
O próximo passo é apresentar uma forma funcional para Vij no modelo logit

a partir da representação geral em (4). Como vimos, o termo ~�i permite que os
gostos dos consumidores pelas características observadas dos produtos variem
entre os indivíduos. O modelo logit pode capturar variações nos gostos, mas
de maneira limitada. Segundo Train (2003), somente gostos que variam de
acordo com variáveis observadas dos indivíduos podem ser incorporados a esse
modelo, enquanto gostos que variam de acordo com variáveis não observadas
ou de maneira meramente aleatória não o podem. Para ver isso, considere-se
ser a utilidade dada por Uij = Vij + e"ij , em que e"ij representa a parte não
observada da utilidade, incluindo "ij e os demais termos não observados que
sejam incluídos. Train (2003) mostra que os novos termos de erro, e"ij , não
podem ser independente e identicamente distribuídos como requerido para a
derivação da fórmula do logit. O autor ainda mostra que a inclusão de variáveis
observadas não afeta a propriedade i.i.d. dos erros26 .
Apesar de o modelo logit ser capaz de incorporar características dos indiví-

duos aos parâmetros de gostos, por simplicidade suporemos que os gostos pelas
características dos produtos não variam entre os indivíduos. Ou seja, ~�i = ��.
Essa é uma hipótese adotada por Mc Fadden (1973) e pela maior parte da lit-
eratura de estimação de demanda que faz uso do modelo logit27 . Uma hipótese
adicional comum na literatura é supor que as características dos produtos são
as mesmas para todos os indivíduos. Isto é, xij = xj . Dessa forma, no modelo
logit, representamos a utilidade representativa como

Vij = xj�� + �j (12)

Daí, a utilidade total é dada por:

Uij = �j + "ij (13)

em que �j = xj�� + �j é a utilidade média do produto j (é comum a todos os
indivíduos).
Nesse caso, como os gostos e as características dos produtos são comuns

na população, observamos que a probabilidade de que um indivíduo i qualquer
escolha uma dada alternativa j é simplesmente a de que essa alternativa seja
escolhida por algum indivíduo da população. Equivalentemente, pode ser inter-
pretada como a fração da população que escolhe a alternativa j ou a participação
de mercado dessa alternativa, denotada por sj . Suponha-se adicionalmente a
normalização de que �0 = 028 . Assim, a partir de (10) e (13), vemos que a

26Para detalhes, vide Train (2003).
27Vide, por exemplo, Berry et al. (1995) e Nevo (2000b).
28Essa normalização é adotada, por exemplo, por Nevo (2000b) e é, como vimos na seção

3.2, importante para a identi�cação dos parâmetros.
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participação de mercado do produto j no modelo logit é dada por:

sj =
e�j

1 +
JP
k=1

e�k
(14)

Agora que apresentamos uma forma funcional linear para a função utilidade
representativa Vij , podemos expor de maneira mais simples o re�exo da hipótese
de independência dos erros (e, por conseguinte, da propriedade IAI) sobre os
padrões de substituição entre as alternativas (mais exatamente as elasticidades
cruzadas). Consideremos a alteração de uma característica de uma alternativa l
qualquer. Estamos interessados no efeito dessa alteração sobre as participações
de mercado (ou probabilidades de escolha) das demais alternativas. Seja sj dado
por (14). Esse efeito é medido através da elasticidade de sj em relação a uma
característica k da alternativa l, denotada por xlk:

Ej;xlk =
@sj
@xlk

xlk
sj

=

@

�
eVij=

P
k

eVik
�

@xlk

xlk
sj

= �@Vij
@xlk

xlksl

= ��kxlksl (15)

Podemos constatar que a elasticidade cruzada em (15) é a mesma para toda
alternativa j. Isso quer dizer que uma alteração em um atributo da alternativa
l gera a mesma variação percentual na participação de mercado de todas as
demais alternativas, independentemente de suas características. Assim, quanto
maior a participação de uma alternativa j qualquer (com j 6= l), maior a vari-
ação absoluta na sua participação decorrente dessa alteração. Se essa alteração
gerar redução da utilidade representativa Vil, os consumidores tenderão a sub-
stituir a alternativa l pela alternativa (diferente de l) com maior participação de
mercado. Já no caso de essa alteração gerar um aumento em Vil, o sentido da
substituição é inverso: os consumidores tenderão a substituir a alternativa com
maior participação de mercado pela alternativa l. Dessa forma, vemos que o
modelo logit restringe os consumidores a substituirem de acordo com as partic-
ipações de mercado das alternativas, não importando as suas características e a
similaridade entre elas. Esse padrão de substituição é um re�exo da propriedade
IAI das probabilidades de escolha do logit. Como por essa propriedade a razão
de probabilidades de duas alternativas deve sempre permanecer constante se um
atributo de uma terceira alternativa qualquer se alterar, essas probabilidades de-
vem todas variar exatamente na mesma proporção. Como destaca Train (2003),
essa substituição proporcional pode ser realista em algumas situações, casos em
que o modelo logit é apropriado. Entretanto, em muitas outras, outros padrões
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de substituição podem ser esperados, e a imposição de substituição proporcional
pode levar a previsões pouco razoáveis.
O econometrista espera representar su�cientemente bem a utilidade através

de Vij de forma que o restante, a parte não observada, seja apenas um ruído
branco. Ou seja, ele espera que um modelo logit seja apropriado. Mas se ele
acreditar que, na verdade, existe correlação entre as utilidades das alternativas,
ele pode usar uma representação diferente, em que essa correlação pode ser
gerada tanto através dos erros "ij quanto através dos coe�cientes ~�i em (5).
Dessa forma, obtêm-se modelos alternativos (e mais gerais) ao logit simples, os
quais são apresentados a seguir.

3.3.2 Modelo GEV (Nested logit)

Modelos valor extremo generalizados (ou GEV29) são alguns dos modelos que
surgiram para contornar a limitação imposta pela hipótese de independência do
logit. Trata-se de uma classe de modelos baseada no fato de as partes não ob-
servadas da utilidade de todas as alternativas serem distribuídas conjuntamente
segundo uma distribuição valor extremo generalizada. Essa distribuição é uma
generalização da distribuição valor extremo univariada usada no modelo logit
simples, podendo assumir diversas formas que permitem correlações entre as
alternativas. Quando todas as correlações são iguais a zero, a distribuição valor
extremo generalizada se torna o produto de distribuições valor extremo (tipo
I) independentes. Nesse caso, o modelo GEV se torna um logit simples. Ou
seja, o logit faz parte da classe de modelos GEV, a qual inclui uma variedade de
outros modelos. O mais usado é o nested logit e será o que abordaremos aqui.
Ele apresenta uma forma funcional simples comparado a outros tipos de GEV e
prevê padrões de substituição mais razoáveis do que o logit. Train (2003) apre-
senta outros modelos como o nested logit generalizado (GNL), mas diz que uma
pequena parcela dos possíveis modelos GEV já foi alguma vez implementada. A
maior vantagem dos modelos GEV está no fato de as probabilidades de escolha
normalmente assumirem uma forma analítica fechada como no logit, podendo,
assim, ser estimadas diretamente, sem que seja necessário o uso de simulação.
Modelos nested logit são apropriados, de acordo com Train (2003), quando

o conjunto de alternativas para cada indivíduo puder ser particionado em sub-
conjuntos30 , de forma que, para duas alternativas pertencentes ao mesmo sub-
conjunto, valha a propriedade IAI e, para duas alternativas de subconjuntos
diferentes, IAI não valha em geral. Assim como �zemos com o modelo logit,
derivaremos a fórmula da probabilidade de escolha do nested logit a partir de
uma hipótese sobre a distribuição da parte não observada da utilidade. Em
seguida, veremos que as propriedades descritas acima para as probabilidades de
escolha decorrem naturalmente da fórmula do nested logit.

29Do inglês Generalized extreme value.
30Em inglês, esses subgrupos são chamados de nests. Daí o nome do modelo ser nested logit.
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Para derivar o modelo, inicialmente é preciso dividir todas as J + 1 al-
ternativas em subconjuntos mutuamente excludentes e que esgotam todas as
possibilidades para os indivíduos. Segundo Train (2003), o modelo nested logit
é consistente com o comportamento maximizador de utilidade. Podemos, assim,
derivar o modelo tendo esse comportamento como hipótese, como �zemos com
o logit simples. Considere-se haver G+1 subconjuntos, denotados por �g, com
g = 0; 1; :::; G + 1. Supomos que o bem externo, j = 0, é o único membro do
grupo �0. Como antes, a utilidade que o indivíduo i obtém com a alternativa j
no subconjunto �g é denotada por Uij = Vij + "ij , em que Vij é observada pelo
econometrista e "ij é uma variável aleatória cujo valor não é observado por ele.
O modelo nested logit é obtido ao se supor que o vetor das partes não observadas
da utilidade, "i = ("i1; :::; "iJ), possui a seguinte distribuição acumulada:

F ("i) = exp

0B@� GX
g=0

0@X
j2�g

e�"ij=�g

1A�g
1CA (16)

Este é um tipo de distribuição valor extremo generalizado e se trata de uma
generalização da distribuição que gera o modelo logit simples. O parâmetro
�g é uma medida do grau de independência entre as partes não observadas
das utilidades das alternativas do subconjunto �g. Quanto maior �g, maior a
independência e menor a correlação entre os termos não observados. Assim,
1 � �g pode ser usado como uma medida de correlação31 . O valor de �g = 1
indica que não há correlação entre as alternativas do subconjunto �g. Quando
isso vale para todo g, signi�cando total independência entre todas as alternativas
em todos os subconjuntos, a distribuição GEV em (16) se torna o produto de
J + 1 termos independentes seguindo uma distribuição valor extremo tipo I,
dada pela equação (6). Ou seja, nesse caso o nested logit se reduz a um logit
simples32 .
A distribuição GEV para os componentes não observados da utilidade dada

em (16), como mostrado por Train (2003), implica a seguinte probabilidade de

31Train (2003) ressalta que a mensuração exata da correlação entre os termos não observados
da utilidade na verdade é mais complexa do que 1 � �g . Apesar disso, essa estatística pode
ser usada como um indicador de correlação.
32Train (2003) trata de algumas questões acerca do termo �g . Primeiro, testes de hipótese

podem ser usados para determinar quando são razoáveis restrições sobre os �g�s (como se �g é
igual para todo g ou se �g = 1 para todo g). Segundo, para que o modelo seja consistente com o
comportamento maximizador de utilidade, o valor de �g deve estar entre zero e um. Se �g > 1,
o modelo é consistente somente para um domínio das variáveis explicativas, mas não todas; se
�g < 1, o modelo é inconsistente com o comportamento maximizador. Terceiro, na notação
apresentada, �g é �xo, indicando que todos os indivíduos possuem as mesmas correlações entre
fatores não observados. Para acomodar a possibilidade de essas correlações variarem entre os
indivíduos, Train (2003) sugere que cada �g seja especi�cado como uma função paramétrica de
características dos indivíduos ou outras variáveis, contanto que mantenha um valor positivo.
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escolha para a alternativa j 2 �g:

Pij =

eVij=�g

 P
m2�g

eVim=�g

!�g�1
G+1P
l=0

 P
m2�l

eVim=�l

!�l (17)

A partir dessa fórmula podemos mostrar que as propriedades requeridas em
um modelo nested logit valem, sejam elas que a propriedade IAI vale para
alternativas dentro de um mesmo subconjunto, mas não para alternativas em
subconjuntos diferentes. Considerem-se duas alternativas j 2 �g e k 2 �h.
Uma vez que o denominador em (17) é o mesmo para todas as alternativas, a
razão das probabilidades de j e k é a razão dos respectivos numeradores:

Pij
Pim

=

eVij=�g

 P
m2�g

eVim=�g

!�g�1

eVik=�h

 P
m2�h

eVim=�h

!�h�1
Se g = h (i.e., se j e k pertencem ao mesmo grupo), os termos entre parênteses
acima se cancelam e obtemos

Pij
Pim

=
eVij=�g

eVik=�h

Essa razão é independente de todas as outras alternativas. Logo, veri�camos
que a propriedade IAI vale para alternativas dentro de um mesmo grupo.
Para g 6= h (i.e., j e k em diferentes grupos), os termos entre parênteses não

se cancelam e a razão de probabilidades depende das características de todas
as alternativas dos dois grupos. No entanto, podemos constatar que essa razão
não depende das características de alternativas percentes a outros grupos. Como
destaca Train (2003), uma forma de IAI se veri�ca também para alternativas
em diferentes grupos, sendo descrita como independência de grupos irrelevantes
(IGI). Em um modelo nested logit, IAI vale para alternativas dentro de um
mesmo grupo e IGI vale para alternativas em grupos diferentes. Sendo satis-
feita a propriedade IAI somente para alternativas dentro de um mesmo grupo,
constatamos que o modelo nested logit permite padrões de substituição entre as
alternativas mais �exíveis do que o modelo logit padrão.
Da exposição anterior, repare que, no modelo nested logit, as escolhas são

modeladas de forma seqüencial: primeiro o indivíduo escolhe um dos subconjun-
tos de alternativas e, em seguida, escolhe uma das alternativas do subconjunto.
Esse é o caso do nested logit com dois níveis. Em algumas situações, pode ser
mais apropriado o uso de modelos nested logit com três ou mais níveis. Modelos
com três níveis, por exemplo, são obtidos ao se particionar as alternativas em
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grupos e, em seguida, particionar cada grupo em subgrupos. A fórmula para
a probabilidade de escolha, como destaca Train (2003), é uma generalização de
(17), com somatórios extras para os subgrupos dentro dos somatórios para os
grupos33 .
Um problema com a modelagem do nested logit, como ressalta Fiuza (2002),

é que os padrões de substituição são restringidos a priori por hipóteses que o
econometrista faz acerca da seqüência de decisão, tal como a ordem das escol-
has, a partição do conjunto de escolha, entre outras questões relevantes. No
caso do mercado automobilístico, por exemplo, Fiuza (2002) destaca que a lit-
eratura (Goldberg (1995), por exemplo) se concentrou com sucesso em uma
ordem de escolhas particular: primeiro os indivíduos escolhem o tipo do au-
tomóvel (compacto, médio, sedan, utiliário etc); em seguida, escolhem entre
automóveis domésticos e importados; e, por �m, escolhem um automóvel den-
tro do subgrupo escolhido.
Num modelo nested logit bastante geral podemos representar a utilidade que

o indivíduo i obtém consumindo o produto j como:

Uij = Vij + �ij (18)

em que �ij é um termo aleatório não observado, que varia entre os indivíduos
e entre as alternativas. Como apresenta Berry (1994), um modelo nested logit
com dois níveis surge ao se supor que:

�ij = "ig + (1� �) :"ij (19)

em que, para o indivíduo i, "ig é a parte do termo aleatório que é comum a todas
as alternativas no grupo g, "ij é uma parte que é i.i.d. e segue uma distribuição
valor extremo, e � mede a correlação entre as alternativas dentro do grupo g
(i.e., � = 1� �)34 . Segundo Fiuza (2002)35 , o modelo nested logit é consistente
com o comportamento maximizador de utilidade quando 0 � � � 1. Se � for
igual a zero (total independência entre todas as alternativas), obtemos o modelo
logit simples. Agora, caso � for positivo, as preferências estarão correlacionadas
entre alternativas dentro de um mesmo grupo36 .
Segundo Berry (1994), "ig + (1� �) :"ij segue uma distribuição valor ex-

tremo. Esse autor ainda destaca que, com uma representação para o erro como,
por exemplo, em (19), o modelo nested logit permite modelar a correlação en-
tre grupos de produtos similares de uma maneira simples. Entretanto, como
ressaltado anteriormente, esses padrões de correlação dependem dos agrupa-
mentos dos produtos que são determinados antes da estimação.
Por �m, queremos uma expressão para a participação de mercado da alterna-

tiva j, sj , no modelo nested logit. Com a hipótese usual de que xij = xj , temos

33Para uma derivação exata da fórmula, ver literatura citada em Train (2003).
34Note que, por simpli�cação, �1 é o mesmo para todo subgrupo h e �2 é o mesmo para

todo grupo g.
35Ver literatura citada nesse artigo.
36Ver Fiuza (2000) para uma extensão para o caso de três níveis, em que se permite também

correlação entre subgrupos.

23



que Vij = �j e sj = Pij . Sabemos ainda que �g = � = 1 � �. Substituindo
na equação (17), temos que a participação de mercado de uma alternativa j
pertencente a um dado grupo g é dada por:

sj =

e�j=(1��)

 P
m2�g

e�m=(1��)

!��
G+1P
l=0

24 P
m2�l

e�m=(1��)

!1��35
Denotando Dg �

P
m2�g

e�m=(1��) e substituindo na expressão acima, obtemos:

sj =
e�j=(1��)

D�
g

G+1P
l=0

h
D
(1��)
l

i (20)

3.3.3 Modelo Logit com coe�cientes aleatórios

O modelo logit com coe�cientes aleatórios é um modelo extremamente �exível
que, segundo Train (2003), pode aproximar qualquer modelo derivado a partir
da hipótese de maximização de utilidade aleatória. Ele acaba com a limitação
do logit simples de exibir padrões de substituição restritivos ao permitir vari-
ação aleatória dos gostos dos indivíduos e correlação nos fatores não observa-
dos. A parte aleatória pode assumir qualquer distribuição de probabilidade. A
derivação do logit com coe�cientes aleatórios é direta. No entanto, diferente do
logit e do nested logit, a fórmula derivada por esse modelo para as probabilidades
de escolha não possui uma forma analítica fechada. Train (2003) destaca que
o logit com coe�cientes aleatórios se tornou totalmente implementável somente
com o advento da simulação para o cálculo das probabilidades de escolha.
O modelo logit com coe�cientes aleatórios é um modelo bastante geral e

é, na verdade, uma das abordagens possíveis do modelo logit misto, o qual
é apresentado em Train (2003)37 . Assim como os demais modelos, o modelo
logit misto pode ser derivado a partir da hipótese de maximização de utilidade
aleatória por parte do tomador de decisão. Ele pode ainda ser derivado a partir
de uma variedade de outras especi�cações comportamentais diferentes e cada
derivação provê uma interpretação particular do modelo. Entretanto, segundo
Train (2003), o modelo logit misto é de�nido com base na forma funcional de
suas probabilidades de escolha. Qualquer especi�cação comportamental cujas

37A nomenclatura logit misto �cará mais clara mais adiante. Além disso, uma outra abor-
dagem apresentada por Train (2003) para o modelo logit misto é criar correlações entre as
utilidades de diferentes alternativas através de componentes de erro em vez dos coe�cientes
aleatórios.
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probabilidades de escolha derivadas assumem essa forma particular é chamado
de modelo logit misto.
As probabilidades de escolha do logit misto são de�nidas como as integrais

das probabilidades do logit simples na densidade dos parâmetros da utilidade (os
quais variam na população). Isto é, um modelo logit misto é qualquer modelo
em que as probabilidades de escolha possam ser expressas na forma:

Pij =

Z
Lij

�
~�
�
f
�
~�
�
d~� (21)

em que Lij
�
~�
�
é a probabilidade de escolha do logit avaliada nos parâmetros

~�:

Lij

�
~�
�
=

eVij(
~�)

JP
k=0

eVik(
~�)

(22)

e f
�
~�
�
é a função densidade dos parâmetros ~�.

Podemos constatar em (21) que a probabilidade de escolha do modelo logit
misto é uma média ponderada da fórmula do logit avaliada em diferentes valores

de ~�, com os pesos dados pela densidade f
�
~�
�
. De acordo com Train (2003), a

média ponderada de diversas funções é chamada de função mista e a densidade
que provê os pesos é chamada de "distribuição mista"38 , justi�cando-se, assim, a
denominação do modelo. O logit simples é o caso especial em que a distribuição

mista f
�
~�
�
é degenerada para parâmetros �xos b: f

�
~�
�
= 1 para ~� = b e 0

para ~� 6= b39 .
Podemos obter a abordagem dos coe�cientes aleatórios de uma forma bas-

tante geral representando a utilidade representativa Vij
�
~�i

�
, para dados valores

de ~�i (que representam os gostos de um dado indivíduo i), como:

Vij

�
~�i

�
= xj~�i + �j (23)

com a simpli�cação usual da literatura xij = xj para todo i. Os parâmetros a
ser estimados são aqueles que regem a distribuição dos coe�cientes de gostos, ~�i,
na população. Substituindo (23) em (22), obtemos a probabilidade condicional
a um dado ~�i:

Lij

�
~�i

�
=

exj
~�i+�j

JP
l=0

exl~�i+�l

(24)

38Em inglês, mixing distribution.
39Segundo Train (2003), foram desenvolvidos testes para checar a necessidade de uma dis-

tribuição mista não degenerada, assim como se qualquer distribuição dada é adequada para
uma situação especí�ca. Ver literatura citada por esse autor.
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Como o valor exato de ~�i não é conhecido, deve-se integrar Lij
�
~�i

�
em todos

os possíveis valores de ~�i para obter a seguinte probabilidade incondicional:

Pij =

Z
exj

~�+�j

JP
l=0

exl~�+�l

f
�
~�
�
d~� (25)

Esta é a forma usual assumida pela probabilidade de escolha do logit com coe-
�cientes aleatórios.
Seguindo a especi�cação de Berry et al. (2004), os gostos variam na popu-

lação de acordo com características observadas e características não observadas
dos indivíduos. São incluídas R características observadas de cada indivíduo
i, sendo cada uma denotada por zir, e um termo representando características
não observadas que afetam a preferência pela característica k, o qual é denotado
por �ik. As características observadas incluídas constituem variáveis relevantes
que afetam as preferências dos consumidores e que normalmente são facéis de
ser obtidas. Por exemplo, Berry et al. (2004) utilizam como características
observadas renda, tamanho da família e idade do chefe de família. Já as car-
acterísticas não observadas constituem características relevantes dos indivíduos
que não podem ser observadas diretamente. Berry et al. (2004) destacam que
essas características possuem papel importante na determinação de padrões de
substituição mais precisos entre os produtos40 . Como exemplos, Berry et al.
(2004) apontam, no caso da demanda por automóveis, distância para o tra-
balho e a necessidade de transportar um grande número de pessoas.
Considere a representação da função utilidade representativa Vij dada em

(23). Seja ~�i um vetor K � 1, em que cada coordenada, ~�ik, representa a
preferência do indivíduo i em relação à característica k dos produtos. Para
cada indivíduo i; representamos esse termo da seguinte forma:

~�ik =
��k +

X
r

zir�
o
kr + �ik�

u
k (26)

em que ��k é uma constante que representa um gosto médio pela característica
k, �okr representa o efeito médio do atributo r dos indivíduos sobre o gosto pela
característica k e �uk representa o impacto de atributos não observados sobre o
gosto pela característica k. O coe�ciente ~�ik representa um termo de interação
entre a característica observada k dos produtos e as características observadas
e não observadas do consumidor i. Esse é o termo que varia na população e,
nessa especi�cação, a sua distribuição depende diretamente da distribuição das
características dos indivíduos.
Uma vez que ~�i =

�
~�i1; :::;

~�ik; :::;
~�iK

�
, podemos substituir (26) em (23)

40Esses autores apresentam evidência empírica que sugere que a interação das caracterís-
ticas observadas dos produtos com as características não observadas dos indivíduos sejam
mais importantes para a determinação de padrões de substituição do que a interação com as
características observadas dos indivíduos.
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para obter:

Vij

�
~�i

�
= �j +

X
kr

xjkzir�
o
kr +

X
k

xjk�ik�
u
k (27)

com �j =
P
k

xjk��k + �j . Note que a especi�cação para Vij em (27) é linear nos

parâmetros, como suposto inicialmente, mas não é linear nas variáveis.
Substituindo a equação (27) em (22), obtemos:

Lij

�
~�i

�
=

e
�j+

P
kr

xjkzir�
o
kr+

P
k

xjk�ik�
u
k

JP
l=0

e
�l+

P
kr

xlkzir�okr+
P
k

xlk�ik�uk
(28)

Integrando Lij
�
~�i

�
em todos os possíveis valores de zi = (zi1; :::; zir; :::; ziR) e

de �i = (�i1; :::; �ik; :::; �iK), temos que a participação de mercado da alternativa
j (ou sua probabilidade de escolha) no modelo logit com coe�cientes aleatórios
é dada por:

sj =

Z
e
�j+

P
kr

xjkzir�
o
kr+

P
k

xjk�ik�
u
k

JP
l=0

e
�l+

P
kr

xlkzir�okr+
P
k

xlk�ik�uk
f (h) dh (29)

em que h = (z; �) e f (h) é a função densidade conjunta de z e �.
A partir de (29), notamos que a razão sj=sl = Pij=Pil depende das car-

acterísticas de todas as alternativas, não se veri�cando, portanto, a restritiva
hipótese IAI das probabilidades do logit simples. Na verdade, percebe-se que
essa elasticidade varia para cada j. Isso quer dizer que o padrão de substituição
entre as alternativas é bem mais �exível, podendo ser guiado pela similaridade
entre as características das alternativas. Formalmente, a elasticidade da par-
ticipação de mercado da alternativa j em relação a uma característica de outra
alternativa l qualquer é dada por

Ej;xlk =
@sj
@xlk

xlk
sj

(30)

= �xlk
sj

R
~�iLijLilf (h) dh

em que Lij e Lil são dados por (28).

4 O MODELO: O LADO DA OFERTA

Na seção anterior, tratamos de possíveis modelos de escolha discreta para rep-
resentar o sistema de demandas por produtos diferenciados. Nessa seção, es-
peci�camos o lado da oferta do mercado através da modelagem do processo de
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formação de preços por parte das �rmas, as quais são, por hipótese, �xadoras
de preço41 . Pode-se optar por estimar os parâmetros das equações de oferta em
conjunto com os parâmetros das equações de demanda (como o faz Bresnahan
(1987) e Berry et al (1995), por exemplo) ou separadamente das mesmas (como
Fiuza (2002), por exemplo). Trataremos das vantagens e desvantagens de cada
opção na seção 5.
Inicialmente, precisamos tratar do tamanho total do mercado. Denotemos

o número de consumidores em um mercado por M . Segundo Berry (1994), esse
número pode ser observado (como, por exemplo, o número total de indivíduos
no mercado) ou estimado. A quantidade total demandada pelo produto j é,
então, dada por:

qj =M:sj (x;p; �;�) (31)

em que sj é a participação de mercado do produto j, a qual depende das car-
acterísticas observadas e não observadas dos produtos e dos parâmetros a ser
estimados, denotado pelo vetor �. Berry (1994) ressalta que a presença do "bem
externo", cuja participação de mercado é dada por s0, signi�ca que as obser-
vações a respeito das quantidades dos J produtos, (q1; :::; qJ) não são su�cientes
para calcular as participações de mercado de todas as J +1 alternativas. Se M
é diretamente observado (como em Berry et al (1995), por exemplo, em que o
tamanho do mercado é dito igual ao número de famílias na economia), então sj
pode ser facilmente calculado por sj = qj=M . Caso contrário, M tem que ser
estimado42 .
Consideremos agora uma hipótese bastante usada na literatura de que as

�rmas presentes no mercado são multiprodutoras43 . Isto é, suponha haver F
�rmas, cada uma produzindo um subconjunto 	f dos J produtos. Assim como
Berry et al (1995), estamos interessados em estabelecer uma estrutura oligopolís-
tica de mercado. Para tanto, é razoável supor, como hipótese comportamental,
que as �rmas são �xadoras de preços44 . Dessa forma, elas escolhem os preços
de seus produtos que, conjuntamente, maximizam o seu lucro total.
Seja Cj (qj ; wj ; !j ; 
) a função representando o custo total de produzir o

bem j, em que qj é a quantidade total demandada do produto j, dada em (31),
wj é um vetor de características observadas que afetam o custo de produção
de j, !j é um termo não observado representando todos os fatores que afetam
o custo mas não foram incluídos explicitamente em wj , e 
 é um vetor de
parâmetros desconhecidos. É razoável esperar que as características observadas
do produto, xj (com exceção do preço), afetem o custo desse produto, sendo,

41A hipótese mais simpli�cadora dessa abordagem diz respeito à exogeneidade das carac-
terísticas dos produtos (exceto o preço); isto é, as �rmas não têm poder de decisão sobre elas.
Modela-se apenas a determinação do preço. Como sugere Berry (1994), a incorporação de um
modelo do processo dinâmico que gera essas características pode contornar essa restrição.
42Como exemplo de um possível método de estimação de M , Berry (1994) diz que, quando

se tem informação a respeito do número de mercados, M pode ser parametrizado de forma
a depender de dados agregados, tal como o tamanho da população, que variem entre esses
mercados e que afetem o nível agregado do produto.
43Vide, por exemplo, Berry et al. (1995), Berry et al. (2004) e Fiuza (2002).
44Berry (1994) ressalta que outras hipóteses comportamentais para as �rmas são fáceis de

serem incorporadas à modelagem com comportamento �xador de preços.
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portanto, parte do vetor wj45 . Veja, por exemplo, o caso em que os produtos
se tratam de carros, como em Berry et al. (1995). Sabemos que carros maiores
normalmente são mais custosos de serem produzidos. Logo, faz sentido incluir a
característica observada "tamanho do carro"tanto em xj , afetando, dessa forma,
a demanda, quanto em wj , afetando o custo. Adicionalmente, podemos esperar
que a característica não observada do produto, �j , esteja correlacionada com
a característica não observada do custo, !j . Isso porque produtos com maior
qualidade não observada (�j) podem ser mais custosos de serem produzidos
(como é algo não observado, deve entrar em !j).
Seguindo o modelo de Bresnahan (1987), supomos que o custo Cj de se

produzir a quantidade qj de um produto j qualquer seja decomposto em um
custo �xo, Fj , mais um custo marginal, mcj , multiplicado pela quantidade
produzida qj . Formalmente:

Cj (qj ; wj ; !j ; 
) = Fj +mcj (qj ; wj ; !j ; 
) :qj (32)

Dada a equação (31) para a demanda total por cada produto j, temos que o
lucro da �rma f , �f , é dado por:

�f (x;p; �;w;!;�) =
P
j2	f

[pj :M:sj (x;p; �;�)� Cj (qj ; wj ; !j ; 
)]

=
P
j2	f

[pj :M:sj � (Fj +mcj :M:sj)]

=
P
j2	f

[(pj �mcj) :M:sj � Fj ] (33)

em que � = (�; 
) é o vetor de todos os parâmetros desconhecidos.
Por hipótese, cada �rma f escolhe os preços pj ,8j 2 	f , que maximizam o

seu lucro dados os atributos (observados e não observados) dos seus produtos e
os preços e atributos dos produtos concorrentes. Supomos existir um equilíbrio
de Bertrand para esse jogo de �xação de preços por parte das �rmas e que os
preços de equilíbrio estão no interior dos conjuntos de estratégias das �rmas.
Caplin e Nalebu¤ (1991) apresentam condições para garantir a existência de
equilíbrio em modelos com �rmas monoprodutoras46 . Os seus teoremas não
são facilmente generalizados para o caso de �rmas multiprodutoras. Berry et
al. (1995) sugerem que se tome como dado que existe um equilíbrio para o
jogo entre as �rmas multiprodutoras para, ao �nal, checar numericamente se as
estimativas dos parâmetros desconhecidos são consistentes com a existência de
um equilíbrio. Além disso, apesar de nenhuma das propriedades das estimativas
dos parâmetros requerer unicidade do equilíbrio, tal propriedade é bastante
desejável, uma vez que, como apontam esses autores, sem unicidade, não é claro
como usar essas estimativas para examinar os efeitos de mudanças diversas no

45Nesta seção, consideramos a característica preço, pj , como separada do vetor de carac-
terísticas xj .
46Assim como Berry (1994), consideraremos apenas equilíbrios em estratégias puras. A

incorporação de equilíbrios em estratégias mistas complicaria excessivamente a análise. Caplin
e Nalebu¤ (1991) discutem a existência de equilíbrio apenas em estratégias puras.
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ambiente de mercado. Caplin e Nalebu¤ (1991) apresentam também condições
para a unicidade do equilíbrio.
Tomadas como dadas as hipóteses de existência e unicidade do equilíbrio,

a partir de (33), cada produto j produzido pela �rma f deve ter um preço pj
satisfazendo a seguinte condição de primeira ordem:

sj +
P
k2	f

(pk �mck)
@sk
@pj

= 0 (34)

Como há J produtos no mercado, temos J diferentes condições de primeira
ordem, todas implicando em markups bj = (pj �mcj) para cada produto j. No
caso de �rmas monoprodutoras, como no modelo de Berry (1994), o markup é
apenas o inverso da semi-elasticidade da demanda com relação ao preço; isto
é, bj = sj= j@sj=@pj j47 . No caso de �rmas multiprodutoras, a fórmula para os
markups é mais complexa. Para obtê-la, façamos como Berry et al. (1995) e
de�namos uma nova matriz �, J por J , em que o elemento �jk é dado por
�@sk
@pj
, caso k e j sejam produzidos pela mesma �rma, e 0 caso contrário (isso

porque somente os produtos produzidos por uma �rma entram em sua função
lucro, como vemos em (33)). Dessa forma, em notação vetorial, as condições de
primeira ordem em (34) podem ser escritas como:

s (x;p; �;�)��(x;p; �;�) [p�mc] = 0
Rearrumando:

p =mc+ b (x;p; �;�) (35)

com
b (x;p; �;�) = � (x;p; �;�)

�1
s (x;p; �;�) (36)

representando o vetor de markups da �rma f . Assim, vemos que os preços são
decompostos na soma do custo marginal com o markup.
Há muitas especi�cações possíveis para a função custo marginalmcj (�). Uma

hipótese bastante comum na literatura48 é a de que os custos marginais são con-
stantes na quantidade produzida, sendo representados como mcj = mcj (wj ; 
).
Ademais, uma simpli�cação bastante relevante para a estimação do lado do custo
é, na verdade, supor, assim como Berry (1994), que o custo marginal é linear no
termo não observado do custo, !j . A outra parte costuma ser especi�cada como
função das características observadas do custo, wj , e há uma certa liberdade ac-
erca da sua forma funcional. Se, por exemplo, mcj = mcj (wj ; 
) + !j , em
que mcj (wj ; 
) representa o custo marginal médio, então podemos reescrever o
vetor de preços em (35) como:

p = mc (w;
) + b (x;p; �;�) + ! (37)

A equação (37) pode agora ser tratada como uma equação de estimação da
mesma forma que (31) do lado da demanda49 . As variáveis observadas do lado
47Essa fórmula é obtida a partir de (34) ao considerarmos que 	f = fjg.
48Vide Bresnahan (1987) e Berry et al. (1995), por exemplo.
49A principal diferença é que a equação de demanda é não linear nas variáveis e no erro.

O método de Berry (1994), apresentado na seção 5, inverte essa equação de forma a se obter
uma equação linear para levar aos dados.
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direito de (37) são os termos de�nindo o custo marginal médio, mc (w;
), e o
markup, b (x;p; �;�), dado em (36). Os parâmetros a ser estimados são os da
função custo, 
, e os da função demanda, �. O termo ! é o erro da equação
de determinação do preço. O termo mcj (wj ;
) pode ser especi�cado de muitas
formas, como por exemplo, de forma linear50 ou log-linear nos parâmetros51 .
Berry (1994) destaca que o lado direito da equação (37) inclui variáveis que

estão correlacionadas com !. Uma fonte de correlação é através do termo de
markup, b (x;p; �;�). Uma vez que p é função de !, b (�) também é função
de ! e essa correlação não pode ser desconsiderada. A correlação entre � e !
também gera uma dependência entre b (�) e !. Dessa forma, assim como no
caso da equação de estimação do lado da demanda, também no lado da oferta
precisamos encontrar instrumentos apropriados para tratar a endogeneidade.
Assim, consideramos (37) a equação de oferta que é levada aos dados. Rear-

rumando (31), também obtemos a equação de demanda que levamos aos dados:

S = s (x;p; �;�) (38)

em que s = (s1; :::; sJ) é o vetor das J participações de mercado previstas
e S = (S1; :::; SJ), sendo Sj = qj=M a participação de mercado do produto
j observada. Como vimos, em ambas as equações veri�ca-se correlação entre
variáveis observadas e o erro. Entretanto, diferentemente da equação de oferta, a
equação de demanda (38) não é linear no seu termo de erro, o que impossibilita o
uso de métodos de variáveis instrumentais tradicionais. Berry (1994) propõe um
método de inversão dessa equação para se obter, para cada j, a utilidade média
�j como função do vetor de participações observadas, S, e dos demais parâmetros
desconhecidos, que denotaremos por �1. Esse termo �j é especi�cado de forma a
depender linearmente de características observadas dos produtos, xj , e do termo
não observado �j :

�j (S;�1) = xj�� + �j (39)

Essa nova equação, de acordo com Berry (1994), pode ser tratada como a
equação de demanda num procedimento de estimação. Sendo ela linear, pode-se
usar métodos tradicionais de variáveis instrumentais.
Como ressalta Berry et al. (1995), as estimativas dos parâmetros de (37) e

(38) podem ser obtidas se forem supostas condições de ortogonalidade entre !
e � e instrumentos apropriados. Discutiremos na próxima seção a respeito da
estimação desses parâmetros.

5 ESTIMAÇÃO

Nesta seção apresentaremos um procedimento de estimação para o modelo de
oferta e demanda por produtos diferenciados exposto nas seções anteriores.

50Vide Fiuza (2000) e Berry et al. (2004), por exemplo.
51Vide Bresnahan (1987) e Berry et al. (1995), por exemplo.
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Nesse modelo, o econometrista não é obrigado a observar todas as característi-
cas relevantes dos produtos. Todas as características não incluídas no modelo
estão contidas no termo não observado �j para cada j. A presença desse termo
introduz o problema econométrico de preços endógenos. Berry (1994) apre-
senta resultados de simulações de Monte Carlo, demonstrando que métodos de
estimação que ignoram a endogeneidade dos preços na presença das caracterís-
ticas não observadas dos produtos podem levar a resultados equivocados. Dessa
forma, o problema de endogeneidade não pode ser ignorado.
No caso de bens homogêneos, os parâmetros da demanda, na presença de

fatores não observados da demanda correlacionados com fatores observados, são
estimados de maneira consistente através do uso do método tradicional de var-
iáveis instrumentais (IV). No entanto, no contexto de modelos de escolha disc-
reta, tanto preços quanto características não observadas dos produtos entram
nas equações de demanda, dadas em (38), de uma forma não linear, impedindo
uma aplicação direta do método IV.
O método apresentado aqui foi introduzido por Berry (1994) e contorna

o problema de não-linearidade. Esse método inverte a função, de�nindo as
participações de mercado para obter os níveis de utilidade média dos vários
produtos, especi�cados por �j em (39).
O procedimento de estimação que descrevemos em 5.2 faz uso de dados

agregados. No caso de dados sobre decisões individuais ou de ambas as fontes de
dados, o procedimento sofre alterações, sendo essas discutidas separadamente,
na subseção 5.5. Métodos alternativos são discutidos na subseção 5.6.

5.1 Identi�cação e endogeneidade

Adicionalmente ao que foi abordado na seção 3.2 a respeito da identi�cação
de modelos de escolha discreta, apresentamos outras questões para o caso es-
pecí�co em que as alternativas são produtos diferenciados. Como ponto inicial,
discutimos como, em geral, um modelo de escolha discreta ajuda a identi�car
os parâmetros de demanda e, dessa forma, os padrões de substituição entre as
alternativas.
Características não observadas dos produtos são um aspecto relevante em

muitos mercados. Características como estilo e qualidade, como aponta Berry
(1994), são extremamente difíceis de ser quanti�cadas, mas costumam ser im-
portantes determinantes da demanda. Em alguns mercados, por exemplo, pro-
dutos podem ser �sicamente similares, mas diferirem na percepção dos consum-
idores quanto a qualidade, durabilidade ou reputação. Além disso, pode ser
que o número de características (mensuráveis) importantes para os consumi-
dores seja muito maior que o de observações disponíveis para o econometrista,
tornando impossível estimar os efeitos separados de cada característica. Nesse
caso, devem-se incluir no modelo apenas as características mais relevantes e
deixar que o efeito das demais seja captado pelo termo de características não
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observadas. Há ainda a possibilidade de existirem características que são men-
suráveis mas simplesmente não estão presentes nos dados disponíveis para o
econometrista. Da mesma forma, o efeito dessas características será captado
pelo termo de características não observadas.
A exposição anterior aponta razões importantes para a inclusão do termo

de características não observadas. Em todas as especi�cações de utilidade na
seção 3 havia um termo representando essas características não observadas, dado
por �j . Além dessa variável, veri�camos que essas especi�cações podem incluir
outras variáveis que não são observadas pelo econometrista, sejam elas as car-
acterísticas individuais no modelo logit com coe�cientes aleatórios, denotadas
por (Di; �i; "ij). Como essas características individuais seguem uma dada dis-
tribuição na população, integramos a probabilidade de escolha da alternativa j
por um indivíduo i qualquer nessas características para obter a participação de
mercado dessa alternativa, a qual representa a sua demanda agregada. Assim, o
único termo não observado que resta é �j , que pode ser descrito, segundo Berry
et al. (1995), como a média dos distúrbios especí�ca do produto j (é a mesma
para todos os indivíduos), o que é equivalente ao distúrbio estrutural no sistema
de demanda agregada em mercados de produtos homogêneos. Ou ainda, como
descreve Nevo (2000b), �j é o erro econométrico da equação de demanda.
Experimentos de Monte Carlo apresentados em Berry (1994) e os próprios

dados em Berry et al. (1995) dão indícios acerca da relevância desse termo em
modelos de escolha discreta para produtos diferenciados. Uma vez que as carac-
terísticas não observadas são importantes e devem ser incluídas à especi�cação
do modelo, nossa principal preocupação, como apontam Berry et al. (1995), diz
respeito à correlação dos preços com essas características52 e o decorrente viés
sobre os parâmetros da demanda. Assim como no caso de sistemas de demanda
por bens homogêneos, métodos de estimação de modelos de escolha discreta que
ignoram a endogeneidade dos preços na presença de características não obser-
vadas do produto podem levar a conclusões equivocadas acerca dos parâmetros
verdadeiros. Isso pode ser demonstrado através dos resultados de Monte Carlo
em Berry (1994) e dos resultados empíricos em Berry et al. (1995).
Assim como no caso de modelos tradicionais para bens homogêneos, supore-

mos que �j é independente de algum conjunto de instrumentos exógenos para,
então, derivarmos estimadores a partir das condições de ortogonalidade que es-
sas hipóteses implicam. Esse procedimento para produtos diferenciados, como
destacam Berry et al. (1995), requer apenas as mesmas hipóteses necessárias
para obter estimadores por variáveis instrumentais (IV) dos parâmetros da de-
manda no caso de mercados de produtos homogêneos. Em particular, não re-
queremos uma hipótese explícita sobre a distribuição de �j . A única hipótese
necessária é que ele seja independente dos instrumentos. Ademais, o proced-
imento não depende da forma exata da regra de determinação dos preços dos
produtos, sendo possível estimar a demanda independente de uma especi�cação
para a oferta das �rmas. Por outro lado, uma vez que essa regra depende, em

52Essa correlação advém diretamente da regra de determinação dos preços, a qual depende
de todas as características dos produtos.
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equilíbrio, dos valores verdadeiros dos parâmetros da demanda (como podemos
ver na equação (37)), a estimação conjunta das equações de demanda e de oferta
pode aumentar a e�ciência caso o modelo esteja corretamente especi�cado. Essa
é a estratégia de estimação adotada por Berry et al. (1995) e que discutiremos
em detalhes na subseção seguinte.
Em modelos de demanda por bens homogêneos, o termo de distúrbio nor-

malmente entra de maneira linear nas equações de demanda, o que permite
o uso direto do método linear de estimação por variáveis instrumentais. No
entanto, no caso dos modelos de escolha discreta apresentados, tanto preços
quanto características não observadas dos produtos (o distúrbio nesse caso) en-
tram nas equações de demanda de maneira não linear, como vemos em (38).
Dessa forma, de acordo com Berry et al. (1995), as condições de ortogonali-
dade entre � e o vetor x (que, como veremos em detalhes, podem servir como
instrumentos para o preço) não podem ser usadas para estimação sem antes
transformar quantidades, preços e características observadas em uma função
linear em �. Essa transformação é o foco do trabalho de Berry (1994) e evita
o complexo problema de variáveis instrumentais não lineares. O método pro-
posto por esse autor consiste em inverter a função que de�ne as participações
de mercado para obter os níveis de utilidade média (�j) dos J produtos como
função dos demais parâmetros desconhecidos do modelo. Esses níveis de util-
idade média, como pode ser visto em (39), estão relacionados de forma linear
com as características observadas dos produtos (incluindo preço) e com o termo
de características não observadas, sendo possível, assim, o uso de técnicas tradi-
cionais de variáveis instrumentais. O método da utilidade média, segundo Berry
(1994), pode ser aplicado a vários modelos de escolha discreta, não se baseia na
existência de um único equilíbrio e com freqüência é computacionalmente mais
simples que outras alternativas usadas. Na próxima subseção discutiremos os
detalhes desse método e na subseção 5.5 discutiremos métodos alternativos.
Uma questão adicional bastante relevante diz respeito à importância de se

observar mais de um mercado para a identi�cação dos verdadeiros parâmetros
que regem a distribuição dos coe�cientes da demanda. Nevo (2000b) ressalta
que a observação de mudanças nas participações de mercado com a inclusão de
novos produtos ou com a mudança em características de produtos já existentes
(ou seja, a observação de diferentes mercados) fornece variação bastante útil
para a estimação dos parâmetros de interesse53 .

5.2 O procedimento de estimação

Nessa subseção descrevemos como os modelos de oferta e demanda descritos
nas seções anteriores podem ser estimados de forma consistente utilizando as
técnicas desenvolvidas por Berry (1994) e Berry et al. (1995). Trata-se de um
procedimento conveniente do ponto de vista computacional, pois permite que

53Vide esse artigo para maiores detalhes.
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alguns parâmetros da demanda (ou todos, dependendo do modelo de escolha
discreta que se utilize) entrem de forma linear na função objetivo de um método
dos momentos generalizados (GMM), evitando, assim, um custoso problema de
minimização não linear. Esse procedimento faz uso apenas de dados agregados,
mas pode sofrer alterações para casos de aplicações com dados individuais ou
com ambos os tipos de dados. Na subseção 5.5 discutimos esse ponto, assim
como procedimentos alternativos.
Berry et al. (1995) seguem uma literatura que integra sistemas de demanda

com escolha discreta com um modelo oligopolístico de determinação de preço
conjuntamente para estimar os parâmetros do custo marginal e da demanda. No
entanto, o procedimento de estimação da demanda não depende da forma exata
da regra de determinação de preço. Por outro lado, como ressaltam Wooldridge
(2002) e Nevo (2000b), uma vez que essa regra depende, em equilíbrio, dos val-
ores verdadeiros dos parâmetros da demanda (através do termo de markup),
a estimação conjunta das equações de demanda e de oferta pode aumentar a
e�ciência dos parâmetros estimados caso o modelo esteja corretamente especi-
�cado54 e todos os instrumentos de ambas as equações sejam exógenos. Já a
estimação de uma equação separadamente exige, como restrições, apenas que
os instrumentos dessa equação sejam exógenos. Satisfeitas essas restrições, os
parâmetros estimados são de maneira geral consistentes e robustos a qualquer
especi�cação das demais equações. Caso se opte pela estimação conjunta e al-
guma das demais equações não esteja corretamente especi�cada, os parâmetros
estimados podem se tornar inconsistentes. Como destaca Wooldridge (2002),
veri�ca-se aqui o trade-o¤ clássico entre robustez e e�ciência na escolha da es-
timação separada ou conjunta das equações de um sistema. Seguindo Berry et
al. (1995), optamos por apresentar um procedimento para a estimação conjunta
de todos os parâmetros do sistema de oferta e demanda. A estimação apenas
da equação de demanda, por exemplo, segue um procedimento análogo, com a
diferença de ser imposto um número menor de restrições. Nevo (2000b) segue
nesse caminho e estima apenas os parâmetros da demanda. Berry et al. (2004),
por sua vez, dispondo de diferentes fontes de dados, sugerem que a regra de de-
terminação de preço seja estabelecida e utilizada apenas numa segunda etapa,
para a estimação de somente alguns parâmetros da demanda remanescentes.
Dessa forma, os demais parâmetros são robustos a qualquer especi�cação para
o lado da oferta.
Para simpli�car a exposição, assim como Berry et al. (1995), faremos al-

gumas hipóteses simpli�cadoras, sendo que algumas delas serão posteriormente
removidas. Em primeiro lugar, apesar de o modelo ser compatível com o uso
de dados em painel, suporemos dispor de dados de apenas um mercado para a
estimação. Outra hipótese diz respeito ao processo gerador dos dados. Supo-

54Além da necessidade de uma forma funcional para a regra de determinação de preço que
seja adequada ao ambiente de mercado em questão, segundo Wooldridge (2002), isso signi�ca
que as restrições de exclusão sobre todas as variáveis do modelo (pois algumas que aparecem
em uma equação podem não aparecer na outra) devem estar corretas em ambas as equações.
Caso uma equação no sistema esteja mal especi�cada, as estimativas por GMM de todos os
parâmetros são, em geral, inconsistentes.
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mos dispor de uma amostra aleatória de n consumidores de uma população com
uma distribuição de características, (zi;�i; "ij), dada por Po(:). Essa população
segue as regras de decisão do nosso modelo sob os parâmetros verdadeiros; isto
é, quando � = �o. Denotamos o vetor de participações de mercado na popu-
lação por so. São as participações calculadas pelo nosso modelo quando temos
os parâmetros verdadeiros. Berry et al. (1995) argumentam que S, o vetor de
participações obtido a partir da nossa amostra, converge para so. Além disso,
os vetores

�
�j ; !j ; xj ; wj

�
, que representam as características dos produtos, con-

stituem retiradas independentes de uma população maior de possíveis vetores
de características55 .
Uma vez que as equações de oferta e demanda que estimamos são lineares56 ,

podemos aplicar métodos usuais de variáveis instrumentais para levar em consid-
eração a endogeneidade e obter os parâmetros de interesse. Wooldridge (2002)
mostra que a base para estimar consistentemente os parâmetros são as seguintes
condições de ortogonalidade:

E
�
Z 0juj

�
= 0 (40)

sendo Zj uma matriz de instrumentos57 e uj =
�
�j ; !j

�0
, em que �j e !j são,

respectivamente, os erros das equações de demanda e de oferta.
Berry et al. (1995) mostram que, para dados preços e características obser-

vadas dos produtos, qualquer escolha conjunta de um vetor observado de partici-
pações de mercado positivas, denotado por s, de uma distribuição das caracterís-
ticas dos consumidores, denotada por P , e dos parâmetros do modelo, denotados
por �, implica uma única seqüência de estimativas para as duas características
não observadas dos nossos produtos, denotada por

�
�j (�; s; P ) ; !j (�; s; P )

	J
j=1
.

Supondo que possamos calcular
�
�j (�; so; Po) ; !j (�; so; Po)

	J
j=1
, em que so e Po

são as verdadeiras participações de mercado e distribuição das características
dos consumidores, respectivamente, então, em � = �o, o nosso cálculo repro-
duzirá os verdadeiros valores das características não observadas dos produtos.
Conseqüentemente, quando � = �o, as condições de ortogonalidade em (40)
implicam que, para todo j:

E
�
Z 0juj (�o; so; Po)

�
= 0 (41)

em que uj (�) =
�
�j (�) ; !j (�)

�0
.

A partir do princípio do método dos momentos, Hansen (1982) mostra como
construir uma classe de funções com minimizadores que convergem quase cer-
tamente para o vetor de parâmetros verdadeiros. Os estimadores resultantes
55A razão para usar essa hipótese, em vez da mais restritiva hipótese de independência, é

permitir que as características de um produto estejam relacionadas com as de outros produtos.
Para detalhes, ver Berry et al. (1995). A partir dessa hipótese, abrimos a possibilidade de usar
como instrumentos para o preço de um dado produto as características dos demais produtos.
Abordaremos essa questão na seção 5.4.
56Apresentaremos na próxima subseção como obter a equação de demanda linear.
57Wooldridge (2002) destaca que uma variável observável z pode ser um instrumento caso

apresente duas características básicas: ser não correlacionado com o erro (i.e., Cov (z; u) = 0)
e ser correlacionado (parcialmente) com a variável endógena xK (Cov (z; xK) 6= 0).
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possuem a interpretação de tornar as versões amostrais das condições de ortog-
onalidade populacionais o mais próximo possível de zero, de acordo com alguma
medida de distância. Essa medida é usada para de�nir diferentes estimadores
dentro dessa classe bastante geral de estimadores por método dos momentos
generalizados (GMM). Hansen (1982) ressalta que a escolha dessa medida de
distância é bastante �exível, pois assim é permitida a escolha de medidas com-
putacionalmente convenientes e esta in�uencia a distribuição assintótica do es-
timador resultante.
Wooldridge (2002) mostra que uma possível função dentro da classe descrita

por Hansen (1982) e que pode ser utilizada para construir a função objetivo a
ser minimizada é a forma quadrática do análogo amostral do vetor na equação
(41), com uma matriz de pesos Ŵ representando a medida de distância. Um
estimador GMM de �o é um vetor �̂ que resolve o problema:

Min
�

"
1

J

JP
j=1

Z 0juj (�; so; Po)

#0
Ŵ

"
1

J

JP
j=1

Z 0juj (�; so; Po)

#
(42)

Supondo adicionalmente que Ŵ converge em probabilidade para uma matriz
W , Wooldridge (2002) mostra que esse estimador é consistente. Dessa forma,
vemos que uma grande classe de estimadores de �o é consistente.
Nevo (2000b) e Wooldridge (2002) apresentam uma forma simples para

estimar consistentemente Ŵ . Pode-se usar, inicialmente, a matriz de pesos

~W =

 
1
N

JP
j=1

Z 0jZj

!�1
na função objetivo (42) e calcular o vetor de parâmetros

~� que soluciona esse problema58 . Daí calculamos o vetor de resíduos dessa esti-

mação. Podemos usar esses resíduos para calcular a matriz 
̂ = 1
N

JP
j=1

~uj ~u
0
j , que,

como mostra Wooldridge (2002), é um estimador consistente de 
 = E
�
uju

0
j

�
.

Daí usamos 
̂ para obter uma nova matriz de pesos Ŵ . Essa matriz é levada
à função objetivo (42) para obter o novo vetor de parâmetros estimados �̂ que
constitui a nossa estimativa de GMM59 . De acordo com Wooldridge (2002), se
estimarmos 
̂ de forma consistente, temos que Ŵ

p! W = E
�
Z 0j
Zj

��1
e o

estimador GMM decorrente é consistente e assintoticamente e�ciente. Sendo
assim, essa matriz de pesos Ŵ é dita ótima60 .

58Wooldridge (2002) mostra que esse estimador tem a vantagem de gerar estimativas dos
coe�cientes de uma equação robustas às especi�cações das demais equações. Ele não é neces-
sariamente o estimador assintoticamente e�ciente, mas é computacionalmente fácil, dadas as
matrizes de dados X, Y e Z.
59Nevo (2000b) faz referência a dois métodos alternativos ao apresentado. O primeiro

é continuar iterando entre as estimativas de � e W até haver convergência. O segundo é
minimizar simultaneamente os momentos em (42) e a matriz de pesos Ŵ , a qual também
depende dos parâmetros que solucionam esse problema. Nevo (2000b) a�rma que esses dois
procedimentos e o que apresentamos são assintoticamente equivalentes. Sendo assim, não
há necessidade de adotar qualquer um desses procedimentos alternativos, os quais implicam
custos computacionais mais elevados.
60Vale ainda ressaltar que, para computar a função objetivo do problema de GMM, Nevo
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Precisamos agora considerar o fato de que, na verdade, não podemos calcu-
lar os momentos em (42) necessários para calcular a função objetivo. Berry et
al. (1995) destacam dois problemas. O primeiro é que não observamos de fato
so, mas somente S. Assim, para cada P , na verdade calculamos uj (�; S; P ). O
segundo é que, para a maior parte dos modelos de escolha discreta apresentados,
não somos capazes de calcular explicitamente os distúrbios causados por Po, i.e.,
uj (�; s; Po), e temos que utilizar um estimador por simulação desse termo. De
acordo com Nevo (2000b), isso é equivalente a usar uj (�; s; Pns), em que Pns
provê a distribuição empírica de ns retiradas simuladas de Po. Conseqüente-
mente, o vetor de erros que entra em nossa função objetivo em (42) é dado por
uj (�; S; Pns). Dessa forma, a função objetivo de interesse é, na verdade,

Min
�

"
1

J

JP
j=1

Z 0juj (�; S; Pns)

#0
Ŵ

"
1

J

JP
j=1

Z 0juj (�; S; Pns)

#
(43)

Na subseção seguinte apresentaremos em detalhes os passos para calcular o vetor
uj (�; S; Pns).
Berry, Linton e Pakes (2004) apresentam condições que garantem que o

estimador de GMM obtido a partir de (43) é consistente e assintoticamente nor-
mal. Eles também apresentam uma matriz de variância-covariância para esse
estimador, que é decomposta em três partes, cada uma decorrente de uma das
seguintes fontes de erro: erro de amostragem ao estimar as participações de mer-
cado (a diferença entre S e so), erro de simulação ao aproximar as participações
previstas pelo modelo (a diferença entre Pns e Po) e erro do modelo em questão
(oriundo do processo gerador das características dos produtos). De acordo com
Berry et al. (1995), se n for su�cientemente grande, o primeiro tipo de erro (o
de amostragem) é desprezível. Entretanto, eles ressaltam que o segundo tipo (o
de simulação) deve ser levado em conta e desenvolvem técnicas de redução da
variância que permitem o uso de métodos de simulação relativamente e�cientes
para o problema. Os autores concluem que, mesmo com um número razoável de
retiradas na simulação (ns), o erro de simulação não é desprezível sobre a var-
iância total dos estimadores. Para calcular a matriz de covariância, vide Berry
et al. (1995) e Berry, Linton e Pakes (2004).
Por �m, toda a nossa exposição até aqui supôs que dispomos de dados de

apenas um mercado. A �m de estender para dados em painel, em que se obser-
vam dados de mais de um mercado, há diferentes possibilidades. Nevo (2000b),
por exemplo, trata cada observação j em um mercado t como uma observação
e não modela qualquer correlação entre elas. Dessa forma, o único aspecto que
muda em nosso problema de minimização (43) é que as médias devem ser cal-
culadas em J e em T . Já Berry et al. (1995) supõem que os distúrbios de um
dado modelo de carro são mais similares através dos anos do que os de diferentes

(2000b) supõe a hipótese de homocedasticidade, E
�
Z0iuiu

0
iZi

�
= E

�
Z0i
Zi

�
, para obter a

matriz de pesos ótima Ŵ . Já Berry et al. (1995) adotam uma hipótese mais forte, que implica
na de homocedasticidade: E

�
uiu

0
ijZi

�
= E

�
uiu

0
i

�
= 
:Eles também supõem E (uijZi) = 0,

o que implica as condições de ortogonalidade (41). A escolha pela adoção ou não dessas
hipóteses depende de cada caso especí�co.
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modelos61 . Segundo esses autores, a correlação entre os distúrbios de um dado
modelo vendido em diferentes anos não afeta a consistência nem a normalidade
assintótica das estimativas dos parâmetros do algoritmo, mas afeta a matriz de
variância-covariância desses parâmetros. Sendo assim, apresentam uma forma
de alterar o algoritmo de estimação para levar em conta essa correlação. Eles
usam estimadores que tratam a soma das restrições de momento de um dado
modelo ao longo do tempo como uma única observação de uma população de
modelos de carro. Os autores ressaltam que, provavelmente, esse não é o método
mais e�ciente para lidar com correlação ao longo dos anos de um dado modelo.
Por outro lado, porém, produz erros-padrão que permitem correlação arbitrária
ao longo dos anos para um dado modelo e heterocedasticidade arbitrária entre
os modelos. Vale ainda ressaltar que tanto Nevo (2000b) quanto Berry et al.
(1995) supõem � constante entre os mercados, hipótese simpli�cadora bastante
comum, como destaca Train (2003).

5.3 Computação

O algoritmo do método dos momentos derivado na subseção anterior requer
o cálculo, para os diferentes valores de �, do vetor uj (�; S; Pns) que entra na
função objetivo do nosso problema de minimização em (43). Uma vez calculado
esse vetor, podemos estimar os parâmetros que determinam a distribuição dos
coe�cientes na população. Nesta subseção descrevemos um procedimento para
o cálculo do vetor uj (�; S; Pns) para cada um dos diferentes modelos de escolha
discreta apresentados, assim como a estimação do vetor de parâmetros � que
resolve o problema (43). Seguindo Nevo (2000b), dividimos a exposição em
cinco passos necessários para a realização do procedimento de estimação.

Preparando os dados individuais

O primeiro passo é obter uma amostra de um conjunto de indivíduos. Cada
indivíduo é representado por um vetor (zi;�i; "i): zi = (zi1; :::; zir; :::; ziR) é
um vetor contendo R características observadas, �i = (�i1; :::; �ik; :::; �iK) é um
vetor contendo K características não observadas (ou choques) que afetam os
gostos do indivíduo i por cada uma das K características observadas dos produ-
tos, e "i = ("i0; "i1; :::; "ij ; :::; "iJ) é um vetor contendo J choques à utilidade do
indivíduo i (um para cada produto). Para os modelos de escolha discreta apre-
sentados, não precisamos obter uma amostra de "i, uma vez que, supondo uma
distribuição valor extremo i.i.d. para cada um de seus J termos, podemos inte-
grar nesses termos explicitamente. Já a amostra de zi e �i somente é necessária
para o modelo logit com coe�cientes aleatórios; no logit e no nested logit os
coe�cientes não variam na população.

61Berry et al. (1995) supõem que dois veículos em anos adjacentes representam um mesmo
modelo caso tenham o mesmo nome e certas características, como a quantidade de cavalos e
o tamanho, não mudem em mais de 10%.
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A amostra de indivíduos, como destaca Nevo (2000b), pode ser gerada de
duas maneiras: supondo uma forma funcional paramétrica para a distribuição
das características ou usando a distribuição empírica não paramétrica de in-
divíduos reais62 . Esta última só é possível para as características observadas
zi. A sua vantagem consiste na possibilidade de incorporar informação adi-
cional ao modelo e não depender de uma hipótese paramétrica arbitrária. Por
outro lado, Nevo (2000b) ressalta que, se a forma paramétrica escolhida es-
tiver correta, usar a abordagem não paramétrica será menos e�ciente (devido
a erro de amostragem). A escolha entre uma forma paramétrica ou uma não
paramétrica para a função distribuição de zi deve depender, portanto, da crença
do econometrista sobre o quão bem determinada função paramétrica pode ex-
plicar essa distribuição.Os choques �i, por sua vez, somente podem ser obtidos a
partir de uma hipótese paramétrica para a sua distribuição. Essa distribuição,
como destaca Nevo (2000b), depende do problema em questão e das crenças
do econometrista, e, em princípio, pode assumir qualquer forma. Uma opção
bastante usada é supor que esses choques seguem uma distribuição normal mul-
tivariada.
Para que as participações de mercado somem um em cada mercado, Nevo

(2000b) ressalta que é preciso usar os mesmos indivíduos (i.e., as mesmas re-
tiradas das características zi e �i) para calcular as participações de mercado
previstas para cada produto. Além disso, sempre que se considerar que são
os mesmos indivíduos tomando as decisões em cada mercado, em geral, tam-
bém devem-se usar as mesmas retiradas em cada um deles. É o caso de Berry
et al. (1995), por exemplo, que usam as participações de mercado nacionais
de diferentes produtos ao longo de vinte anos (ou seja, é um painel com os
mesmos indivíduos tomando decisões em vinte anos diferentes, que são as difer-
entes situações de escolha que eles enfrentam). Por �m, Nevo (2000b) destaca
a relevância de obter essas retiradas apenas uma vez no começo do cálculo da
função objetivo, pois, caso contrário, di�cilmente se chegará a uma solução.

Calculando as participações de mercado

Com uma amostra de indivíduos, podemos calcular as participações de mer-
cado previstas em cada modelo para dados parâmetros �;�o;�u. Para os mod-
elos logit e nested logit, o cálculo pode ser efetuado analiticamente, como pode
ser veri�cado nas equações (14) e (20). Já para o modelo logit com coe�cientes
aleatórios, as participações de mercado são dadas pela equação (29). A integral
dessa equação deve ser calculada por simulação. Há várias formas de efetuar
esse cálculo. Uma bastante apropriada apresentada por Nevo (2000b) é o smooth
simulator. Esse método utiliza a distribuição valor extremo para integrar os "�s
analiticamente (como faz a equação (29)). Seja ns o número de indivíduos
amostrados. Formalmente, as participações de mercado previstas, dadas pela

62 Isso pode ser feito através do uso de uma base de dados como a PNAD ou o CPS (current
population survey ) americano.
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equação (29), são aproximadas por:

sj (x; �;Pns; �1) =
1
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(44)

em que (zi1; :::; zir; :::; ziR) e (�i1; :::; �ik; :::; �iK), i = 1; :::; ns, são as retiradas
feitas no passo inicial e �1 = (�

o;�u).
Com relação ao método de simulação apresentado, como os "�s são integra-

dos analiticamente, a variância decorrente do processo de simulação se limita so-
mente à simulação de z e �63 . Como muitas aplicações a e�ciência do estimador
pode ser relevante, a redução da variância devido ao erro de simulação pode ser
útil. Em princípio, como apresenta Nevo (2000b), isso pode ser alcançado com
o aumento do número de retiradas ns. Uma forma computacionalmente mais
e�ciente de reduzir o erro de simulação é usar vários métodos de amostragem,
como o importance sampling, utilizado por Berry et al. (1995)64 .

Invertendo as participações de mercado

Como descrito na subseção anterior, a função objetivo do problema de min-
imização (43) depende do vetor de erros uj (�) =

�
�j (�) ; !j (�)

�0
para cada j. O

erro !j é obtido facilmente a partir da equação de oferta (37), a qual é linear
nesse termo. Já �j entra de forma não linear na equação de demanda, dada por
(38). Berry (1994) propõe que se transformem as participações de mercado de
forma que o termo de características não observadas do produto apareça como
linear. Para cada mercado, queremos encontrar o vetor � = (�0,�1; :::; �J) que
satisfaz a equação de demanda, que reescreveremos como:

S = s (�;�1) (45)

Berry (1994) garante a existência de um único �� (S; �1) que satisfaz S =
s (�� (S; �1) ;�1). Sendo imposta a normalização �0 = 0, esse autor mostra que,
dados os parâmetros �1, para cada vetor de utilidades médias �, existe ape-
nas um vetor de participações de mercado correspondente. Ele ainda mostra
que, para cada possível vetor de participações de mercado observadas, S, existe
um vetor � que criará esse vetor observado através da relação em (45), para
dados �1. Assim, cada vetor de participações de mercado pode ser explicado
por um e somente um vetor de utilidades médias, dados os demais parâmetros
desconhecidos.
Para o modelo logit, a inversão de (45) pode ser efetuada analiticamente. A

participação de mercado de cada produto j é dada por (14). Aplicando a função

63O autor ressalta que as participações de mercado previstas em (44) são funções "suaves"dos
parâmetros; dessa forma, um método dos gradientes pode ser usado para minimizar a função
objetivo.
64Vide este artigo para maiores detalhes sobre esse método de simulação.
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logarítmica nessa equação para sj e s0, temos:

ln (sj) = �j � ln
�
1 +

JP
k=1

e�k
�

e

ln (s0) = 0� ln
�
1 +

JP
k=1

e�k
�

Subtraindo a primeira equação da segunda, obtemos:

�j = ln (sj)� ln (s0)

Substituindo as participações de mercado S0 e Sj observadas na equação acima,
obtemos a utilidade média de cada alternativa j para dados valores de �1:

�j (S; �1) = ln (Sj)� ln (S0) (46)

Como o vetor �j (�) é observado, �1 é facilmente estimado.
Para o modelo nested logit, essa inversão também pode ser realizada ana-

liticamente. A participação de mercado de cada produto j é dada por (20).
Aplicando a função logarítmica nessa equação para sj e s0, temos:

ln (sj) =
�j
1� � � � ln (Dg)� ln

�
G+1P
l=0

h
D
(1��)
l

i�
e

ln (s0) = 0� ln
�
G+1P
l=0

h
D
(1��)
l

i�
Subtraindo a primeira equação da segunda e rearrumando, obtemos:

�j = (1� �) [ln (sj)� ln (s0)] + � (1� �) ln (Dg) (47)

No entanto, a expressão acima depende de Dg, que é não observado. Berry
(1994) sugere que calculemos a participação de mercado de cada alternativa j
no grupo g, denotada por sj=g, e a participação de cada grupo g, denotada por
sg:

sj=g =
sjP

j2�g

sj
=
e�j=(1��)

Dg
(48)

e

sg =

P
j2�g

sj

JP
j=0

sj

=
D
(1��)
gP

g
D
(1��)
g

(49)

Tomando o logaritmo da expressão acima para sg e s0 (que é igual a s0), temos:

ln (sg) = (1� �) ln (Dg)� ln
 P

g
D(1��)
g

!
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e

ln (s0) = 0� ln
 P

g
D(1��)
g

!
Subtraindo a primeira equação da segunda e rearrumando, obtemos:

ln (Dg) =
1

1� � [ln (s
g)� ln (s0)]

A partir de (20), (48) e (49), vemos que sg = sj=sj=g. Substituindo isso na
expressão acima e esta, por sua vez, em (47), obtemos:

�j = ln (sj)� ln (s0)� ln
�
sj=g

�
Substituindo as participações de mercado S0, Sj e Sj=g observadas nos dados
na equação acima, obtemos a utilidade média de cada alternativa j para dados
valores de �1:

�j (S; �1) = ln (Sj)� ln (S0)� ln
�
Sj=g

�
(50)

Já no caso do modelo logit com coe�cientes aleatórios, o sistema de equações
representado por (38) é não linear e é resolvido numericamente. A participação
de mercado da alternativa j, dada pela equação (29), não pode ser calculada
diretamente como nos outros dois modelos de escolha discreta apresentados.
Dessa forma, precisamos substituí-la no algoritmo de estimação por um esti-
mador por simulação de seu valor. Suponha que tenhamos um bom estimador
por simulação das participações de mercado e denotemos o vetor de partici-
pações simuladas por s (x; �;Pns; �1) como apresentado no passo anterior. Em
seguida devemos combinar nossas estimativas da função de participação de mer-
cado com as participações observadas, como em (45), para resolver para � como
função de �1:

S = s (x; �;Pns; �1) (51)

De acordo com Berry et al. (1995), uma vez que não podemos resolver (51)
para � analiticamente como nos modelos anteriores, temos que resolver para
esse termo numericamente cada vez que avaliamos a função objetivo (51) em
um diferente �1. Se aplicarmos a função logarítmica à equação (51), somarmos
e subtrairmos � e rearrumarmos os termos,obtemos a seguinte equação equiva-
lente:

� = �+ ln (S)� ln [s (x; �;Pns; �1)] (52)

Assim, todo � que resolve (52), também resolve (51). Berry et al. (1995)
mostram que, para qualquer tripla (s; �; P ) satisfazendo condições de regulari-
dade bastante gerais, o operador T (s; �; P ) : RJ ! RJ 65 de�nido como

T (s; �; P ) [�j ] = �j + ln (Sj)� ln [sj (x; �;Pns; �1)] (53)

é uma contração de módulo menor que um. Isso implica que podemos resolver
para � recursivamente. Isto é, para cada j, começamos avaliando o lado direito

65Como normalizamos �0 = 0, a dimensão de interesse é apenas J .
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de (53) para algum valor inicial arbitrário �0j , obtemos um novo �1j como resul-
tado desse cálculo, substituímos �1j novamente do lado direito de (53) e repetimos
esse processo até veri�carmos convergência66 . Denotamos por �j (s; �; P ) o valor
que soluciona (53).

Calculando o vetor de erros

Finalmente podemos computar o erro de demanda �j para cada j. Para
todos os modelos de escolha discreta descritos esse termo é de�nido como

�j = �j � xj��

em que �j é calculado no passo anterior. Junto com o erro de oferta !j para
cada j, obtemos o vetor de erros uj (�) =

�
�j (�) ; !j (�)

�0
que entra na função

objetivo do problema de GMM (43).

Resolvendo o problema de minimização da função objetivo

O último passo é encontrar o valor de � que resolve o problema (43). Con-
sideremos esse problema na forma matricial:

Min
�
u (�; S; Pns)

0
ZŴZ 0u (�; S; Pns)

Para os modelos logit e nested logit isso pode ser feito analiticamente por se
tratar de um problema GMM linear. Para o logit com coe�cientes aleatórios,
é preciso efetuar um search não linear de �. Segundo Nevo (2000b), o tempo
requerido para esse search pode ser reduzido através do uso das condições de
primeira ordem com respeito a �� para expressar esses parâmetros como função
de �1: b�� = �x0ZŴZ 0x��1 x0ZŴZ 0� ��̂1�
Agora o search não linear pode ser limitado a �1.
De acordo com Nevo (2000b), os dois métodos de search mais usados são

o método de search de Nelder-Mead e o método quasi-Newton com um gradi-
ente analítico67 . Esse autor discute sobre vantagens e desvantagens desses dois
métodos e apresenta formas de acelerar o cálculo.

66Segundo Nevo (2000b), a escolha de um bom valor inicial �0j pode in�uenciar a rapidez
da convergência de (53). O autor sugere o uso dos valores que resolvem o modelo logit,
�0j = ln (Sj) � ln (S0), mas ressalta que, embora geralmente levem mais tempo para serem
computadas, melhores aproximações podem ser derivadas. Nevo (2000b) ainda discute outras
questões sobre como acelerar a convergência.
67Vide esse artigo para descrições mais detalhadas e referências a respeito desses dois méto-

dos.
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5.4 Instrumentos

A hipótese básica para a identi�cação dos parâmetros do modelo no algoritmo
apresentado anteriormente é dada pelas condições de ortogonalidade na equação
(41). Essas condições requerem um conjunto de variáveis instrumentais exógenas
para as equações de demanda e de oferta, sendo esse conjnto representado pela
matriz Z. Nevo (2000b) destaca que não há uma solução global que se aplique
a todas as indústrias e bases de dados. Uma discussão precisa a respeito do
quão apropriado é cada conjunto de hipóteses deve ser feita caso a caso. Nesta
subseção apresentamos algumas possibilidades sugeridas na literatura.
Inicialmente vale recapitular algumas características básicas que uma var-

iável observável deve apresentar para ser candidata a instrumento de alguma
variável endógena. Em primeiro lugar, ela deve ser não correlacionada nem
com o erro de demanda, �j , nem com o de oferta, !j . Em segundo lugar,
essa variável deve ser correlacionada com a variável endógena. Dado isso, Nevo
(2000b) aponta como um passo inicial comum para procurar por instrumentos
para a equação de demanda, por exemplo, olhar para variáveis que estão in-
cluídas na equação de oferta (i.e., variáveis que afetam os custos) e não estão
correlacionadas com o erro de demanda. Segundo esse autor, esses instrumentos
funcionam bastante bem para estimar demanda por produtos homogêneos. O
problema dessa estratégia é que di�cilmente se observa dados sobre custos que
sejam su�cientemente precisos a ponto de as características que afetam o custo
de um produto variarem entre os produtos. Nesse caso, os instrumentos usados
na equação de demanda de um produto seriam essencialmente os mesmos usados
para os demais produtos, algo pouco desejado.
A hipótese de identi�cação mais popular usada na literatura de estimação

de produtos diferenciados para lidar com o problema de endogeneidade é supor
que a localização dos produtos no espaço de características é exógena. Berry
et al (1995), por exemplo, assim como o modelo aqui apresentado, adotam
essa hipótese. Note que isso não vale para os preços e as quantidades dos
produtos, uma vez que modelamos explicitamente a sua determinação, a qual
depende, em parte, de � e !. Já a determinação das demais características dos
produtos e dos custos não é modelada. Essas características são exógenas ao
modelo e satisfazem, portanto, a primeira condição básica para uma variável
instrumental: não correlação com os erros. Por outro lado, Berry et al (1995)
ressaltam que pode-se esperar que tanto as características observadas quanto as
não observadas dos produtos sejam determinadas conjuntamente e que existe um
modelo por trás disso. Nesse caso, a hipótese de exogeneidade das características
observadas estará correta somente se esse modelo apresentar certas propriedades
bastante especí�cas. De acordo com esses autores, é relativamente fácil formular
hipóteses alternativas como base do seu algotimo de estimação e que também
identi�cariam formalmente o modelo. Entretanto, o procedimento de estimação
se tornaria muito mais complicado e, por isso, preferem usar a hipótese mais
simples de exogeneidade.
Essa hipótese de exogeneidade das características pode, de acordo com Nevo

45



(2000b), ser combinada com ummodelo especí�co de competição e hipóteses fun-
cionais para gerar um conjunto de variáveis instrumentais. Bresnahan (1987),
por exemplo, deriva esse conjunto implicitamente a partir daí. Já Berry et
al (1995) geram um conjunto mais explícito de instrumentos. Eles partem da
condição de exogeneidade das características observadas dos produtos e dos cus-
tos e algumas condições de regularidade adicionais para mostrar que o modelo
gera um conjunto ótimo de instrumentos. Esses instrumentos são difíceis de
ser calculados e eles sugerem uma aproximação a partir da intuição do modelo
de competição e das hipóteses funcionais adotadas. Segundo esses autores, os
instrumentos associados ao produto j incluem funções das características de to-
dos os outros produtos. Isso decorre diretamente de uma característica natural
do apreçamento em um oligopólio: produtos que possuem bons substitutos ten-
derão a a ter baixos markups, enquanto que outros produtos terão altos markups
e, assim, altos preços em relação ao seus custos. Além disso, como pela forma
funcional do apreçamento de uma �rma os markups de Nash responderão difer-
entemente a outros produtos próprios e a produtos de �rmas rivais, os instru-
mentos ótimos distingüirão entre as características de produtos produzidos pela
mesma �rma multiprodutora e características de produtos produzidos por �rmas
rivais. Sendo assim, Berry et al (1995) derivam três funções das características
observadas dos produtos (excluindo o preço e outras variáveis potencialmente
endógenas) que podem ser usadas como instrumentos. Para cada caracterís-
tica zjk (i.e., característica k do produto j), essas três funções são: a própria
característica zjk, a soma dos valores da mesma característica k dos produtos
produzidos pela mesma �rma,

P
r 6=j; r2	f

zrk, e a soma dos valores dessa mesma

característica de produtos produzidos pelas outras �rmas,
P

r 6=j; r=2	f

zrk.

Segundo Nevo (2000b), variáveis instrumentais do tipo descrito acima têm
obtido bastante sucesso no estudo de muitas indústrias, incluindo automóveis,
computadores e remédios. Uma vantagem dessa abordagem é que os instrumen-
tos variam por produto. O maior problema é que, em alguns casos, a hipótese
de que características observadas são não correlacionadas com os componentes
não observados não é válida. Um exemplo apresentado por Nevo (2000b) é o
caso em que o tempo requerido para mudar as características observadas é curto
e, dessa forma, mudanças em características poderiam estar reagindo ao mesmo
tipo de choques que os preços.
Nevo (2000b) ressalta que se trata de uma questão empírica veri�car se as

hipóteses necessárias para suportar qualquer das variáveis instrumentais acima
são válidas em alguma dada situação. A solução para essa questão é, sem dúvida,
bastante difícil e requer a comparação de resultados com diferentes conjuntos
de variáveis instrumentais, combinando fontes adicionais de dados e usando o
conhecimento do pesquisador acerca da indústria em questão.
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5.5 Procedimento com outros tipos de dados e métodos
alternativos

Os métodos apresentados anteriormente foram desenvolvidos sob a premissa de
que dados sobre os indivíduos (assim como sobre os produtores) não estão sem-
pre disponíveis. Segundo Berry et al (1995), essa é uma importante concessão
para possibilitar a aplicação do modelo em muitos mercados, nos quais esses
dados não são facilmente obtidos.
Entretanto, há casos em que somente dados a respeito das decisões de con-

sumo individuais são observados. Nesses casos, como destaca Nevo (2000b),
em geral a estimação é feita usando máxima verossimilhança ou métodos dos
momentos simulados68 . O método apresentado aqui também pode ser aplicado
e Berry (1994) descreve o procedimento. Primeiro, podemos reparametrizar a
utilidade como uij = �j + yi�y + "ij , em que yi é um vetor de características
observadas dos consumidores. Depois podemos usar os dados sobre os con-
sumidores para estimar �j . O �̂j estimado pode, então, ser tratado da mesma
maneira que o �j derivado a partir de dados agregados de participações de mer-
cado69 , e o resto do procedimento é análogo ao descrito na subseção 5.2. Uma
vantagem desse procedimento, como destaca Nevo (2000b), é que ele pode lidar
com o problema de endogeneidade, o qual pode estar presente também com o
uso de dados dos consumidores e é ignorado pela maior parte dos estudos que
usam esse tipo de dados.
Além disso, há casos em que é possível observar tanto dados dos consumi-

dores quanto dados agregados. Nesses casos, segundo Nevo (2000b), a análise
pode ser enriquecida. De acordo com Berry et al (1995), a indústria automo-
bilística é um caso em que ambos os tipos de dados estão, em geral, disponíveis.
Petrin (1999), por exemplo, observa, além das participações de mercado dos
modelos de carro, a probabilidade de compra por consumidores de diferentes
grupos demográ�cos. O autor usa essa informação como uma restrição de mo-
mento adicional. Isto é, assim como com as participações de mercado, ele força
as probabilidades de escolha estimadas a preverem as probabilidades observadas.
Segundo Nevo (2000b), essa idéia é similar a usar múltiplas observações do
mesmo produto em diferentes mercados, os quais são representados aqui pelos
diferentes grupos demográ�cos.
Berry et al (2004), de acordo com Nevo (2000b), generalizam essa estratégia

ajustando três conjuntos de momentos aos seus análogos amostrais. Além de
dados agregados sobre as participações de mercado dos modelos de carro, esses
autores observam dados sobre as decisões individuais de consumo e dados sobre
a "segunda escolha"dos consumidores (são dados que Berry et al (2004) têm à
sua disposição a respeito de qual teria sido a escolha de cada indivíduo caso a
sua primeira escolha não estivesse disponível). Segundo Berry et al (2004), esses

68Vide, por exemplo, Goldberg (1995), Rossi et al (1996) e McFadden e Train (2000).
69Berry (1994) destaca que surgem complicações adicionais no caso da aplicação do método

com apenas dados dos consumidores. Essas complicações são oriundas do erro de estimação
em �̂j e Nevo (2000b) ressalta que deve ser tomado cuidado ao se calcular os erros-padrão.
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dados sobre a "segunda escolha"fornecem uma medida direta de substituição.
Os três momentos que esses autores utilizam são: as participações de mercado, a
covariância entre as características dos produtos e as características observadas
dos consumidores e a covariância entre a primeira e a segunda escolha de cada
consumidor. Como Berry et al (2004) assinalam, o algoritmo de estimação que
usam é bastante similar ao apresentado na subseção 5.2, o qual, por sua vez, foi
baseado em Berry et al (1995).
O método aqui apresentado é bastante prático para a análise de demanda

e oferta em mercados de produtos diferenciados. Berry (1994) mostra que esse
método de inversão da utilidade média, mesmo nos casos em que parece exces-
sivamente complicado, é mais simples de ser aplicado do que certos métodos
alternativos que possam parecer soluções óbvias ao problema.
As primeiras opções, que, como destaca Berry (1994), talvez sejam as abor-

dagens econométricas mais óbvias e diretas para lidar com o termo de carac-
terísticas não observadas, são estimar �j como um "efeito �xo"(i.e., estimar esse
termo em conjunto com os coe�cientes �� dentro de �) ou integrar a expressão
das probabilidades de escolha em uma distribuição exógena escolhida para a
heterogeneidade não observada �. Berry (1994) discute que nenhuma dessas
opções é compatível com o modelo que temos em mãos.
O modelo de determinação de preço, por exemplo, não é consistente com

qualquer hipótese de uma distribuição exógena para � condicional a x. Isso
decorre diretamente das condições de primeira ordem para preços ótimos em
(35), que implicam que diferentes valores de � resultam em diferentes níveis de
preços. Isso porque � entra no vetor de participações de mercado s (x;p; �;�)
e diferentes valores de � implicam em diferentes valores de s (�), que, por sua
vez, implicam em um diferente vetor de preços de equilíbrio. Além disso, em
equilíbrio, o vetor de participações s (�) depende do vetor de preços de equi-
líbrio. Assim, se integrarmos as participações de mercado na distribuição de �
e deixarmos os preços �xos (ignorando, portanto, o efeito de � sobre os preços),
não obteremos o nível médio de participações de mercado que seria observado
com a variação de �.
Quanto à outra opção de estimar os J valores de �j (um de cada pro-

duto) em conjunto com os coe�cientes �� associados às características xj na
equação �j = xj�� + �j , Berry (1994) argumenta que combinações de valores
para

�
�1; :::; �J ;

��
�
que dão os mesmos valores de �j devem também gerar as

mesmas previsões para o comportamento dos consumidores. Sendo assim, o
vetor � não pode ser estimado separadamente dos coe�cientes de gostos pelas
características dos produtos. Entretanto, de acordo com esse autor, não é pos-
sível estimar uma média como �j , em que há uma para cada produto j, em
conjunto com coe�cientes de variáveis que não variam entre os produtos.
Uma abordagem alternativa adicional destacada por Berry (1994) é resolver

a forma reduzida do modelo, como faz Bresnahan (1987), por exemplo.
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6 APLICAÇÃO

Nesta seção apresentamos uma aplicação empírica a �m de ilustrar alguns pon-
tos importantes abordados nesse trabalho. Analisamos o mercado brasileiro de
carros novos no ano de 2007. Coletamos dados de 50 modelos, sendo as car-
acterísticas incluídas preço (em mil reais), potência (em cavalos), porta-malas
(em litros), comprimento (em metros), desempenho do motor com gasolina (em
km/l) e quantidade. Como aproximação para a quantidade, usamos os dados da
ANFAVEA de vendas no atacado. As informações sobre as características dos
carros foram obtidas nos sites das respectivas montadoras e da revista "Quatro
rodas". A partir da PNAD, obtivemos uma amostra de 3000 indivíduos para
quatro características: log(renda), log(renda)2, idade e uma dummy para sexo
(em que 1 indica sexo masculino). Já as características não observadas dos
indivíduos foram obtidas de uma amostra aleatória de uma distribuição nor-
mal de média 0 e desvio-padrão 1. A estimação foi realizada no matlab e o
código utilizado foi gerado a partir do código de Nevo (2000b) e está exibido no
apêndice.
O foco desta aplicação está na estimação da equação de demanda. A equação

de oferta, especi�cada por (37), é utilizada apenas para motivar o uso como in-
strumentos para o preço de um determinado carro das características (exceto
preço) dos demais carros, as quais contribuem no processo de determinação
desse preço (como pode ser constatado em (37)) e são supostas exógenas. Essa
hipótese de exogeneidade é fundamental para a identi�cação dos parâmetros da
equação de demanda. Entretanto, como já discutido, trata-se de uma hipótese
bastante forte, uma vez que, em muitos casos, pode não ser razoável supor
que as �rmas não determinam as características dos seus próprios produtos em
conjunto com os preços. Optamos por adotar essa hipótese simpli�cadora e,
seguindo sugestão de Berry et al. (1995), para cada produto, usamos como
instrumentos (apontados por esses autores como uma aproximação para os in-
strumentos ótimos) os valores de suas próprias características (exceto o preço),
a soma dos valores de cada uma dessas características para os demais produ-

Variáveis Médias Desvios­padrão Log(renda) Log(renda)^2 Idade Sexo

Constante 38.94 0.33 0.48 0 0.20 0.50
Preço ­9.06 0.09 5.59 ­0.8 0.00 0.74
Potência ­12.80 0.31 1.85 0 ­0.30 1.36
Porta­malas ­5.25 0.03 1.34 0 0.45 0.46
Comprimento ­2.28 0.02 0.81 0 0.47 0.11
Desempenho ­1.32 0.00 0.37 0 0.00 0.00

TABELA I
RESULTADOS DO MODELO LOGIT COM COEFICIENTES ALEATÓRIOS
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Carros Palio 1.0 Siena 1.0 Doblò Marea Stilo Fiesta 1.0 Parati Polo

Palio 1.0 ­37.521 0.043 0.005 0.000 0.008 0.033 0.011 0.014

Uno 1.0 0.098 0.036 0.004 0.000 0.007 0.027 0.009 0.012

Marea 0.187 0.068 0.008 ­59.649 0.013 0.052 0.017 0.022

Stilo 0.278 0.101 0.012 0.001 ­88.852 0.077 0.026 0.033

Fiesta 1.0 0.128 0.047 0.005 0.000 0.009 ­40.806 0.012 0.015

Fiesta Sedan 1.0 0.136 0.049 0.006 0.000 0.010 0.038 0.013 0.016

Ka 1.0 0.100 0.036 0.004 0.000 0.007 0.028 0.009 0.012

Focus Hatch 0.221 0.080 0.009 0.001 0.015 0.061 0.021 0.026

Astra Sedan 0.223 0.081 0.009 0.001 0.016 0.062 0.021 0.026

Meriva 0.217 0.079 0.009 0.001 0.015 0.060 0.020 0.026

Prisma 0.136 0.050 0.006 0.000 0.010 0.038 0.013 0.016

Vectra 0.283 0.103 0.012 0.001 0.020 0.078 0.026 0.034

Fit 0.211 0.077 0.009 0.001 0.015 0.058 0.020 0.025

Civic 0.328 0.119 0.014 0.001 0.023 0.091 0.031 0.039

C3 0.195 0.071 0.008 0.001 0.014 0.054 0.018 0.023

Xsara Picasso 0.259 0.094 0.011 0.001 0.018 0.071 0.024 0.031

Clio Sedan 1.0 0.152 0.055 0.006 0.000 0.011 0.042 0.014 0.018

Parati 0.174 0.063 0.007 0.001 0.012 0.048 ­55.401 0.021

Polo 0.185 0.067 0.008 0.001 0.013 0.051 0.017 ­59.194

ELASTICIDADES DO MODELO LOGIT

TABELA II

tos produzidos pela mesma �rma e a soma para todos os produtos das demais
�rmas. Nesse caso, utilizamos 12 instrumentos.
Em primeiro lugar, apresentamos os resultados da estimação do modelo logit

com coe�cientes aleatórios utilizando o procedimento descrito nas subseções 5.2
e 5.3. Vale salientar que o único objetivo de apresentar esses resultados é para
ilustrar todas as diferentes fontes de impacto sobre as preferências pelas car-
acterísticas dos produtos que são captadas por esse modelo. Como podemos
observar na primeira coluna da tabela I, os coe�cientes médios (��), exceto o
relativo ao preço, aparecem com sinal invertido ao que se esperaria70 . Não é
razoável, por exemplo, que, ceteris paribus, o consumidor médio pre�ra carros
menos potentes a carros mais potentes. Além disso, nenhum dos coe�cientes
estimados se mostrou estatisticamente signi�cante. Há algumas possíveis expli-
cações para esses resultados contra-intuitivos e não signi�cantes. A primeira que
apontamos diz respeito ao fato de dispormos de dados de apenas um mercado,

70Vale ressaltar que, diferentemente de modelos de regressão linear, em modelos de escolha
discreta esses coe�cientes não representam diretamente o impacto das variáveis sobre a de-
manda. Para encontrar os impactos, é preciso derivar a demanda em relação a cada variável.
Contudo, os sinais desses coe�cientes podem ser usados para indicar a direção desses impactos.
O mesmo vale para os demais coe�cientes da tabela I.
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Carros Preço Potência Palio 1.0 Classic Astra Sedan Fit Logan Gol 1.0 Golf

Palio 1.0 28 65 ­751.17 103.07 41.09 60.43 63.82 121.36 39.24

Uno 1.0 23 65 71.37 55.28 18.02 28.25 31.65 70.28 16.33

Doblò 51 112 1.08 2.95 15.49 8.81 13.14 1.19 12.65

Marea 45 106 0.27 0.41 0.75 0.68 0.64 0.27 0.77

Stilo 67 140 5.64 10.37 37.17 27.32 21.29 5.86 41.33

Fiesta 1.0 31 71 34.09 31.88 16.42 22.39 22.96 34.04 16.00

Fusion 83 162 1.55 4.00 36.05 18.66 15.61 1.66 36.18

Celta 1.0 28 70 80.53 63.37 22.13 33.66 35.69 79.31 21.17

Corsa Sedan 35 106 9.21 12.39 15.89 16.14 16.44 9.44 15.72

Classic 29 70 45.95 ­848.79 32.18 40.52 43.01 46.30 30.54

Astra Sedan 53 121 3.67 6.45 ­1,633.99 14.21 12.71 3.82 19.06

Meriva 52 112 0.88 3.83 31.01 12.98 32.15 1.03 18.89

Vectra 68 129 8.34 18.23 97.83 60.68 52.72 8.81 100.54

Fit 51 85 19.41 29.20 51.08 ­1,518.26 44.02 20.04 53.34

Logan 33 89 3.50 5.29 7.79 7.51 ­1,015.40 3.63 6.95

Scénic 62 118 2.05 3.67 11.53 8.83 7.23 2.13 12.59

Corolla 75 136 2.63 5.52 28.48 18.33 14.50 2.76 30.78

Gol 1.0 28 68 126.54 108.30 44.58 65.06 69.12 ­738.34 42.31

Golf 67 132 6.74 11.77 36.65 28.53 21.78 6.97 ­2,044.57

Polo 44 101 16.04 19.08 19.66 21.75 19.02 16.24 21.22

ELASTICIDADES DO MODELO LOGIT COM COEFICIENTES ALEATÓRIOS

Características

TABELA III

além de um número bastante reduzido de observações. Como vimos anterior-
mente, o uso de dados de mais de um mercado, com variação no conjunto de
escolha disponível para os consumidores, e um número maior de observações
ajudam a identi�car os coe�cientes verdadeiros.
Uma segunda explicação possível é que a hipótese de exogeneidade das car-

acterísticas seja violada. É possível que estas variáveis estejam correlacionadas
de alguma forma com o erro, de modo que os coe�cientes a elas associados não
re�itam os seus efeitos líquidos sobre a demanda71 . A primeira possibilidade
para haver essa correlação é que, assim como os preços, as demais caracterís-
ticas estejam sendo determinadas pelas próprias �rmas. Nesse caso, seria im-
portante também especi�car equações de determinação dessas características e,
dessa forma, as variáveis que estiverem incluídas nessas equações mas não na de
demanda seriam candidatas a instrumentos para essas características. Se, por
exemplo, a decisão acerca do tamanho do porta-malas de um carro depender

71Mais uma vez é importante ressaltar que, na verdade, para obter os efeitos dessas variáveis
sobre a demanda, é preciso derivá-la em relação a cada uma delas.
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do tamanho médio dos porta-malas de carros similares, essa variável seria can-
didata a instrumento para a característica tamanho do porta-malas na equação
de demanda. Além disso, ela não pode ajudar a explicar a demanda, senão
seria simplesmente incluída na equação. Entretanto, modelar a determinação
de todas as características está fora do escopo desse trabalho, mas se trata de
uma extensão interessante72 .
A segunda possibilidade é que essa correlação das características com o erro

seja gerada por uma ou mais variáveis relevantes para explicar a demanda e
fortemente correlacionadas com essas características que tenham sido omitidas
da equação de demanda. Nesse caso, seria importante identi�car essas variáveis
e incluí-las na equação para que se possa captar os efeitos líquidos de todas as
características.
A terceira possibilidade é que haja signi�cativos erros de medida nessas car-

acterísticas. Os preços obtidos, por exemplo, correspondem aos preços de fábrica
e não aos veri�cados de fato na venda. As quantidades registradas representam
as vendas para as concessionárias e, exceto para os modelos com motor 1.0, en-
globam todos os modelos com diferentes especi�cações do mesmo carro. Dessa
forma, tornou-se necessário obter uma média de cada uma das características
para todo carro que não fosse 1.0. O Palio, por exemplo, possui três modelos
com motores diferentes na base analisada: 1.0, 1.4 e 1.8. Para o modelo 1.0,
observamos a quantidade de vendas discriminada na base da ANFAVEA. Já
para os demais modelos, a quantidade de vendas aparece agregada, tornando-
se necessário, portanto, ponderar as especi�cações desses modelos para obter
características "médias". Entretanto, é possível que a ponderação adotada não
tenha sido adequada, de forma que os valores obtidos para as características
médias não representem a realidade e, portanto, nos impeçam de capturar uma
relação signi�cante entre essas variáveis e a quantidade. Além disso, as unidades
de medida das variáveis também podem não ser as mais apropriadas para entrar
na equação de demanda, di�cultando, assim, a obtenção das relações esperadas.
Prosseguindo com a análise da tabela I, os coe�cientes da segunda coluna

correspondem ao efeito médio dos atributos não observados dos indivíduos sobre
o gosto por cada uma das características dos carros. Isto é, eles nos indicam os
desvios médios que esses atributos não observados exercem sobre os gostos mé-
dios pelas características dos carros. As quatro colunas seguintes dizem respeito
ao efeito médio de cada um dos quatro atributos observados dos indivíduos sobre
o gosto pelas mesmas características. Como anteriormente destacado, nenhum
dos coe�cientes obtidos é estatisticamente signi�cante.
O segundo ponto que abordamos nessa aplicação diz respeito à comparação

entre as elasticidades estimadas pelos modelos logit e logit com coe�cientes
aleatórios. Analisamos apenas a elasticidade da demanda ao preço, pois esta
é a única variável que, apesar de não ser estatisticamente signi�cante como
as demais, apresenta o coe�ciente com o sinal correto, permitindo observar os
resultados esperados. As elasticidades estão exibidas nas tabelas II e III. Como

72Vide, por exemplo, Seim (2006), que considera que todas as características de um produto
produzido por uma �rma são determinadas por ela.
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esperado, no modelo logit observamos que, em cada coluna, as elasticidades
não variam substancialmente entre os produtos. Isso decorre diretamente da
independência dos erros. Sendo assim, caso aumente o preço do Palio, por
exemplo, o logit preverá que a maior substituição em termos absolutos ocorrerá
em direção do carro que tiver maior participação de mercado.
Já no caso do modelo logit com coe�cientes aleatórios, podemos observar

que as elasticidades variam bastante entre as alternativas. Quando o preço de
um carro aumenta, a substituição prevista pelo modelo se dá, principalmente,
na direção do carro mais similar a ele. Vejamos, por exemplo, a quarta coluna
da tabela III, que indica as elasticidades de todos os carros em relação a um
aumento de um por cento no preço do Palio 1.0. A maior elasticidade é a do
Gol 1.0, cujas características são bastante próximas às do Palio 1.0 (vide, por
exemplo, preço e potência). Sendo assim, o modelo prevê que, com um aumento
no preço do Palio, a maior parte da população substitua pelo Gol. Por outro
lado, a menor elasticidade é a do Marea, que, por sua vez, possui características
bastante distintas às do Palio. Comparando as tabelas II e III, constatamos
empiricamente que os padrões de substituição previstos pelo modelo logit com
coe�cientes aleatórios são bem mais razoáveis do aqueles previstos pelo logit
simples e, portanto, parece ser mais adequado para captar as verdadeiras re-
lações entre as características dos produtos e a demanda.

7 CONCLUSÃO E EXTENSÕES

Neste trabalho discutimos detalhadamente o desenvolvimento de métodos de
estimação de parâmetros de oferta e demanda em mercados de produtos diferen-
ciados. Focamos em modelos de escolha discreta para a demanda que modelam
explicitamente a presença de um termo representando características não ob-
servadas dos produtos. Modelando adicionalmente a regra de determinação dos
preços como dependente de todas as características dos produtos, introduzimos
explicitamente o problema de endogeneidade dos preços, decorrente de sua corre-
lação com esse termo. Apresentamos um método de estimação, desenvolvido por
Berry (1994) e Berry et al. (1995), capaz de tratar essa endogeneidade explici-
tamente através de técnicas lineares de variáveis instrumentais. Esse método
é desenvolvido para o uso de apenas dados agregados, mas descrevemos mod-
i�cações que podem ser realizadas para possibilitar o uso de dados sobre as
decisões dos consumidores ou ainda ambos os tipos de dados.
A �m de simpli�car a exposição, a discussão desse trabalho se baseia em di-

versas hipóteses restritivas, sendo possível apontar algumas possíveis extensões.
Berry (1994) discute algumas delas. Como destaca o autor, talvez a hipótese
mais difícil de relaxar seja a de exogeneidade das características dos produtos.
As �rmas são modeladas de forma a determinar apenas os seus preços, sendo as
demais características tomadas como dadas, hipótese que parece pouco razóavel.
Uma solução para esse problema requer um modelo do processo dinâmico que
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gera essas características73 . Outra restrição que pode ser relaxada diz respeito
aos modelos de utilidade dos consumidores e do comportamento das �rmas ap-
resentados na metodologia anterior. A única hipótese requerida é que esses
modelos incorporem as características não observadas dos produtos, de forma
que a endogeneidade dos preços seja explicitamente considerada. Destacamos,
ainda, a hipótese simpli�cadora, bastante comum na literatura de estimação de
demanda por produtos diferenciados, de que as características das alternativas
são as mesmas para todos os indivíduos. Relaxando-se essa hipótese, torna-se
possível a aplicação da metodologia a outros tipos de mercados de produtos
diferenciados, como o de seguros de automóveis, por exemplo, em que as carac-
terísticas do seguro contratado variam entre os indivíduos.

73Seim (2006), por exemplo, modela a entrada de �rmas em um mercado, considerando
que todas as características dos produtos são escolhidas por elas. Vide esse artigo e suas
referências para uma discussão mais detalhada dessa questão.
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