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.INTRODUCAO

ﬁste trabalho tem como objgtivq discutir as
:implicaQBes da hipotese de cbﬂvexidadg em modelos mateméfi-
cos da Teoria Economica. A selegao dos pontos a serem abor-
dadps e sua distribuicdao ao longo dos quatré capftulos ten-
ta conciliar a necessiria objetividade de uma dissertacgao
de mestrado com a fertilidade do tema escolhido.

O Capitulo I & destinédo a exposigao de con-
ceitos puramente matematicos que formam a base para a abor-
dagem ée problemas da'Tepria EconGmicq tratados nos dgmais
capitulos. Seu ponto alto sEo_os‘teo?emés de separagao, ob-
tidos a partir da hipdtese de convexidade.

0 Capitulo II utiliia os teoremas de separa-
gao para discutir alguns problemas de otimizagao condiciona-
‘da que surgem com ffeqUéncia em Teoria Econdmica. Em cada
segcao apresentamos um desses problemas, provamos um teorema
que o soluciona e o utilizamos em uma aplicacao a Teoria

Economica.

LIV,

\




‘ No Capitulo III apresentamos o modelo  de

Arrow-Debréu. Este modelo baseia-se na hipdtese de convexi-
. dade para provar a existéncia‘de equilibrio cpmpetitivo em
~uma economia com produgag e consumo.

-0 éépitulo IV destina-se a analise da  exis-
téncia de equiiibrio competitivo em‘economigs em que nao ha
a hipotese de convexidade. Na introaugio do ;apftulo - dis-
cutimos as implicagoes econ6migas desta hipotese bem.como de
sua auséncia em economias com um gfande namero de agentes. Em

seguida apresentamos dois modelos de economia competitiva on-

de nao consideramos a hipotese de convexidade.



- NOTACAO

X n._ ...
Dados os vetores x,y € R -~ utilizaremos- as

' notagodes abaixo:

X 2 y: 'xi = Yy; para todo i.
X > y: = Y para todo i e X5 > yi~,' para pe-’
menos um 1i'.

x 2 y: X5 > y; Ppara todo i.

' n
Denotaremos os vetores e, €3 € R por

e = (1,1,...,1)
e: . = (0,...;,0,1,0,...,0), onde a'i-és'ima_coordenadaé' 1.

R : xerY  se x > 0.

+ - e
n . n
Ryvt XE€R, o6 x>o0.

VI.

\




CAPTTULO I

REQUISITOS MATEMATI COS

I.1 - Introducao

Neste capitulo desenvolvemos.o instrumental
matematico que aplicamos nos demais capitﬁlos. 0 capitulo
esta dividido.em 6 secgoes.

Na segao I.1 apresentamos os principais con-
ceitos da algebra lin€ar com os quais trabalhamos em todo-
o capitulo.

Na secgao 1.3 definimos conjunto convexo e
provamos o0s principais teoremas envolvendo esta definigao.

A se;éo I.4 introduz a nogao de norma de  um
vetof com a qual podemos aefinir propriedades .topolégi-
cas dos conjuntos no espaco R®. Em seguida definimos  con-

~vergencia de seqliencias e continuidade de fungoes.

A segao I.5 apresenta o funcional de Minkowski




»

e o utiliza para demonstrar o pfincipal teorema deste capi-
tulo: o teorema ae separagao de Mazur. Os corolarios deste
Teorema serao muito utilizados nos capitulos II e III.
Finalmente, na segao 1.6 damos uma demonstra-
¢ao do Teorema de Wéierstrass que garante a existéncia de
pontos de miximo e de minimo de fungdes reais definidas em

um conjunto compacto.




1.2 - Espacos Vetoriais . | N\

‘Neste item sao apresentados os  principais
conceitos da Algebra Linear e alguns de seus resultados cujas demons-
tragoes sao omitidas para que nio nos desviemos do tema des-

te trabalho.

Definicao:

Um espaco vetorial E € um cohjunto de elemen-

tos chémédos de vetores com as operégées de soma e multipli-
cagao por escalar. Dados dos vetores x, y € E e um escalar
A, tem-se x+y € E e AF €E. O qonjunto E e as operagoes de
soma de vetores e multiplicagao por escalaf devem safisfazer
aos axiomas abaixo:

1) x+y = y+x

é)_(x+y) + 2= x+(y+2)

3) Existe um vetor nulo ® € E tal que x+0 = x para todo x € E
4) Pa}a todo x € E-existe -x € E tal que x+(-x)= 6

ax+oy

5) a(x+y)

6) (a+B)x ax+Bx



7) (aB)x = a(Bx)

8) 0x=0 e 1x=X

Exemplos: E = R? ={(x1,“x2,- ceny xn) x; €R, i=1,2, ... n}
"E =.Espagos das fungoes polinomiais definidas num

intervalo real [a, b]

- Definicao:
Um subespaco W do espaéo vetorial E &€ um sub-

conjunto de E tal que ax+By € W sempfe que x, y € W.

Exemplos:_

- Qualquer reta em R2 que contém a origem € um subespago. O

R® também & um subespaco.

Exemplos




- Qualquer reta ou plano em R que contém a origem & um sub- }Q

espago. O R & também um subespaco.

-

E - = espago das fungdes reais no intervalo [a,b] € R
Ep = espago das fungoes polinomiais no intervalo [a,b] € R
E, = espago das fungOes exponenciais no intervalo [a,b].€ R

E eE, sao subespagos de E

Definigao:

Uma combinacao linear de vetores xl,xz,...;xn

de um espago vetorial E € o vetor .oy X * a; X, * ...+ o0 X,

onde os Gy Opy eeey O sao escalares.

Definigao:
Seja A um subconjunto do espago vetorial E. O

conjunto formado por todas as combinagoes lincares de ecle-




mentos de A € chamado de subespaco gerado por A e seri deno-

minado por W(A).‘

. Exemplo: 1
/. _
E = R2 /\A/
~
w(A)
Definigéo:

Un conjunto finito A de vetores linearmente
independentes ¢ denominado base de um espago vetorial E se

W(A) = E, isto €, se o conjunto gera o espago.

2 3

Exemplo: {1, x, x°, x” ... } & base do espago E

P

Definigao:

Seja W um sgbespago do espago vetorial E e X
um vetor de E. A translacao de W por X, € chamada de varie-

dade linear de W que passa por X, € € representada por V =

T Xt W




Exemplo:
E = R v
w
/xo
Definigéo;

Um vetor x de um espago vetorial E € dito 1li-

nearmente independente de um conjunto A contido nesse espa-

¢o se x nao puder ser escrito como uma combinagao linear de
vetores de A. Um conjunto de vetores € dito linearmente in-
dependente se cada um dos: vetores € linearmente independente

em relacao aos demais.

Resultado 1:

Unm conjunto de vetores Xj, X,, .+, Xj sao

linearmente independentes se, e somente se 07 X; * 0y X5 + ...%

+o, X =6 implica aj=a,= ... = a =0




Definicgao:
Um espago vetorial € dito de dimensdo finita

quando admite como base um conjunto finito de vetores.

Resultado 2:

Duas bases de um mesmo espago vetorial E tem
necessariamente o mesmo numero de vetores linearmente .inde-

pendentes.

Definigao:
Sejam A e B dois conjuntos contidos no espago
vetorial E. A soma de A'e B, representada por A+B, € o con-

junto de todos os vetores a+b onde a€A e DbEB.




Definigao:

Sejam E e F dois espagos vetoriais definidos

sobre o mesmo corpo de escalares. O produto cartesiano de E

por F, representado por ExF € o conjunto de todos os pares
ordenados (e,f) onde e€E e fE€ F:

Analogamente o.produto_cartesiano de ‘dois con-
juntos A e B € o conjunto de todos os pares‘ordenadps (a,b)
onde a€A e bGB:.

Exemplo: E=R, F‘-'R2 ExF= R3

I.3.- Convexidade

Definicao:
Um conjunto C contido num espaco vetorial E
& convexo se dados dois pontos xj, X, € C, todos os pontosda

.

forma ax, +'('1-a)x2 com 0< o £ 1 pertencem a C.

<

nao convexo convexo



10

Definigao:

Sejam X;, X5, «.<, X, pontos de um espago ve-

torial E. Uma combinacao convexa destes pontos € ‘o -ponto

n on
x= I o; X:, 0. 20,1i=1, 2, ... n, e I oa.=1:
jep 1 4 i joq i
.2
exemplo: E=R X; = (0,0)
X, = (0,1)
Xz (110)
_ 1 1 1 1 1
A B T kS
1
[ xz
Cuy
Xo S|

Teorema 1.1

A intersegao de uma familia (finita ou infi-

nita) de conjuntos convexos € um conjunto.convexo.

prova: Seja uma familia de conjuntos convexos AX (eAr). Se

‘xey€ [ A, entao x e y. € Ay, para todo AEA. Se-
- A€A



11

ja s(x,y) o conjunto dos pontos da forma ax + (1-a)y,
0 < a<l. Como cada Ax € convexo, segue-se que
s(x,y) = AA’ para todo.AQAi Logois(x,y) = A%AA% .
0 que prova que a intersegao de conjuntos convexos @
um conjunto convexo.

Q.E.D.

Teorema 1.2

Sejam C1 e C2 conjuntos convexos no espago
vetorial E. Entdo os conjuntos C1+ Cz e Clx C2 sao convexos.
prova: Tome X;, y; € C; e Xy, Y2 € Cy. Temos x=x; +x, €

€C*+C, e Y=¥3*+¥; € C +C,. Seja.Ogasl. ax +
+(1-a)y = a(x1+x2) + (1’a)(Y1+Y2) = (axl +.(1'Q)Y1 +

+ (qxz + (l-a)yz) € C14C2 pois Cl e C, $S3ao0 convexos.

Seja x = (x5, x,) € Clx C, ey-= (yl, yz?.'e Cix G
ax + tl-a)y = (axl, axz) + (1;a)yl, (l-a)yz) ; (axl +
+ (l-a)yl, ax, + (l-a)yz) € Clx C, 'pois C; e Czséo
;onvexos.

Q.E.D.
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Teorema I.3

Um conjunto C & convexo se, e somente se, to-
da combinagao convexa de um nimero finito de elementos de C-

pertence a C.

prova: Se toda combinagao convexa de elementos de C pertence
a C, uma combinagao convexa de dois elementos de C

pertence a C, logo C € convexo.

‘Para provar que toda combinagao convexa de um nimero
n finito de elementos de C pertence a C utilizamos o
principio de indugdo finita. Para n=2 & trivial. Su-

ponha que a afirmativa vale para n>2. Sejam X{s Xgeeeo X,

X041 € C tome x = Ay *1 + AZ Xog * oo # An x, + %*1

n+l1

A20, i-=1, 2, ..., n+l, z Ai = 1. Se para

x ’ -
n+l i=1

algum i, Ai=0 entao x € uma combinacao convexa de n
elementos e pertence a C pela hipétese de inducdo. Se

A: >0 para todo i temos:
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n
-onde xn+1 =1- ¢ Ai
; . i=n
- 'A.. n
seja X = nl Xp* eee * ;" X0 € B= I A,
IoA I 1=1
i=n i=1 o
Apep = 1B

combinagao convexa de n elementos. Te-

mos x = B x + (1-B) X1 € C.

Q.E.D.

Definicao:

Seja A um conjunto do espago vetorial E. - De-

nomina-se fecho convexo de A, -representado por co(A) ao me-

nor conjunto convexo que contém A.

(MK
|

Teorema 1.4

Seja A um conjunto do espago vetorial E. En-

tao co(A) & o conjunto de todas as combinacdes convexas

de
um numero finito de elementos de A.
_ n n
prova: SejaY = {y €E: y = I o; X34 X3 €A, 0;20, E A=l
i=1 ' =
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n<=}, o conjunto de todas as combinagoes convexas de
um nimero finito n arbitririo de elementos de A. De-
vemos mostrar que Y = co(A), isto €, Y = co(A) e

co(A) = Y.

ad

Sejay €Y,y = a; xj + .. *+ oy X, X; € A para to-

do i. Se x; €A entao x; € co(A). Como co(A) é

convexo, pelo Teorema I.3 temos y € co(A), isto pro-

va que Y = co(A).

Para prdvar que co(A) = Y basta observar que A < Y

e que Y & convexo. De fato se x; € A, y = 0

+I..+
1

Xy

+-1 xi+...; 0x €Y, ou seja Xi-G Y, isto prova que

‘n
' 1.0 19
A = Y. Para mostrar que Y & convexo tome y~ =" I o X5
: m
e y2 = I ag xg R x}; x% € A. Se 0<B<1l. Temos
: j=1 1 3 1 J
n n
B yl + (1-B)y, = I Ba% x% + I (l-B)ag x%. Defina
i=1 j=i ]
1 2

1 - | 2. = 2 _
Bai = Ak e (1-B)aj Ak+n’ X; =x e xj Xpan®

=

Note que
i

s
N
n~s
r”
—
1
Ros)
N
Q
(SN XY
"o
hoo)
~
e l=]
Q

o. +
Bl
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m 2 ' ‘ n+m
+1 I a. = 1. Temos By, + (1-B)y, = £ X X,

5=1 j , 1 _ 2 . k=1 k 7k
n+m
kzl )\k=1.' >\k 2 0, Xk € A. Logo Byl + (1"8))’2 € Y
isto prova que Y € convexo.

Q.E.D.

I.4 - Espacos Vetoriais Normados

Definicao:

"Um espago vetorial normado € um espago veto-
rial E no qual se pode definir uma fungao que transformé to-
do vetor x € E num niimero realr x|l denominado norma de x.
A norma satiéfgz aos s;guintes é;iomas:

1) jix]l 20 pa;ra~todo Xx€E e ﬂxl] =0 se, e somente se, x=0.
) Bxeyl s Dxl + Iyl para todo x o y € E.

3) Jax] = |a] ||x]] para todo x € E e todo escalar a.

O conceito de norma permite definir proprie-
dades topoldgicas dos conjuntos contidos num espago vetorial

normado.

N
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Vejamos alguns exemplos de espagos vetoriais

normados.

Exemplo 1:

: . n - . ' ..
- 0 espago vetorial R & normado pois podemos definir para
n - - 3 -
toto x € R* um numero real [x|, denominado norma euclidia-

na de x,

: - 2 2 Z
| x|l = /&1.+ Xy *+ooot X
0 qual satisfaz 3as propriedades (1), (2) e (3).
No espacgo R" podemos definir duas outras normas que seriao

utilizadas no Capitulo IV:

a
-
In
=]

Norma do Maximo: "xﬂM max [x;] 1
. . n
Norma da Soma: [x[, = I |x

onde |x;|= v x2

Exemplo 2:

- 0 espago vetorial C[a,b] das funcdes reais continuas no in-
tervalo [a,b] € normado pois podemos associar a cada fun-

¢ao x € Cla,b] um nimero real ||x|| que obedece &s proprie-



17

dades (1), (2) e (3), definido por

x| = max |x(t)]
a<gt<b

Definicgao:

Define-se a bola aberta de raio e>0 e centro

a€E como o conjunto dos pontos x € E tais que [x-af < e, is-

to €:
B(a,e) = {x:x € E, [x-a] < e}
//—\\ E=R2
Ia )
‘\ e /
\_’/
Definigao:

Um ponto x € A € um ponto interior do conjun-

to A se existe e€>0 para o qual B(x,e) = A .

Exemplo: A = {(xl,xz) € RZ, l<x; <2, 1l<x, <2}

todo ponto (x1.X;) €A tal que x,# 2 € ponto inte-

Tior de A
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2 =
) xz—l}

B = {(xq, x;) € R
Nenhum ponto de B € ponto interior pois toda bola

de raio e>0 e o'centro (x;,1) contém o ponto

(xl, 1+e/2) ¢ B.

Definicao:

Chama-se de conjunto interior de A, denomina- -

o .
do A, ao conjunto de todos os pontos interiores de A.

. ) )
Definicdo: Um conjunto A € dito aberto se A=A

Definigao:

Um bonto x€EE € um ponto de acumulacdo do con-

junto A se para todo €>0 existe um ponto yéA tal que [[x-y]< €

- o
Decorre desta definig@o que todo ponto xEA €

um ponto de acumulagao de A pois por hipdtese existe e>0 tal
que B(x,e) < A, pod.endo—éé obter YEA, y € B(x,e) e isto leva a
| x-yl| < €, o que caracteriza x como ponto de acumulagado de A.
Contudo, pode haver um ponto X€A que nao & ponto de acumula-

“¢ao do conjutno A. Por exemplo seja A={x, xER, Ogx<1}U{2}. O
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ponto.x=2 nao € ponto de acumulagio de A.
Note-se, finalmente, que a definicio de ponto
de acumulagao nao exige que .0. ponto pertenga ao conjunto. Se-

ja A_:'{xl, x,) € R, 1<xy<2, 1<xy<2}. O ponto x=(1,1) € A

mas para todo €>0 o ponto y=(l+e/2), y € A € tal queﬂxéy"< E.

Definicao
Denomina-se por fecho de A ao conjunto A for-
mado por todos os pontos de acumulagdo do conjunto A.

2
Exemglo l1: E =R

A ='{(xl,x2) € th.lsx1$x2<2}

o

A= {(xl.xz) € Rz, 1<xl<x2<2}

NN

N7
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F(‘JNQ;‘.“

' UNBACAO GETULIO VARGAS
uBUOthAMAKﬂ)HE\NNHHEHMONSE

A = {(xy.x,) € R", 1xx

Exemplo 2: Seja o conjunto A — RS o conjunto aberto

. .
A = {(xl’XZ’XS) S S xg <l e x5=0 .}

2 =
Xl < 1, XS—O}

0 ' .
A=0 pois para qualquer bola aberta B(&le)c:K,
possui um ponto (xl,xz,e/Z) ¢ A
Definicao: . Un conjunto A .E- & fechado se A=A

Teorema I.5

Seja C um conjunto convexo num espago vetorial

o
normado. Entao C e C sao conjuntos convexos.

FUABA A0 GETULIO VARGAS
R 11 72t N o=
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Se C=¢, C & convexo. Sejam X7, X, €EC e tome

'x = Ax; + (1-2)x,, 0<Agl. Devemos mostrar que x€T .

Pela definicao de C, dado €>0 existem Yi» ¥z € C tais
que ﬂxl-ylll <e e [x,-y,|<e. Tomey = Ay*(1-N)y, € C.
Temos [x-y| = [[Ax; + (1-2)x, - Oyy + -1y =

= ﬂk(xl-yl) + (1-1) (Xé")'z)"

logo [|x-yl<x [xq-y{l + (- xp-y, | < xe + (1-1) e=e

logo x€C, o que prova que C € convexo.

Q.E.D.
Ilustracao da prova para C:

Xq X X,

7N RN N

(o) fr o
1 / \ '

AN Y . 7/ Y2 s
-~ ~N - N -

C
o o o )

Se C=@, C & convexo. Sejam Xl,xz €-C} isto-é, existe-
e>0 tal que B(xl,e) < C e . B(xz,e)c C. Tome S'c1= XptW
) ~ . ~.
e X, = X,+w, [wl<e temos X, € C pois [[X;-x;] < e e,
-~ 0 - '
analogamente, X, € C. - Defina X = AX; + (1-0)X,
- ~— - o .
0<A<1l, onde X; e X, € C pois il e X, € C. Devemos
o

mostrar que X€EC. Temos X = Alxg+w) + (1-2) (x,+w) =

= Axp + (1-A)x2 + w = X+w, ou X-Xx = w, isto leva a
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I %-x|| = lwl < e, o que implica X € B(x;€). Isto pro-
. o ‘.
va que C e convexo.
L Q.E.D
- 0
Ilustracao da prova para C
— em—— —.-.—\— a—— _—-.\—— — e— -—’—-\—— — an—
/s .7
| ;. - \( / RN LN : o
b X 0 x v 0 L k ¢
' \ X1/ \\ X / \ 2 / I
l \s/ \‘ .—/ \\ /’ '
' 1
1

Definicgao:
Uma seqliéncia de vetores em E € uma fungdo cujo do-

minio sao os nimeros naturais e o contradominio € o espago E.

Exemplo:
x, = {x_ € R2 n €N, x, = (1/x {i/xz)}
n n - "2 ?
x, = {(1,1), (1/2, 1/4), (1/3, 1/9), ...}
yn,='{yn € espaco das fungoes rais; Yn~ tn, t€ R,n€E N}

2 2, .. seqliéncia de fungoes

Definicao

Diz-se que uma seqliencia x € convegente para
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-

um ponto x se x € o Unico ponto de acumulagdo do conjunto
X = {x,, n € N}. Representa-se a convergéncia por x, —e x

n [ ]

Definicao

Dados dois subconjuntos A e B de espagos ve-

toriais normados f:A —= B € uma funcdo continua se para

todo ponto x€A e £(x) € B e seqliéncia x, € A e f(x,) € B tal

que X, —=x, tivermos f(xn) — f(x).

Definicao

‘Um funcional € uma fungiao cujo dominio & . um
espago vetorial E e cujo contra dominio € o conjunto dos nu-

meros reais.

Definicao

Um funcional f:E —e R € dito linear se 'para
todos vetores x e y € E e escalares «,B tem-se f(ax+By) =

= af (x) + BE(y).

Note que um funcional linear f:E — R & con-
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tinuo se, e somente se, f € continuo no ponto 6. De fato to-
mando-se a seqliencia X, —= X tem-se f(xn) - f(x)'== fC&;x)

— £(0) .

Exemplo: ° | £ (x)

Definigﬁo:

Um funcional f: E —s R € dito sub-linear se:

1) f(x1 + xz) < f(xl) + f(xz)v para todo X1 xz,e E

2) f(ox) = aftx). para todo x € E e a0

Exemplo:

E=R =R

X1
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1.5 - Teoremas de Separacao

Em muitas situagoes da teoria E;onGﬁica dese-
ja-se obter pontos de um espago vetorial que sgtisfazem a
determinadas propriedades. A possibilidade de separar tais
pontos dos demais pontos do espaco vetorial & assegurada, sob
certas condigoes, pelos teoremas de separagao que sao discu-
tidos neste item.

Inicialmente, vejamos o conceito de extensao

cuja idéia pode ser visualizada na figura a seguir:

E=R . | £(m) M=R

F(m) |M= £(m)

e N\ / . a e
s —

_partindo-se de um funcional linear f defini-
do num subespago, cria-se um funcional linear F definido num
subespago mais amplo que, quando restrito ao subespago ini-

cial coincide com f. O teorema dc Hahn-Banach na forma c¢Xx-
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tensiva assegura a extensao de f ao espaco todo.

Definigao:

Seja f um funcional linear definidO»num sub-
espago M ﬂe um espago vetorialnE e N um subespago de E bque
contém M. Um funcional linear F:N —= R & uma exterisdo do
funcional - f:M —» R de M a N se F é.idéntico'a f em M, is-

to € F(m) = f£f(m) para todo m € M.

Lema I.1

Seja E um espaco vetorial, M um subespagb de
Eey €E, y¢£& M.. Séja W(y+M) o‘subespago gerado pelo con-
junto y+M. Entao todo.yetor deéte_subespégo . & da forma

X = m+By, onde m € M e a € um escalar.

prova: Seja {m;, m,,...,m.} uma base para M, y nao pode
ser escrito como combinagdo linear dos elementos

{m};=1, logo, {y, my, My, ..., m} sao linearmente in-

dependentes e, portanto, formam uma base para Wiy+M).

n
Desta forma todo x € W(y+M) € da formax = £ agm; + By,
i=1
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isto &, x = m+By, m € M ,
Q.E.D.

Teorema'1.6 - Hahn Banach, Forma Analitica

Seja E um espago veforial real e M um subespa-
go de E. 'Sejam o funcional sub-linear p:E —= R, e o funcional
linear f:M—=R, tais que, f(ﬁ) < p(m) paré toda m € M. Entao
existe uma extenséo‘F de f de M a E tal que F(x)< p(x) todo -

x'€E.

EIQXE:'Seja y €EE, y £ M. Seja o subespaco W(M+y). Pelo lema
esté subeSpégo tem dimensao igual a dim(M)+1 ie * todas
seus vetores sao da forma x = m+ay. Uma ex;ensia da
f de M a W(M+y) tem a formg g (x) ='ftm) + ag(y) a qual
para ser perfeitamente-espeéificada pasta definir ‘a
constante g(y). Provemos que eéta constante pode ser
eécolhida de forma tal que g(x) g'p(x) - para | todo

X € W(M+y).
Para tal sejam my, m, € M.

f(my) + £(my) = f(my+m,) pois f & linear.
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f(m1+m2). < p(m1+m2) pois my+m, =m €M

pmymy) = pl(my-y)+(ny*y))s Plmy-y)+ p(my*y) pois p & sub-
-linear em W(y+M)

Logo f(ml)— p(ml-y)s p(m‘2+y) - f(mz). Como m em, sao arbi-

trarios em M, sup {f(m)- p(m-y)}'s inf {p(m+y)-f(m)}. Seja c ER
meM meM

tal que sup {f(m)- p(m-y)< ¢ < inf {p(m*+y)- f(m)}
meM mEM o

Para o vetor x = m+ay € W(M+y), defina g(x)=
= f(m)+ac. Devemos mostrar que g(m+ay)< p(m+ay)

Se a>0 temos . v .

i) = ac + £ = o [c + £(M)] < (PR« ) - £CIY + 5]

n
o

@ P(

+y) = P(m + ay)

Se a<0 faga " o = -B<0

e+ £ = 8c » €] < o[pCR - y) - £ + 2] -

g (m+oy)

B plg - ¥) = pln-By) = p (m+a)

Portanto g(m+ay) < p(m+ay)para todo o e g €. uma

extensao de f de M para w(M+y).

O argumento acima pode ser repetido para um .
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o §
subespago W[(M+y) + y] de dimensao dim(M)+2. Pode-se aplicar \

sucessivaménte este argumento é;é se chegar a um subespacgo
WM + y + Y1t .- yk] de dimensio igﬁal a dim(E). Neste caso
0 funcional g sera a extensao F:E—= R . |
Q.E.D.
Para obtermos o Teorema de Hahn-Banach em es-
pagos de dimensao infinita precisamos de alguns conceitos de

teoria dos conjuntos:

Definicao:

Seja A um conjunto. Uma ordem parcial em A ¢&

uma relagao ({) em AxA tal que dados x,y e z em A tenha-

mos :
1) x<£x
2) xgy e y&x implica x =y
3) x<y e y%z implica x¥z

Definigdo: Uma ordem parcial em A € dita uma ordem completa

Se para xj;,y € A tivermos ou xXy ou yZXXx.

Exemplo: Sejam Ay, Ay, ... A, spbcdnjuntos.de A tal
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~

I
N}

§

e

qué.A*= A;. A relagao de inclusao define uma ordem-par-

i=1

cial pois (1) AiC Ai’ (2) Aic Aj .e TAJ' c Ai in?licaAi = Aj
Contudo a relagao de inclusdao nao define wuma
ordem completa pois podem haver dois subconjuntos A; e A,

J

tais que nao se tenha A, c Aj ou Aj < A;, bastando para

tal que Aiﬂ Aj = @.

Definigao:
Chama-se cadeia no conjunto A a todo subcon-

junto C de A tal que C & totalmente ordenado, isto &, a re-

lagio (S) & uma ordem completa em A.

Definigao:
Dada uma ordem em um conjunto A, dizemos que

Be A &€ limitado superiormente em A se existe x € A tal que

b¥x para todo b € B. Neste caso o ponto x & dito um limi-

te suEerior de B em A.
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Definigﬁof
Seja x um limite superior do conjunto A. Um
elemento m € A € chamado de maximal de A se x €A e mZXx

implica m=x.

Apresentamos a seguir o axioma de Zorn, o qual

€ chamado de Lema por motivos historicos.

Lema de Zorn:

Se toda cadeia C em A & limitada superiormen-

te, entao A possui, um elemento maximal.

De posse desses novos conceitos podemos pro-
var que o teorema de Hahn-Banach se aplica a espagos de di-

mensao infinita.

Seja X = {(Wi, Fi)’ i=1, ... w,'M'cwlc Wz eeo <=E; Fi unia extenséo
1i§ear de F;_; de W, ; aWj; tal que F (x) p(x) para

x € Wi}

Temos uma cadeia Wy, 1) (W 9 Fz)—< .. €m

\
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a8

X e definamos W = Wi, e F(x) = lim’ F,(x). Devemos pro-
- i=1 N

- var que (W, F) € o elemento maximal da cadeia acima.

~Mostremos que~W € um subeSpégo da E. Para is-

to sejam x, y € W. Isto significa que existe um nimero natu-

k
ral k tal que X e y € U

W, = W W € um subespaco. de E
i=l1 ~

pois € a uniio de subespagos de E, logo ax + By "€ Wy, isto’

significa ax + ay € W, o que prova que W & um subespacgo
. de E.

Por um argumento analogo podemos tomar x € W
e afirmar que existe k € N tal'que x € W, e, pela regra
de formacao das extensoes linearq§ Fi, tem?s . Fn(x) = Fp(x)
para n2k. Logo, fixando-se um x € W arb;trﬁrio,_existe F(x)=
= lim F (x). Para provar que F & linear, tome x ,y € W, e

n o

observamos que F(ax+By) = lim Fn(ax+6y) = lim a Fn(x) +
| % <o N+
+ 1lim B F,(y) = a lim Fn(xj + B lim Fn(y) = a F(x) + B8 F().

Il ~= 00 ) —=00 N—eo0

A Como F: WoR & linear e extende cada um  dos

funcionais da cadeia, conclui-se que cada cadeia (W;, F;) @

N
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. limitada superiormente. Aplicando o Lema de Zorn concluimos

' .
i

que .o conjunto X.possui um maximal (W*, F*).

Para completar a prova deyemos mostrar que
W*=E. De fato se W*#E eﬁtéo poderiamos ampliar a dimen#iq
de W* e chegariamos a um (W*;, F**) o que contradiz a hipg-

tese de (W*, F*) € o elemento maximal de cadeia.

Ilustracoes do Teorema de Hahn-Banach

Py

'f=F|M

- R

F < p para x €E

Definicao:

Seja C um conjunto convexo no espago vetorial

o] .
" E e suponha que o vetor 8 € C . 0 funcional de Minkowski.P.:

E—eR & definido por:

—-— s - . x
. P.(x) = inf {r.r>0, ~ € C}

P.(x) € o fator pelo qual C deve ser extendi-
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do para que passe a incluir x.

Ilustracao
I
lIxi
A Pe(x) =
I, \ "A"
// \
’ X
// /}\)\\
< ca
~d--

Lema 1.2 . A 0%

Seja C um conjunto convexo com 6 em seu inte-

rior. Entao o funcional de Minkowski P. satisfaz a:

1) 0 s P (x) <= para todo x € E

" 2) Rc(ax) = o P.(x) para todo o>0.

3) Se P.(x) < 1, entao x € C

8) Po(x;+x,) < Po(x)) + P (x;)

, o
5) x € Cse, e somente se Pc(x) <1

6) P, € continuo.

Observe que as propriedades 2 e 4 caracterizam

_como um funcional sub-linear.

o
prova: 1) Como © € C, existe e>0 tal que B(8,e) = C,

logo




existe r>0, r<e tal que x/r € C, portantq P (x) <= pa-

ra todo x € E. Pc(x)zo pela definigao.

2) aPe(x) = a inf {r>0 : X_€C} = inf {a 0 : X ¢ )
ct E T

Xa
ar

= inf {a r>0 : € C}=Pc(ar)
PP =r<1=> L ec—=>unNoe+rEXcc—
6+ x=x€C

4) Dados X; e X, € E, tome €>0 e obtenha r1>0 e r2>0

tais que:
‘ X Xy
Pc(xl) <Ty < Pc(xl) + € ===a'pc( T ) < 1 = _;Ef.g C
. o 2 X
Pc(xz) <rT, < Pc(xz) + € 47'Pc( T, ) < 1-———4>-—?;— 6 C
- " X +X r, X
. - 1 72 ] 1
Seja r=r;+r,. Como C & convexo = = = 7
T X
2 2
+ €C
T T,
X%z
Portanto Pc( = y<1, por (2) temos Pc(x1+x2)< T.

Desta forma r=ri+1,< P_(x;) + P_(x;) + 2e, ou
Pc(x1+x2) < Pc(xl) + Pc(xz) + 2¢. Tomando ¢ — 0

obtemos Pc(x1+x2) < Pc(xl) + Pc(xz).

o
5) Seja x € C =>x € C-===>Pc(x)5'1, além disso exis-
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x- —

€
ixr 2 -

te >0 tal que B(x,e)= C. Seja x' = x +

-

x(1 + _€f2_ Note que x' € B(x,e) pois Ixt=x| =

Il
- |2 =] - 5 portanto x' € c —= P x)c1 .
|x} 2 €
temos x = —>Pc(x) = -—-—--.Pc(x') <
1+e/2| x| . 1+e/2|x||
1 e
1 < 1. Isto prova que se x € C, entao
1+e/2] x|

Pc(x)<1.

Seja Pc(x) = r<l. Por (3) x € C. Tome O<e<l-r e pro-
- o . |

vemos que x € C, isto €, B(x,e)= C. Séja H ={h € E:

|h|= 1}. Um ponto y € B(X,e) & da forma y=x+oh on-

de h € H e 0< Ja] <e, pois [|x-y|| = |e| || = |a| <e.

Seja € = min{l-r, ——%—:—&—)-— . Isto acarreta Pc(y) =
c

= P (x+ah) € P_(x) + |a| P_(h) < r+e P_(h) < 1, ou

sejay € C Como y € um ponto gené€rico de "~ 'B(x,e€),

o
temos B(x,e) = C, ou seja x € C.

Q.E.D.
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6) Para provar que Pc & continuo (em todo x € E) obser-
| _ 0y = 1/ ]
vemos que PC(G) = Pc(-—-z—) = 1/2 PC(G) =>PC(9) =0 .

o ' :
Como © € C, existe €>0 e x, € C tal que o ponto y =

: X X ’
=¢—_¢c Logo 12> Pc(e n ) = = Pc(xn), ou
™ | Ix I Ix,|
x| A
Pc(xn) < = - Tome uma seqliencia X, —= 6, temos

P.(x,) — pc(e), 0.que prova que P é-contfnuo'em o:

Para ﬁrovar que P_ € continuo .em " qualquer
x € E tomemos uma seqYéncia X, —%= X e notemos que:
Pc(x)= Pc(x—xn + xn) < Pc(x-xn) + Pc(xn)_===>Pc(x)—Pc(xn) <

£ P (x-x)

.Pc(xn) = Pc(xn-x+x)'s Pc(xn-x) + Pc(x) =— Pc(xn-x) <

< Po(x) - P_(x))

Logo~-Pc(xn-x) < Pc(x) - Pc(xn) < Pc(x—xn). Passando ao 1li-
mite x, —s= X = (xn-x) —_—f = Pc(x‘n-—x) —> 0 e Pc(x"ﬁx)

.—-"0 o que implica Pc(x) -—a-Pc(xn). Isto prova que P_ é

continuo em todo x € E.
Q.E.D.

No desenvolvimento a seguir sera usado o con-
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ceito de hiperplano. Para poder classificar um hiperplano

como fechado, precisamos do lema abaixo.

‘Lema I.3
Um conjunto A € fechado se, e somente se, to-
da seqliencia.convergente de pontos do conjunto, converge pa-

ra um ponto de A.

prova: Seja A fechado e tome a seqlléncia X, —= X, x. € A. To—-
me o conjunto X = {*n’ n € N}f Temos X < A. Como
X, . —> X, X € o Gnico ponto de acumulagdo do conjun-
to X. Como A é fechado'tddos 0s pbntOS‘de acumulagso ‘

de A.pertencem a A. Logo x € A.

.Suponha Que toda seéﬂéncia x, de pontos de A conver-
ge para algum ponto x € A.'APara todo x € A tome uma
seqUéncia x —= x, X, € A. Pela definigao :de. se-
qUiéncia convergente, conclui-se que todb ponta x  de
A & um ponto de acumulagdo de A. o que prova que A é

- fechado.

Q.E.D.
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Definicao:

Un hiperplano num espago vetorial E & um con-

junto definido por H= {x € E: g(x) = cl, onde g:E—eR é

um funcional linear e ¢ € uma constante.

Observe qﬁe se o hiperplanb H &€ fechado se,
e somente.se, o funcional g & continuo. De fato se g & con-
tinu6 entao toda seqUéncia x, €H x_ —=X nos leva a g(x,)
— g(x), o'que caraéteriza H como-fechado. Reciprocamente,
se H & fechado uma seqléncia X, — X dé pontbs de H implica
X €.H ou seja g(x) = c. Isto significa g(x;) — gﬁx) quando

X, —= X 0 que prova que g & continuo.

Teorema I.7 - Mazur - Forma Geométrica do teorema de Hahn

Banach

Seja C um conjunto convexo com interior nido
vazio num espago vetorial real E. Seja V uma variedade 1li-
o

. near em E com VA C = @. Entio existe um hiperplano fechado

que contém V e que nao contém nenhum ponto do interior de C;
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isto €, existe um funcional linear F definido em E tal que

F(v) =

prova:

c para todo v EV e F(x) g ¢ para todo x € C.

o) .
Podemos, caso © ¢ C, fazer uma translagdo que torne

© um ponto interior de C.

‘Notemos que dada a variedade linear V = y+W, - . onde

y €EE e W € um sﬁbespago de E, podé-se gerar um.sub-
espago Z, cujos pontos sao da forma_i = aytw, onde
z €71 se, e somehte se, a=1.

fodemos qbter um funcional linear f no espago Z tal

qué V={x€2Z; £(x) = 1}, para tal basta definir

f(ay+w) a.

. N o .
Seja p. o funcional de Minkowski de C. Como VN C = ¢

P.(X) <1 para todo x € C. Como Z € o subespaco ge-

rado por V, qualquer ponto de Z é da forma z = ox,
X € V. Se a#l, z ﬁ V. Para a>0 temos f(ax) = af(x)=

a.< o pc(x) = pc(ax), ou seja f(ax) < pc(ax).. Para

-

-,

a<0 tembs'f(ax) = af(x) = a < ral pcﬁx) = p.(ex), ou

sefa f(ax) S'pc(ax). Portanto para 2z = ax temos

f(z) < pc(z) para todo z € Z.

]

\
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¢

2

Céﬁo P. € sublinear e f & linear, podemos aplicar a \
forma analitica do teorema de Hahn-Banach e - afirmar
que existe uma extensio linear Fﬁde f de Z aE tal
‘que F(x) s p.(x) para fodo x € E. Notemos que F ¢
continuo pois ao tomarmos a seqliéncia X —=X, FC%Q-
- F(x) = F(x -x) ¢ P.(x,-x). Para.-xn —= X temos
: pc(xn-x) _— pc(é)‘= 0, ou seja F(x) - F(x)-;—- d.
De posse d?'fupcional linear continuo F podemos de-
finir o hiperplano fechado H = .{x"e E : F(x) = 1} te-

: o
-mos F(x) <‘pc(x) para todo x € C e, portanto, o hi-

, o
perplano H separa V de C.

_Q.E.D.

Ilustracao do teorema de Mazur

O teorema de Mazur possui diversos corolarios.

Apresentamos a seguir alguns destes corolarios.
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Corolario 1 - Teorema do Hiperplano Suporte o \
Seja C =E um conjunto convexo de interior
- N N A o ~ -
nao-vazio. Seja x € E tal que x ¢ c. Entao existe um

, , : _ o
hiperplano fechado H que contém x e tal que HnC = ¢.

Teorema I.B - Teorema de separacao de Eidelheit

- Sejam C; e C, conjuntos convexo do espago ve-

- .0 .. 0 o _
torial E tais que C, #0 e C;NC, = @. Entao existe um hi-
perplano fechado H separando Cy ejCZ, isto €, existe um fun-
cional linear f definido em E tal que f(xi) < £(x;) para to-

~do X3 -GGl, e X, GCZ.

- . _ .0
prova: Seja o conjunto C = C1-C,e Podemos supor que 0 €-C .
Pelo coroldrio 1 existe um funcional f em E tal que
, f(x) < 0 para todo x € C. Temos x = X =Xy, f(x1~x2)

= f(xl) - f(xz) < 0; ou aindé f(xl) suf(xz) para to-

dox; € C.l - e X, € G,. Existe c €R, sup f(x;)<ce inf £(xp)
xle C1 X2€Cy
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0 hiperplano procurado € H = {x € E: £(x) = c}. N
. . . H N
H C

« O 1
) Vea

©

I.6 - ESpagos de Banach e teorema de Weierstrass

O objetivo desta Segﬁo 5 pfepérar.o caminho
- para os problemas de otimizagao aprésentados no capitulo II.
Apresentaremos um teorema.que fornece as condigoes para a
existéncia de um ponto de miaximo (ou minimo) .de um funcional

em um sub-conjunto de seu dominio.

Definigao:
Uma seqliéncia {x } em um espago normado & di-
ta uma seqliéncia de Cauchy se paran, m —=®,  tivermos

Hxn-xmn —= 0. Isto €, dado €>0, existe um inteiro N tal

que Hxn—xm“ < € para todo m, n >N

Em um espago vetorial normado toda seqliéncia
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convergente € uma seqlléncia de Cauchy, pois se X, —=X en-

tio, xh = xyx ¢ xxl € Dyl + x| —=0.

Definicao:

Diz-se que um espago vetorial normado E € com-

. pleto se toda seqii€ncia de Cauchy em E tem limite em E.

Um espacgo vetorial normado completo &€ chamado

de espaco de Banach.

Definicao:

Um conjunto A contido num espago vetorial nor-

mado E é_limitadb se existe €>0 e x € E tal que A=B(x,e)<E.

Apresentamos a seguir a _definigdao de conjunto
compacto. Devemos salientar que esta definigdo se restringe

a espagos vetoriais normados.

Definicao:

Um conjunto A contido num espago vetorial nor-
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mado € compacto se para toda seléncia em A pudermos extrair

uma subseqliéncia convergente para um elemento de ‘A.

Teorema I.9 - Teorema de Weierstrass

Seja C um conjunto compacto contido num es-
pago vetorial normado e f: C — R um funcional continuo.

Entao f possui um ponto de maximo e um ponto de minimo em C.

prova: Sejam M = sup f(x), e m=inf £(x).
. x€EC x €C

Devemos provar que existem xl, x? € C tais que f(x1)=m

e f(x2)==M. Tomemos seqlléncias {xi} e {xﬁ} perten-

centes a C com subseqliéncias convergentes §${-,.£lec

e xﬁk——> xz € C tais que f(x;k) —qf<m e f(xﬁk)——-.hl

- Como x1

R JEZ €C, f(xl) e.f(xz) sdo finitos: f(x1)> ~eo
2 .
f(x“) < o, temos:
iy ‘ ' 1 1
(i) € > f(x;k) - f(xl) > -¢ ==%>f(xnk) > £(x7) - €.
1

> f(x;) > -o, logo f(xl) = m.

-

(i1) -e < £(xB) - £(x7) < e == £(x})) < £()) + e
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€ —eo 0? ou seja xﬁk —_— xz, M=1lim f(xﬁk)g

f(xz) < o,

A

Logo f(xz) = M

Q.E.D.




CAPITULO II

OTIMIZACAO CONDICIONADA

II.1 - Introducao

Neste capitulo fazemos uso dos Teoremas de
separagao demoﬁstrados no Capitulo I.para discutir a otimi-
zagao condicionada de funcionais.

As éegaes I1.2 e ;143 sao dedicadas a pro-
gramacao linear, i;to é, a otimizagao de um funcional linear
sujeita a um conjunfo de restrigoes }ineares. Por questao
diditica apresentamos separadamente o lema de Farkas nas se-
QiOVII.Z. A segao II.3 descreve o objetivo da programagao
linear e utiliza o 1emalde‘Farkas para provar o Teorema da
dualidade da programagao linea?. Como exemplo de aplicagao
da programagéo linear 3'Teoria economica, descrevemos um mo-

delo multi-setorial de economia fechada.

A secao II.4 define espago dual e o 'utiliza

47
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para provar o teorema da dpalidade de Fenchell. Este Teore-
ma € usado em seguida para provar o Teorema do mini-max da
teoria dos jogos.

‘Finaimente.a‘segéo II.5 € dedicada 3 progra-
magao concava, isto €, 3 otimizagao de um funcional concavo
sujeito a um conjunto de_restrigGes‘cancavas. Como aplica-.
gao a teoria econdmica provamos a existéncia de equilibrio
competitivo no modelo neocléssiso de produgao com economia

aberta.
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I1.2 - 0 Lema de Farkas

Definicao:

Dados dois vetores x, y € E, o produto inter-

no de x e y € um escalar <x, y> o qual satisfaz as proprie-~

dades:

1)

2)

- 3).

4)

<X, y> = <y, x>
<X+y, 2> = <X, 2> + <y, 2>

<ax, y> = a<x, y>

<x, x> 20 e <x, x> = 0 se,e somente s¢ x=0

' n . o
No caso em que E = R, denominaremos produ-

to interno euclidiano dos vetores x = (xl, “eay xn) e

‘y = (yl; e yn) ao escalar <x,y> = Xy Y1 b oo ¥ X, Yy

t

Utilizaremos neste capitulo a notagao matricial xt y =y X

para representar o produto interno euclidiano <x,y>.

Definicao: v o )

Um conjunto K< R" & um cone se dados x € K e

A20 o vetor Ax € K. Se para todo x e y €K o vetor x+y €K
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entao.diz-se que K € um cone convexo.

cone nao convexo cone convexo

Teorema I1.1

Seja Kc:Rp ﬁﬁ cone convexo'e definamos .0
.cone dual K* por K* = {y € R"; xt y > 0 para todo x € K}. En-
tao:
1).K* é um cone CONvVexo .

.2) K* € fechado .

Prova: 1) K* & cone pois se yE K* e 230, xt(Ay) = AxtyzO
para todo x € ‘K. k* & convexo pois se y;, y; € XK*

t t T
X €K, x(ygtyg) =Xy v+ Xy, 2 0, logo (y1+y2) €EK*.

2) Seja {y,} € K* uma seqliéncia tal que lim y =v.
"para todo n e N temos X' Yo 2 0 para todo x € K,
Passando-se ao limite temos xt)rz 0. Pelo 1lema

I.3 conclui-se que K* & fechado.

Q.E..D.




S1 .

Ilustracao: R2

Teorema I11.2

Seja K = R* um cone convexo e definamos K** =
= (K*)*, isto &: K** = {z € R™: y© 230 para. todo y € K**}. En-
t3o: |

1) KV=K‘**'

2) X é fechado se, e somente se Kék**

Prova: 1) Suponha, por absurdo, que existe x € K tal que
x £ K**, Neste caso existe y € X* tal que yt x<0 .
Mas se y G_K*'entﬁo x* y>0 para todo x € K, con-

tradizendo a hipdtese de absurdo.

2) Se K=K**, entao K € fechado pois K**= (K*)* que €

fechado pelo teorema J1I.1.

Para provar a reciproca devemos mostrar que se K
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. &
€ fechado entao E D K**, Para tal tomemos x € Rn, N

x g K e‘a € Rp; af8. Pelo coroiério 1 do feorema
de Mazur existe um funcional linear _f:Rn —— R dado
por £f(y) = at y o qpai define um hiperplano que se-
para x estritamente de K. Desta forma existe €>0 tal
que at Y2 atx + € para todo y € K. Como K € um co-
ne, para A> 0 tem-se Ay € K.  Logo aty > 1/ (atx +€).
Fazendo-se. A —» + o, obtém-se at &aO para -todo
Yy €KX, ou seja a € K*. Como 6 €K, até = 0.2 atx +¢,
iogo ;tx_< 0. Como a € K* segue-se que X £ K**,
Concluimos que x £ K impli;é x £ K** ou seja KoK**,

Por (1), K=K** 10g0 K=K**
) Q.E.D.

Definicao:
Seja A uma matriz real (m,n) com colunas da-

das pelo vetores al, az, ooy a. o conjunto de todas as

combinagoes lineares com coeficientes x;2 0 destes vetores €

chamado de cone'gcrado por A.

C={meR", xR} = (x €™ x =x) al+x,a’ + ... + x ", x;20)
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Exemplo: 1. 2 o | ~ a + 2(1-q)
A= : Z =2 == Az = ) =
2 1 1l-a 200 + 1-a
2 - a
= A Ogasgl, A2
1+a |
4
, C
a=1 \\\,
\\\\\‘\\ .
a=0

Observe que o vetor z descreve todos os vetores do - espago

Rf~ quando se variam a e A

Lema II.1: Todo cone gerado por ‘uma matriz finita & con-
- vexo'e fechado.

Prova: A = (myn) e C = {Ax € R™: x € Rz, x20}

Para provar a convexidade , tome Ax1 €ECe sz € C.

Entao para 0 ¢ A <1 temos:

2 n

(;*A)Axl AT = A@-A)xy 4 Axé) € C pois R € con-

+

vexo.
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- Para provarmos que C € fechado, seja:

, Prova: C = {Ax : x € Rg} o cone gerado pof A definamos, para

cada x € RE, o conjunto L(x) = {y € RE; A(y-x) = 0} .

Verifica-se que L(x) € convexo, fechado e nao vazio

(pois x € L(x)). Seja £(x) o vetor de norma minima em

L(x).

acima

(1)

(ii)

(i)

(iv)
(V)
(vi)

(vii)

.6b$ervamos,‘inicialmente, que_as"' definigaes‘
implicam nas seguintes bropriedades:

Jeco] < Il

A f(x} a Ax;

f(%) = @ se, e somente se Ax = 9;-

f(axj_= a f(x) para todo a = 0;

£(£(x)) = £(x); |

G = {f(x){ x € RE} € um conjunto fechado;

existe um nimero realvﬁositivo ¥y tal que

"f(x)“ <Y "Ax", para todo x € Rg.

As propriedades (i) e (ii) decorrem ime-

diatamente da definigao de f(x) e do fato de x‘e f(x) per-

tencerem a L(x). Para demonstrar (iii) notemos que se £(x)=6,
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i
H

entio Ax = Af(x) =6 e, :e;iﬁrocamente, se Ax==9? | entao
) g;L(x). o que implica f(x) =Q. Para p;pyarv(iv) notemos
 que £f(8) =6 e que, bara a>0, L(ag) = aL(x). A proprie—
dade (v)‘decérre da definigio de f(x) éomo sendo o vetor de
norma minima eﬁ L(xi.
Para provar a propriedade (vi), tomemos

uma seqlléencia convergente {f(xk)} —= u de pontosvde G. De-
vemos mostrér que u=f(u) € G.

Notemos que se {f(xk)} — u, entao to-

dos os termos da seqliencia {£(x)} a. partir de certa ordem

possuem coordenédas pésitivas'onde u as tiver. Existe, pois,
um nimero rea1.8£>il.tal qge Bk f(xk)-u = 0. Toﬁémoé éada
By como sendo o menor nimero real maior ou igual a ; com es-
sa pfOpfiedade. Verifica-se que Bk & o maior dos coeficien-
~tes das coor@enadas dé u pelas corr§5pondentes de £(xy). Dai
sé conclui Que.é seqiéncia {8, } — 1.

Obse}vemqs que pela propriedade (ii)
Au'%vAfFﬁ), logo. Al f(u)-u- +- Bx f(xk)} = A[f(u)-ul +

+ A By £(x ) = A By f(xp), o que implica (f(u) + By f(xk)-u)e

¢

N
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| \
LGBy, £0q))- Temos [y 0] < £ + gy o], pas-

sando-se ao limite obtemos "u"'< "f(u)"t Como u e f(u) per-
tencem a L(u) e f(u) & o inico vetor de norma ninima em L(u),
a desigualdade anterior implica u=f£f(u), o que'ﬁrova (vij.
Para provar a probfiedade.(vii) defina-
mos o cbnjunto H={f(x); x € R?{ "f(x)" = 1}. H é compac-
to pois € a intersegao do copjuntd fe;hado'G com a esfera de
réio 1 do R®. seH £¢, entao f(x) =0 para tpdo x € Rﬁ e a
proprie@ade (vii) se verifica trivialmente. Se H=@, seja
Yfl o minimo da fung3o continua g: H — R definida por
g(z) =“Az" . Tem-se Y;l >0 pois z=£(x) ,#0 implica Af(x) #OA
de acordo‘com as propriedade (ii) e (iii). Para'todo‘x € R2
| com f(x) #b fem-se.f(x) =B ftu) para algum u tal que "fﬁﬂ“=1

Logo y 1 "f(x)" - vl g1 <'B:“A £u) ="A £, ou

"f(x)“ <y "A f(x)“,-'o que prova (vii).

‘Podemos, finalmente, provar que C =
= {Ax; x € R?} € fechado. Para tal tomemos uma seqliéncia

convergente de elementos de C, {Ax;} — w. Entdao a seqlén-
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.

(18

c_ia; Ax, = A f(xk) limitada. Logo, pela propriedade (vii) N
- a sgquéncia {£(x )} é'uma seqliéncia limitada de pontos de R?_,
admitindo, pois, ‘uma subseqliéncia cofn’\.rergénte}para u € Rr:.

Como toda transformacao linear. do R" no R™ e continua,

Au =w, 0 que prova que w € C, caracterizando C como fechado.

Q.E.D.

Teorema II.3 - Lema de Farkas (la. verséo)

Seja A uma matriz real (m,n), b € R™.
Entao existe um vetor x € Rn, X 2 6 tal que Ax=b se, e so-
B ot ) m t
mente se, b y-> 0 para todo y € R* tal que Ay = 0 .
' . - : ~ t. _ _t,t
Prova: Seja x = © tal que Ax=b. Entao b y = x A’y = 0 para
St
todo y tal que A"y = 6.
Reciprocamente seja ad € "o j-€simo vetor coluna de
A. Definamos o cone gerado por A por:

L]

x. a, para x; =0, j= 1,2,...,n}

= m, =
K={k €ER: k 1550 i

1t

j

tome y- tal que Aty = 0, ou seja yt A > 0. Entao
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{

ytaj > 0 para j=1,...n. »Isto implica ytk > 0; para N
todo k €EXK, ou seja y € ¥*. Portanto a .,a‘-fiz:;nétiva
tbfy 2> 0 para todo y tal que Aty 20" implica'b € K**.
Como k & convexo e fecilado (1ema.1) , te;rlos K=Kr+ (te-

orema II.2). Portanto existe um vetor x € Rn.talvque

Ax.= b,
Q.E.D.
Lema II.2
Seja C o conedgerado pela matriz A (m,n) e

b € R™ tal que b ¢ C. Entdo existe um vetor a € R™ tal que

para todo x € C, a‘b é.atx.

EIEﬁE:-A pfova deste lema € uma aplicagéo.imediata do teore-
‘ma de separagdo entre um ponto e um conjunto. convexo
fechado onde o funcional linear que define o  hiper-

¢

planq é f:Rm_——* R dado por f(x) = a'x, teﬁos, pois,

f(b) < £(x) para “todo x € C. ,
' . ) ' Q'.'E.D.
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: ¢,
- Teorema II.4 - Lema de Farkas (2a. versio) ‘;

Seja A uma matriz real (m,n), b,y € Rm, x€ER
Entao exatamente uma das alternativas abaixo se verifica.
(i) Ax = b possui uma solugio x>6.

(ii) ytaA > o, yt!b< 0 possui uma solugdo y.

Prova: Pa;é verificar qué (i) e (ii) nio oéorrem simultanea-
‘mente veja que se ytA 20 e x20; entdo y' Ax > 0, ou
ytb; 0 e éértanto (ii) & falso. .

Pgra m;stra; que uma das alternativas se verifica ne-
cessariamenté mostrémog que_se(i) € falso ent3ao (ii)
é verdadeiro. Para tal gdmitamos que b § tal que
b‘EC , onde .C €& o épne gerado por A. Pelo lema 2
temos:
‘atB < B < at(A‘A X), A >0
Como © € C temos 8 <;at © = 0. Logo a* b <.0. Pela
segunda desigualdade (com A > 0) B/A < a® Ax. Fazen-

do A—=> temos atAx 2 0. Tomando x = €11€5100-€

obtem-se atA > 0.

Fazendo y=a 'temo'yt b<0 e yt A 2 68 que formam
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'a alternativa (ii).
Q.E.D.

Verifiquemos que as duas versoes do Lema de

Farkas sao equivalentes:

- a -
1? versao => 27 versao:

Existe x>0 tal que Ax'=b se, € somente, se
para todo y tal que Aty >0 tivermos bty 20, o que prova

que (i) e (ii) sao exclusivos.

22 versio = 1?2 versio

(i) e (ii) serem exclusivos implica Ax =b se,

somentejse; para todo y tal que Aty > 0 tivermos ytb 2 0.

ilustragéo,do Lema de Farkas para m=n=2,

alternativa (i)

cone gerado por A:
K={ Ax,x> 0}
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&
A alternativa (i) corresponde ao caso em que

b pertence ao cone gerado pela matriz A.

~alternativa (ii)

v\ Y tal que )}t.A> e

b-— b tal que Ax # b para x>0

Fixando-se um vetor b, este define um hiper-
plano formado dos vetores perpendiculares a b. Tal hiperpla-
no divide o espago em'vetores-y tal que ytb >0 ey tal que

ytb <0.

y:y b <0 T

~
~
Lt ~ |
y.}’ b>0 ~ y — y tal que yt A=0 e )’t b <0
TR
- - * \
.\\ S
) b \\ ~

\ TS He{yytb=0)
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\

>Lema.II.4;- Corolario do Teorema II.4

Seja A uma matriz vreal' (m,n), b,y € I{'-', x € R,
" Entao: (;) Ax <b possui solugdo x>0 oﬁ (exclusivé) ,
(ii) ytAze, ytb <0 possvgi solugao y >0,

Prova: Seja 226, z¢€R"

tal que a alternativa (i) possa
ser escrita sob forma de igualdade, isto &, Ax < b
equivale a Ax + z = b. Desta forma a alternativa (i)
pode ser escrita matricialmente por:
. X _ X
(i*) |A, I - |= b tem solucao | 20
_ > G
Aplicando-se o terorema II.4 conclui-se que

(i*) € verdadeiro ou (exclusive):
t t . -
A(ii*) vy [A, I]-z © , yb< 0 possui solugdo y.

temos y*© [A..{] = [ytA, yt]; 8, o que implica
t, _ =
YA20 ¢ yt 20,
' Q.E.D.
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11.3 - Progfamagﬁo Linear

. 411 °°" 21
Seja a matriz A = ' - , OS
‘4n1 "7 3

b 1 c
171 1 . :
vetores b = e c=]1 . Deseja-se resolver
]
bm n

problemas m:

Minimizar o-funcional ctx

sujeito a :

problema M:

Maximizar o funcional bty

Aty-s c
sujeito a : '

Diz-se que um problema m ou M possui solucdo

factivel quando o conjunto definido pelas restrigoes € nao-

vazio. Um vetor x(y) que resolve um problema factivel € cha-

~mado de solucao Gtima.

0s
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;_.' A solugao de um problema de prggrgm#gﬁo li-
near dependera de (i) ) probiema ser factivel e (ii) existir
" uma soluggo otima, ou seja, o problemg tér.uma solu;io ;i-
. mitada.

O Teorema II.4 apresentado abaixo most}a que
existe uma rgla;io entre a existéncia dé sblugBes para os
probléma; ﬁ e M.

Teorema I1I.4 - Teorema da Dualidade da Programagao Linear

Dada a matriz A e os vetores b e c descritos

~

acima, a solugao dos problemas Me m enquadra-se a priori

ém um, e somente um, dos 4 casos. abaixo:

Caso I: Os problemas m e M tém (ambos) solugbes Gtimas x e y

e estas satisfazem a c'x = bty

Caso IT: O problema m nao possui solugio factivel mas o M‘

tem solugio factivel com bly — w

Caso ITI: O problema M nao possui solugdo factIVel e om tem

\
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&

solugao factivel com ctx -

CasoIV: Nenhum dos dois problemas possui solugdo factivel.

Prova: Usaremos o lema II.4. Para tal escrevemos o caso I
na alternativa (i) do lema e, em seguida verificamos
0 que a alternativa (ii) implica.

Tyt t t. .
Primeiramente observamos que ¢ x 2 by para x e vy

que satisfazem as restrigdes, pois:

gt m b m ( n )
y= 1 y: £ z I a..-Xx y: =
B 5 i=1  j=1 13 3 772
n m ; n ¢
= I (Za,,y.)x. £ I ¢cC. X. =¢"x (*)
j=1 i ) 17 j=1 J .J : .

De posse deste resultado podemos escrever o
caso.l sob forma de desigualdades para entio aplicar o ~ Le-

ma II.4.

W
o

m: A 2b = (-A)x g -b, X

1\'4

M: Ay < ¢, 3 y 2.0

' 'A igualdade ctx‘=vbty pode-ser'escrita na for-
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ctx < bty em vista da. observagao (*). Portanto ctx - bty < 0. N

Seja a matriz A dada por:

A o
A=|o0 at A (m+n;1, m+n)
ct_-bt.J .

. x’ = b . . .
os vetores X = 1 (m#n,1) e b c |, (mn+1, 1).- 0
y 0

caso I pode ser representado pof A X< 5 péra ﬁma solugao
X > 6.
| 0 Lema_II.3'af%rma.que-(i) Ak < b pos;ui so-
lugao X 2'9 ou (exéiusivamente) S (ii) ?t A26 e ?t b <0
‘possui solugdo y > 8.
Com yt = [vt, ut, A] " onde v = (n,1) e u= (m,1),

a alternativa (ii) pode ser expressa por:

P—A- 0 -
- [vt, ut, x] 0o At >0
t: t
| S b
. " t
[vt, ut, ;\] cl<o admite[v . ut, x] > 0
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rvt(-A) +2ct o ‘ {vfa s 2 |
- temos: »ut AF - Abt 2 0 ou JAuz=2 b
vt(-b) sutc<o ) . ctu < vip
A . T

possui solugao v 280

Suponha, por absurdo_que.x>0,. Neste caso a
terceira desigualdqde aéima'pode ser escrita por cé(U/A) <
<(V/A)4t b. Mas-por (’;) teriamos que ter F:t(u/)\) >(v/>\)tb,1c;g_o
._A=0. Com este resultado ag ineqﬁagaes da alterﬁativa '}(ii)-

passam a ser: | o v

via <ot
. uz0
Au "z 0 possuem solucgao
‘ v20
ctu < v '

A desigualdade estrita ctu < vt b pode ocor-
rer de trés maneiras:

19) ct u <.0
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2¢) v'b > 0
3°) ;tu < 0 -e vtb >0
A esta altura convém fazermos um resumo d;
que foi éprovado até aqui. O lema.II:4_diz,que ou temos uma
Solugéo péra meM que satisfaz a ctx* = bty; (caso'I)‘ ou
caimos nos casos II, III e IV de acordo.com as desigualdades
(1¢), (29) e (3?) acima.
| Aniiise de fl’),,isté é, ctu < o0: Admita por
absurdo que M tem §olu§5Q y. Nqsté caso Aty < ¢ paray>0.
be'acofdo com a alternativa (ii), Au 2 9. e uz20 temos en-

tao 0g yt(Au)s ctu o] que.contradiz ctu < 0. Portanto nes-

[l
t

ta situégiq M nao tem solugio.

Quanto ao probiéma B se este.nio tiver solu-
cao estamos no caso IV. .Se m tiver solugao x teremos Ax zh
J.(Z'Q .  Com a>-'o,. u>.9 e- como Au z 0 temés A(ou) =0. Por-
tanto A(Xx.+ au) > b, x + au 2 O, ou‘sejé 0 vetor x + au sa-
tisfaz a rgétrigio de m. Como ct(au) < 0 temos ct(x f.au) =

= ctx + actu —s o quando o —», isto &, caimos no caso IIL
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Andlise de (27), isto &, vt b>0: Admita por
ab;urdo que‘g ﬁossui solugao x. Neste caso Ax > b, x 2 e.
De acordo com a alternativa.(iil vtA.s 9, v ; Q. Temo; en-
tao 0 > (vtA) xIZ‘vtb, 0 que contradiz vtB g 0. Portanto,
nesta sitﬁagio, m nao possui solugao. .

Quanto ao problema M, se este nio tiver so-
lugio;estamos no caso IV. SelM tiver.sélugéo Y, - fe;emos'
AFy's c, Yy 2 é. Coma.> 0, v 20 —e como vtA»s (4] temos
aAFvis 8. Portanto At(y+av) £ ¢, ou seja, 0 vetdr y~;av-sa-
tisfaz 3 restri¢50‘de M. Como vtb S 0, temo (yt + avt)b =
= &tb_+ ¢ vh —> + .quando_ a —> o, isto &€, caimes no
caso II. '

{ .

An3lise de (39), isto &, ctu<co e v;p >0 .
Esta andlise € trivial a partif'ddque foi mostrado acima.
Com estas situagdes nem M nem -m tém solugoes, isto é,. esta-

mos no caso IV.

Exemplo 1. - (Caso I)

2 1 o
Seja a matriz A = " |, e os vetores b? = (3, 8) ,
: : 3 _ ‘



ct = (5.4).
m  min
sujeito
M max
- sujeito

70

le + 4x2

2xy + 'x, 23 :
1 2= " fays
B reax, > 8 X =
7/5
x; 20
x2>0
%2
3.
2
*1
3y, + 8y,
2y  * 3y, <S5
a y1+4y2<4 ?.___ ‘
Y22
~ 4

N
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| . o 4/5 ' | - [8/s '
Veja que ¢t = [5_41.[‘ } = ﬂf e bt? =13 8][- J = ——

7/5 3/5

" Exemplo 2 - (Caso II)

-2 -1

Seja a matria A =[ : } e os vetores bt=(3,0) ,
’ -1 -1 . o ) 4
ct=(s,4)
m min le + 4x2
2 ' . . ’ r . - .
—2'x1-x2>3 .2x1+'x.2<-3
| »---xl-x2>0 o x1+x2< 0
| ‘Sujeito a . X, > 0
X, = 0

M _ max 3y‘1
.r2y1+y2'>-5
v y1+y2>-4
sujeito a Y1 >0 '
y_2>0




72 -

: : A\
O problema m acima nao possui.solugio pois

nao ha como se obter um par (x3, X,) que satisfaz a todas as

restrigoes. O problema M tem solugio bty _— 4w,

Exemplo 3 (Caso III)

n
(¢
o

n

Seja a matriz A vetores

bt = (-5,-4), bt = (3.0

m min - le - 4x2

sujeito a
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rZyl + Y, < -5
sujeito a Y1 * ?2 <_'4
Yi > 0.
IR ‘

O problema m tem solugao com ctx -», 0

problema M nio poussui solugio pois ndo existe par (y;. ¥j)

que satisfaz a todas as restrigoes.

Exempilo 4 - (Caso iV)

1 0

-

Seja a matriz A

e os vetores bt = (2,4)
0 -3
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min ; -5x; - 6x,

sujeito a

-

- X4 = 2

max 2y, + 4y, -

.%
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Os problemas m e M nao possuem solugoes )
pois nao existem pares (xl, xz) e (yl,_yz) que satisfazem

a todas as restricoes.

11.3.2 - Uma aplicacao a Teoria Economica

L

Utilizare@os a programagao liﬁear pafa provar
a- igualdade entre produto e renda em um modelo linear multi-
Setorial.

Supohha uma economia com n processos de pro-
ducao em propdrgGes fixas com:rendjmentos constantes de es-
,calé. O valor adicionado por pnidade de produto 'do j-€ximo
processo € éj‘ Existem m 'fatores dé produgdo com dotagoes

by, b

1, 20 see bm. 0 termo aij' mede quantas unidades do fa-
tor i sao usadas na produgao de uma unidade do produto no
processo j. A economia ira maximizar o valor adicionado da

produgao de acordo com.a disponibiiidade de dotagoes:

max ;1 Yy ¥ €5 Yy * e +Cpyy
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[ === a; ][y,] b, 1. - (o
a1 2 "7 (N1 by [¥1 0
. o y .
P K : : ;
L ' ' ; ' !
Bl 2 777 fm M0 .bm. "n) .0.
0 vetor y '=.[Y1 Y2 Q--fyni deterhina a in-

tensidade com que cada processo € utilizado. O produto in-

terno y° ¢ representa o produto nacional sob a Stica do pro-

&;tq (valoreéAadicioﬁadOS).

O problema acima poderié receber outro enfo-
que. Os fatores de produgao contribuem para a fonmagég do
produto, més por.oﬁtro lado séo‘rgmuneradbs ao prego = Xx; ,
i=1,2, ..., m, cujé determinacgio ;sé faz ao sabor das
forgas de mercado: '§e houver excesso de oferta dg.um'.fator
seu prego ;ai a zero. Com estas hipoteses a-renda recebida
pelos m fatores .. de produéio sera

,bl Xy +by Xy + .0 +b X

A e;onomi; ird minimizar o valor da renda dis-

tribgidgiaos fatbres dé produgio sujeito & restrigdo de que

o valor adicionado (unitario) em cada processo nao ultrapas-

.\_\



'sa a remuneragao (por unidade do produto) dos fatores usados:

min bl x1-+ b2 x, + ...'+ bm Xn

M 1 0]

- . .
41 1 777 Am{ (™1 €1 X1
sujeito a |12 %22 77" 3p((X%2| > |92 e [%2f =0
1 ’ ] ' ' 1 '
? 4 ] ' L H [ ]
] ) [ ] L] 1] [} B ]
L | ] ] [ ] [ ] [ ] -
ahl aZn amq 3%1 _%i - 3%1' f{:

0 vetor} x'=[x; X, ...,xm} determina os pre-
B ;os de equilibrio dos m mercados de fatores. O produto in-
terno X' b representa o produto nacional sob a dtica da

renda.

o O.téorema'da dualidade da progfamagio Iinear'

mostra que sendo ambos. os problemas factiveis ter-se-ia

que constitui a igualdade entre produto € renda.

I1I1.4 - O Teqrema da Dualidade de Fenchel

Definig3do:

Seja E um espago vetorial e f1,£,:E—>R fun-
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cionais lineares. Denomina-se.dual de E o espago dos fun-
cionais lineares continuos definidos em E. Neste»eSpago as
operagoes de soma de funcionais, multipliﬁagéo de .funcional
por escalar e o funcional nulo‘sio definidos por:

1°) (£1+f,): E —= R definido por: (£7+£,)(x) = £;(x) +

+ £f,(x), para todo x.e,E
2

2?) . (af): E—» R;definido por: (af)(i)’é o, £(x), para

todo x € E e todo escalar o.

39) O elemento nulo do dual de E & o funcional f:E— R
tal que f(x)= 0 para todo x € E.

i
1

As ope;agaes acima satisfazem aos 8 axiomas
listados na definicao. de espaéo vetorial (item I1.2). O es-
paco duai de E € representado pgr E*. Desta forma um ponto
x* € E* ¢ um'funciqnal X*: E;——>'ﬁ. que assume valor  x*(x)

no ponto x € E.

n

Exemplo: - E = R

Sejam os vetores €11€51 cee, €, onde»ei tem

a i-ésima coordenada igual a 1 e as demais iguais a zero, uma

i
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base para E. Seja x = (xl. Xy oo xn) € E; isto &, x =
= ;1 el + X, €, + u.; + ;n e, - " Tomemos - o0s funcionais

Yy y2’-"f’ Yo, onde y; = x*(ei) como base para o '§Spago

dual E* temos:

x*(x) = x*(x; ey + ceu * X, en) = Xy x*(ey) + ... +x x*(e)

’=X1 yl * e _+ Xn)’n

v{Conclﬁi-Sé que assim como um‘ponto de E & re-
presentado pelo produto de escalares.indexa§05 pglos vetores
basicos de é de mesmo indicg, um ponto de E* (um  funcional
linear) tgmbém possui.represenpagio &ada pelo produto de es-
calares indexados pelos vetores bisicos de E* de mesﬁo indi-
ce. Desta forma o dual de.Rp é o proprio .R?.

0 éxempio acima fica ainda mais completo  se
definirmos a norma de um funcional f: Rp — R por:.
IEN = sup| £(x)]
Ixll=1

Teriamos HyiH =1 parai-=1,2, ... n.

A express@o x*(X) = X;.¥y * X, Yy * ... Xg Vp

pode ser encarada sob dois pontos de vista:’
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(1%

1°) x* = (yl, ces yn) fixo e x = (xl; ceey, X ) € va-

n
riavel. . Neste caso x*(x) € o valor  do funcional x* =
f (yi, Yor eeen yn) em cada ponto x = (x.1 veees xn); ~ isto

€, cada ponto do'espago E &€ avaliado no ponto x* € E*,

14

2°) x* = (Ygs eoen ¥y) € varigvglve x = (x5, «0o, x,) &
fixo. Neste caso x*(x) representa o valor que cada funcio-
gal‘y* = (yl, Ygs «++ ¥Yn) assu@e no ponto x = (xl, cees X,

isto €, cada ponto (funcional) de:E*'é aValiédo no ponto x €E.

Sej? C=E um éonjunto convexo. Definamos:
Definigao:

Um funcional f: C-——-ER é convexo se para
todos x;, x, € C ‘e  0-< o < ; tivermos:

| f{;a'xl + (l-a)le < a_f(xl) + (1-0) f(xz)

Definigao: Um funcional g: C—~~R & concavo se -g € convexo.
- a b
Ilustragio: ‘ £ !




Definicao:

Seja CeE um conjunto convexo e f: C — R
', um'funcional convexo. Definimos o conjunto [f,C]c:R:x E por:
[£,C1{(r,x) € RXE : x € C,‘f(x)'<'r}

] \\
NP

Seja C<E um conjunto convexo e g:C—-> R um
funcional cdéncavo. Definimos o conjunto [g,Cl=R'x E por:

[g,cl={(r,x) € R x E: X €C evg(x).>'r }

4

Lema 5: [£,c] & convexo se, e somente se, £f € con-

vexo . [ g,C] € convexo se, e somente se g &

concavo.
prova: para ff, C]

Admita f convexo e‘sejam (rl, xi), (ré, xz) € C. Pro-

vemos que o ponto a(r,, x,) + (1-a) (r,, Xx,) per-
que ©°p 1* X1 - 2' %2
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tence a C. Pela convexidade do funcional f temos:

a r1 + (1¥a)r2 > & f(xlj + (1-a) f(xz) = fla X +

+ (l-a)le. Portanto o ponto (a ry +_(1-&)rz,;a:x1+
+ (1-a)x, € C.

geciprocamente seja C convexo e (ri,xl),(rz,xz) € C.
Provemoé qué f € convexa. A convexidadé de C impli-
ca (ar; + (I+a)ry, axy ; (l—qszJ.G C: ou ary +

f (l-ajrz >-f[& Xy f_(l-a)le. Mas r, > f(xl) e

1y P £(x;) ou seja o £(x;) + (1-a) £(x,) > fla x; +

(1-a)§21. o que prova f € convexa.

Definigioﬁ

Seja C<E um conjuntb convexo e f: C —= R

um funcional convexo. Define-se o conjunto conjugado C*cE*

por C* = {i*_e E*: sup [x*(x) - f(k)] < oo}
"x €C ' '

e. 0 funcional conjugado £*: C* — R POT

’-:-f*(x*))=.sup [x*(x) - £(x)]
x €C

Para uma visualizagao geométrica do funcional
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conjugado notemos que um hier?léno H contidovno espgo. R x E
€ representado por H = {(r,x) Q‘R x E: r.s + X*(x) = &}; Os
parametros s, X* e a descrevem ; equacio do funcional  1i-
near que define o hiperp;ano. Pode;se toﬁar s=-1 e fazer a
necesséria alteragao no funcipﬁal.linear X* e no escalar a,
de modorque o hiperplano H passa a ser representado por:
H'= {(r,x) € R x E: -r +,;*(x)'= al, bastando definir x =
= X*/(-s) e :d~= &}(—s). Tal'alteragéq sera possivel sem-

pre que. H nao for um hiperplano vertical, isto &, s#0.

Definicao:

Seja E um espago vetorial normado ¢ C= E um

conjunto convexo. O funcional -h: E*i— R definido - por

h(x*) = sup x*(x) € chamado ‘de funcional Suporte de C.
x€C ' )

A visuali%agio de h pode ser feita na figura
’abaixo . Tome o conjunto K= {x € E: x*(x) < c} e fagca ¢
variar. A medida que se toma c cada vez maior o nimero de
ponfos do conjunto K aumenta . h(x*) € o Infimo das cons-

tantes ¢ tal que C = K.
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x*(x)=h(x*)b
AN

~
</;:§\

AN
BN

K = {x€E: x*(x)<c} \_

- ‘De posse do conceito de funcional suporte po-

demos compreender o conteldo geométrico do funcional conju-
. . . R . .

gado dado por x*(x)-r = & . A medida que a varia, tal fun-

Fional descreve hiﬁerplanos pafaleloé em R'x E. Quando «
= h((-1,x*)) o hiperplano H = f(r,xl €E Rx E: x*(X)-r = a} €
um hiperplano sﬁporte do;conjpnto.[f,cl ou seja, o funcional
£ (x*) = x*(x) - T & um funcional suporfe'de [£,C].
Ilustrando para E= R, o hiperplano dado pelo
funcional x*(ﬁ)-r = f*(xf) téngencia_o conjunto [ £,C] em(r,x)

e intercepta o eixo dos r & altura f*(x*)

!

1

[

N
r=g*(x*)

(r,x)

o !

m -

J;\\\ X

x*(x)-r = £*(x*)
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Definicao:

D E um conjunto convexo e g:D —e R um fun-

cional concavo. Define-se o conjunto conjugado D*c:'E*‘por

D* = {x* € E*: i2£ [x*(x) - g(x)]> -} e o funcional conju-
x .

gado g*; D* —s R por g*(xf) = inf [x*(g) - g(x)1

A visualizagid geométrica do funcional conju-
gado g* & anélogg ao f*. O hiperplano defihidé'por X*(x)-T =
= g*(x*) suporfa'o conjunto [g,D]. O éscalar -g*(x*)  mede

a distancia.vertical do intersepto do hiperplano suporte com

o) éi.xo- R .‘__\w<g*(x")

D x

L
-

x*(x)-r =g*(x*)

Uma vez apresehtados oszconceitos de funcio-
nais conjugados,passemos a sua utilizagao na resolugdo de
problemas de otimizagao. Sejam C e D conjuntos convexos e
f: C—=R e :g: D—= R funcionais convexo e concavo

respectivamente. Desejamos obter o inf [f(x) - g(x)]
' x€(C ND)
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Este problema pode ser re§01vido usando-se os
funcionais conjugados de modo a se obter a menor distincia
que separa os conjuntos [f,CI e [g,D]. De acordo com a figu-
ra abaixo pode-se perceber qﬁe este valor € igual 2  maior
distancia que separg-dois hiperplanos paralelos que separam
os conjuntos [f;C] e [g,ﬁj._'Tal.disténcia € dada por g*(x*)-
- £f*(x*)." O problema,‘pOrtanto, pode. ser substituido por

achar o funcional x* que maximiza g*(x*) - f£(x*) em C*M) D*.

-

Teorema II1.5 Téorema da Dualidade de Fenchel

- Seja E um espago.vetorial normado, C e D sub
conjuntos convexos de E, £f:C —= R e g: D — R funcionais

o o
convexo e concavo respectivamente. Admita que CND#P e

\



‘que [£,C] ou [g,D] tem interior nao vazio. Suponha, final- ¥

4

mente, qué u = inf [ f(x)-g(x)] € finito. Entao:
xeECND ’

(1) u = inf [£00) - g()] = max [g*(x*) - £*(x*)
XECND xX*€ C*nD*

(ii) se o infimo do lado esquerdo & alangado para algum
X, € CND entao:

- max [xg-(x) - f(x)] = x; (xo) - f(-xo) g

x€EC

min [x; (x) - g(x)] = x; (Xo) - g(Xo)
X€ED | " '

.Prova: Para todo x*€ C*ND*, x € CND temos:

£*(x*) = sup[‘x*(x) - £(x)]. ==>f*(x*-)'> x*(x) - f(x) '
- x€C '

A
.

g*(x) = inflx*(x) - g(x)] == g*(x*) < x*(x) - g(x)

x€C
logo,‘ f(x) - g(x) = g*(x*) - £*(x*) o que implica:
infl£(x) - g(x)] > sup [ g*(x*) - £*(x*)]
xeC nD x*€C* N D*
Se existir x* € C*N1 D* tal que inf [f(x).- g(x)] =

o
x€e CND

= sup [g*(x*) - £*(x*)] entao a igualdade em (i) estard
x*€ C*n D* ’
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provada.

—— e

Seja o funcional convexo f-u e’ o conjunto
convexo [ﬁ-u,C]. Este conjpntq'é um deslocamento Qertical
do [£,C]. Pela Qefinigéd de ﬁ; cpnclui-gé.qué [ £f-u,C] e
{g,D] §st50 arbitrariamente proximos mas nao possuem ponto
interior na sua intersecgao. Como por hipotese um destes dois
conjuntos possui interio? nio vazio, podemos separé-lqs por
“um hiperplano.contido no espaquR x E. Este hipefplano nao
podéiser vertical pois do gontririo separaria C e D mas por

"o o

“hipdtese CND # §.  Portanto o hiperplano pode ser defini-

do por um funcional linear'x;(x) - T =a pafa algum x; € E*.

Como [g,D] esti abaixo deste hiperplano mas arbitrariamente

i
q-

proximo dele, temos:

a's inf [x3 (x) - g(x)] = g*(x2)
x€D ' "

Analogamente [f-u,C] estd acima do hiperplano mas arbitra-
" riamente proximo dele, logo:

& ='sup [xs (x)'f f(x) + ﬁ] = f*(x;) + u
x€eC

Portanto u = g*(x;) - £*(x})

Para completar a prova observemos quc ' se O

.%‘
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‘Infimo u for alcancgado por algum x_ € CND, oscmnﬁxmos {g,D

0

i
i

e [_,f-u. C} sao .tais que (g(x ), x ) = (f(xoj,xo) € ({g.DIn[ £-u,Cl)

: e éste ponto (g(x,), x,) perte;ce go hiperﬁlano,de separa-

gao dado‘por H =.{(r,x).€ R x E: x3(x) - r=a}. Isto con-
plefa é prova de (ii).} :

Q.E.D.

Como aplicagao do teorema da.dualidade, de

Fenchél a Tepria'EconGmicg apresentamos uma prova de impor-

tantg Teorema da Teoria dos Jogos: o Teoreﬁa do min-max. An-

tes de érovarmos este Teorema- faremos uma;breve exposi;ﬁo da

Teoria dos Jogos na forma matricial com o objgtivo de: moti-

var o conhecimento do min—max._

-
v

Jogos Matriciais de Duas Pessoas e Soma Zero

Sejam dois jogadores I e II que disputam um
jogo com matrix Q(nxm), .denominada matriz -de lucro, descrito

por:

1?) A matriz Q € conhecida por ambos os jogadores e scu

térmo qij representa o vaior'que o jogador I paga ao jogador



90

II quando o resultado do jogo & a5 -

29).para se determipar_p resulFaQo qij‘os jogadqres se
.comportém'comé haximizadores de lucfo (ou minimizadores de
-prejuizo). 0 quador I escolhe uma das n ‘' linhas de Q e o
jogador II es;olhe uma das ﬂ-colunas. Estaslinhgs e ‘colu-
nas sio'denohinadas estratégias de I e II ;espéctivamente.AO
jogador 1 estélhe uma eétratégia que m?niﬁi%é o valbr a ser
. pago a Ii sabendo que II escolhera uma estrat€gia quej maxi-
miia 0 valor a éér ;ecebid9 de I. Da mesma forma o ;jogador
II escolhe a estratég{a que_maximfia 0 valdr a ser recebido
de I sabendo que I eséblheréia'eéfrapégia.que miﬂimizar<)va->

4

lor a ser pago a II.

 39) Como um jogador néo sabe qual_séré a estratégia es-
colhida.pélo ou;ré, ele tera que fazér sua»Opgéo Haseado na-
.duilo que egpera que o outro jogador facga. Désga .forma a
_ atitude‘fomada por cada jogador sera caracterizada por um

vetor de probalidade de escolha. O jogador I escolhe o ve-
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t - . . n
tor x° = (Xxq,...,X;) com x;20 e I X; = 1. 0 jogador
. i=1

R

: . | _ )
. .IT escolhe o vetor y = (yl,.“,nQ com xj?o.e, 25.- 1.

1

Desta forma o 1@cro esperado por I serd x°© QY.

4?) Denominando A o conjunto de estratégias possiveis
para I e B o conjunto analogo para II, concluimos que o. ob-
jetivo de I &

min max xto
XEA- y€B

e o objetivo de II €
. t,. .
max min x Qy
YyEB XxEA
0 Teorema do min-max prova que os.dois valo-
res acima sao iguais.
Para utilizarmos o teorema da.dualidade de

Fenchel na prova do min-max definamos:

x; =1} < E

-
"

{x: x;20,
i

(W=

1

m
B={x*: x*=Qvy, y;20, I y;=1}cE*
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onde E=E*= R". Observe que A e B sao convexos e compactos.
x*(x) = xtQ)r = valor que o jagador I paga ao jogador II quan-
do I escolhe a estratégia x e II ‘escothe a

estratégia x*.
Podemos, finalmente, passar ao:

Teqréma I1.6 - Min-Max

 Sejam ‘os espacos E=E*= R e os conjuntos AcE
e BeE* definidos acima. Entao
min max x*(x) = max min x*(x)

XEA x*€BA - X*€B xEA

Prova: Definamos o funcional f: E —49 R por

f(x) = max Xx*(x)
X*€EB

"Este funcional estd bem definido pois a com-
pacidade de B garante a existéncia do maximo. £ € continuo
pois tomando-se uma seqléncia {x } € E, x, —= X, podemos

associar a cada elemento desta seqUencia um funcional xy € B

= * (- o * .
tal que x*(x;) = max x*(x;) e formar a seqliéncia {xz} €B
' X*EB
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Como B € compacto, para Xp —= X, temos x* —= x* € B. Pe-

la definigdo xpy lim max  x*(x ) = lim  x*(x ) =x*(x,)=
N+ Xx*€B v XX,

= * ‘ = i =
max X (xo) f(xo). Portanto 1lim f(xn) f(xo),ocum
R :
xX*€EB . ’ X, — X,
prova a continuidade de f. f & também convexo pois para

o<1 ¢ X3, X, € E max x*[ (l-a)xl + axy] = (1-a) max x*(x)+
’ x*€B | x*€B

+ o max 'x*(xé);
-X*€EB .

A compacidade de A e a continuidade de f garantem que existe

min f(x)

XEA

Podemos agora aplicar.o teorema da dualidade

de Fenchel substituindo f por £, Cpor E, g por 0 e D por A.
Notemos qué as hipoteses daquele teorema s3o satisfeitas pois
f e g sao convexo e cdncavo respectivamente; AcE, portanto
o o ~ | : _ |
CND +# ¢; finalmente [£f,D] tem interior nao vazio.Temos:

D* = {x*€ E*: inf‘[x*-—O] > -0} === p*=E*
X€ED=A
g*(x*) = inf fx*(x) - 0] =—> g*(x*)= min x*(x*) =0.
X€ED=A | XEA :



'Vérifica-%e aigda que C*=B e f*(x*) = 0.

P?fa provar isto suponha x] £ Be utilizemos
. 0.teorema de separa;éo tomando x;€E -tal que{h.para todo x*€ B
 tenhamos}xi(x1).- x*(xl) >a > 0. Entéo Eomando-se 'x=8xl

/>0, xi(x) - max Xx*(x) pode tornar-se arbitrariamente gran-

x*GB
de. Como max: x‘(x) = f(x), temos sup [xi(x) - f(x)]'= + oo
X*EB . x€E : '
ou seja ki € ;*, portanto C*(1B
Reciprocamente) se x} Q B, entdo fxi(x) -

- max Xx*(x) atinge um miximo de 0 em x=0, _ou' seja O =
XEB ‘ ' '

= sup [x*(x) - £(x)] = f*(xf) < o, Portanto ,x*GC*;mecC*
x€C ' .
A {
Finalmente por (i) do teorema II.S,
min [£(x)-0]= max [g*(x*)-0] = max min x*(x)

- XEA | X*EBNE* . X*EB XEA
’ Q.Eo DO

II.5 - Programagao (Concava

m

- O problema basico da programagao concava

maximizar um funcional concavo f: C —> R, onde C € um con-
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juhto convexo, em um subconjunto de C cujos pontos satisfa-
zem a restrigoes definidas por funcionais céncavos.

Para exemplifiéar, seja CC=R2>e os funcionais.
céncavos f,87+++:8, ::C — R. Désgja-se‘maximizar f no
conjunto CgCC dado por Cg ={x € C; gi(;c) =0, i= 1,2,...,m} .
A figura abaixo‘ilugtra o.problema:

o ponto X € o miximo

C
de £ em g

As condigdes para a existéncia de um maximo
; : -
em Cg . serao fornecidas pelo Teoréma de Kuhn-Tucher. ' Antes -

de apresentarmos este teorema precisamos de alguns rtesulta-

dos intermediarios:

Lema II.5 1 Seja CcE um conjunto e g;,85,---8y° C—R
_funcionais concavos. Entao, ‘Cg ={x€eC: g;(x) =

20, i= 1,2,...,m} € un conjunto convexo.



96

Cl

1. g , bas-

O3

prova: Seja C;.= {xecC g;(x) = 0}. Como Cé =
. } . i
i

"« provar que.Cg

€ convexo que a,cénvexidade de Cg. de-
corre do teorema I.lf Para tal, sejam X1.X, G.éiczc ,
isto € gi(xl) >0, g; (x;) > d. Como C € convexo, pa-
ra 0 Sa<l, (l-a)klﬁ+'ax2 € C. ‘temos pela conca-
vidade dg gif [(i-a)xl + axzi > (1-a)'gi(x2)‘> (1-a) 0 +
+ a.O = 0, - #ogo,(l#a)xl + “*2 € F;,'o qﬁe prova’ que 

B C :

i~ - i -
g e convexo. Segue-se que Cg = N c € convexo.
: . i=1

g

Teorema II.7

. n .
Seja CcR um conjunto convexo € 811820018yt
C— R funcionais cdncavos. Se o sistema de equagoes.
. . !
gi(x) > Q, i=1,2,...,m.
nao admita solugao em C, entdo existem coeficientes P1:Pgre Py

com p; = 0 para todo i e'pl-+ P *e..+ p, >0, tais que

m N :
I p. gi(x) < 0 para todo x € C.
i=1 1 . -

Prova: Dado um ponto x € C defina o conjunto Z, por Z, =
= {(21’22"ff’zm) € R™; Zs < gi(x), i= 1,2,...,m} e

considere o conjunto Z definido por Z = U Zy
: xe€C
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‘ Observemos que @ ¢Z ‘pois isto implicaria
GGZi para algum X, ou seja 0 < g; (X) para todo i, o que

contréria:a‘hip6tese de o sistema gi(;) }'0,'i= 1,2,...,m

nao admitir solugdo em C. Verifiquemos ainda que Z € con-

vexo pois dados 2 €2, e E€Zi e 0 < o<1,
(l-a)zi + a Ei'< (1-a) g;(x) + a g; (x). < gi[(l-a)x + a X],

i= 1,2,...,m. Logo (l-a)x + a X € Z[(l-a)x . cd-(]c= Z.
Aplicando‘o teo?ema de separagao dé conjunto
convgﬁo e ponto nao pertencente a seu;intefior, concluimos
que o funcional linear h: R® —= R da@o por:h(x) = ﬁtx se-
para Z de ©, ou seja ﬁtz = ﬁte'= 0 para todo z € Z. Como .
z;, pode tomar valores muit; grandes;négativamente, a desi-

.gualdade acima exige p < 6. Substituindo p por. p=1-§,

"p =0, temos ptz < 0 para todo z»e Z.
Qualquer~P9nto .z € Z, z=-(21,zz,...,zm) obedece a desi-

. gualdade z; < gi(xj. Definindp‘e = (el’EZ""fe ) . podemos

m

“escrever z; = gi(x) - €; para algum"e >0 tio pequeno

_ m
quanto necessario. Temos, pt 2 <0 => I pi[gi(x)'-el <0
o i=1

para todo x€C e € > 0. Tomando-se ei'cada vez menores te-
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mos - .
’ IR P; gi,(x) < 6. Como P = 6, Pi>0 para-i= 1,2,...,m,

Q E.D.

Nos teoremas a seguir utilizaremos, para sim-
plificar a notagao, as convengoes abaixo:

p =. (pl ipzs' e :pm)

< p, g(x) >= Py gi(x)

II‘MB
[

g(x) = ‘(gl(X).-...gm(X)) *

Cg ={x €C: g.(x) >0, i= 1,2,...,m}

Teorema II.8 (Cprolé;io do Téorgma 11.7)

Sejam (:cﬁRn Qm conjunto convexo e £.87,
SRRy - c ——-R-jfunciohais cﬁncavos. Se o maximo | do
funcional f emrfé ocorre em X GCg. entao existem Py
ﬁl,...,ﬁm nao negativos com.4§0 * Pyt Py *...t Py >0,

tais que P, £(x) + <p, g(x) > < f)o f(X) para todo x€C

e < p, gx) >=0.

Prova: Por hipoOtese o sistema

\
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| g;(x) >0, i= 1.,2,...,m
CE(x) - £(X) >0

Nao tem soiugéo em C. Portanto o sistema
g.i(X) >0

£(x)-£(x) >0

Também nao possui solugao em C. Podemos, pois, aplicar

vé teérema II.% ﬁara ébtér ﬁo,ﬁl,...,ﬁm, .51 =0, i=0,1,...,m
com p, + 51 ; ;.; + pp > 0, tais qué Solf(x) - £(x)] +

+ < p, g(x) ><0 para todo XGC. .

Logo, P f(x) + <p, g(x) > < 50f('s<)

Par; mostrar que -<'§, g(i) >;= 0 faga x=X na expressao
acima, obtendo-ée < 5, é(i) $-< 0.

_Comb p=>6 e g(X) =6, obtemos <p, g(x) >=0
Q.E.D'

O Teorema I1.8 € uma>primeira versao do Teo-
rema de Kuhn-Tucker que'nio estabelece uma condigao que ga-
ranta que o coeficiente P, seja estritamente positivo. 0

Teorema II.9, apresentado a seguir, mostra que se O conjunto

-

,\:
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cg tiver.pelo menos um ponto interior isto €, um ponto X tal
que gi(i) > 0 para i=1,2,...,m, entao o coeficiente Py 3
estritamente positivo. Tal condigdo sobre X & conhecida co-

mo condigéo de Slater.

Teorema II.9 (Corolario do Teorema II.8 com a condicao de

SIater)”

Sejam Ce= Rn um conjunto convexo e f,gl, R

C—> R funcionais concavos. Suponha ainda que existe'iGCg

tal que gi(i) >0, i= 1,2,...,m,(condig50 de Slater). Se o

maximo de f em Cg ocorre em -X € Cg, ‘ entao .- existem

PysPye--- P, nao0 negativas c§m ﬁl§+ P, to.t ﬁm >0 tais

que £(x) + <P, g0> < £+ <p, g@> <£X® + <p, g®>

Prova: Pelo teorema II.8 existem ﬁo,ﬁl,ﬁz,...,ﬁm, ﬁi =0

i= 0,1,2,...m com P, *+ py * Py + oes + Py, > 0 tais
que B, £(x) + <F, g(x)> < P, £(X).

A condigao de Siafe; implica ﬁo> 0 pois se p,=0 te-

riamos < p, g(x)> < 0 para.todo x€C,, em particu-

g

\\
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N

lar para x=X, ou seja <p, g(X)>< -0 oque contradiz
a hipdtese de g;(X) >0 para i= 1,2,...,m.  Como

pi/pb' obtendo:

]

P, > 0 podemos definir Pj

f(x) + <p, g(x)> < f(X) para todo x € Cg. 0 teo-

rema 11.8 afirma aindé que < p, g(x) > = 0. Logo

;o <p, g(®) >.= <P, g(X) >= 0. Este resultado
- nos fb:nécé a brimeira'desigualdade.
f(xj +<p,gkx)> é £(x) + < f)a g(x) >
Para obtermos a segunda desigualdade Bésta lembrar
que p = 0, gix) =0 e <p, g(i).> =0 temos
0 =< P, g(i).>'.< < p,.g(i)>, para todo x:GCg, 107.
go, £(X) + <P, g® > < £(X) + <p, g(x) >

'Q.E.D.

Definicao de Ponto de Sela:

Seja o funcional F: X xY —s R € os pontos
x €X, y €Y. Um ponto (X,¥) € X xY & um ponto de sela

se para todo (x,y)€ X xY, F(x,y) < F(X,y) < F(X,y)

0 ponto (X,y) & um ponto de minimo quando ca-
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minhamos na diregao y e um ponto de maximo quando caminha-

mos na direcgao x.

)F\

‘De acordo com.gsta definigao, a expressao do
Teorema iI.Q pode ser interpretada .como uma fgngéo
L: CX RT-——- R dadé bor L(x,p) =-f(x).+ <p, gx) >

A desigualdade daquele Teorema torna-se
L(x,p)- < L(X,p) < L(X,p) onde- se verifica que o ponto de
'méximo de f em Cg correspohde ao ponlo de sela (i,ﬁ? da fun-
gao L.

Apresentaremos a_verséo final do ?eorema} de
Kunh-Tucker como'um.corolério do Teorema II.9 e do Teorema
II.10 dado aBaixo, Esta forma de proceder permite salien-
tar ﬁm detalhe que' poderia passar desaperéebido em uma de-

monstragao muito extensa, qual seja, o fato de a  condigao

de suficiéncia do Teorema de Kuhn-Tucker independer da con-
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cavidade dos funcionais f,gl,gz,..;,gn, bem como da condigio

de Slater.

"Teorema II.10

Sejam C=R" um conjunto convexo e os funtio-
nais f,g,.85+--+,8,: C—> R. Se existir um ponto '(i,ﬁ) €
€Cx Ry tal que L(x,ﬁ) < L(X,p) < L(i,p); _entéo.

(i) o ponto X maximiza f em Cg;

(i) <P, g(X) >=0

Prova: A desigualdade.L(i,ﬁ) < L(x,p) para todo p.é RT' im-
ﬁliéa <p, gx) > < <p', g_x(‘)‘c) > para t.odo_.'p‘G R,
tomaﬂdo ao invés de p, ap, onde o >t0 'temos;
<p, g(x) >—i—— < <p, gX)>
Fazendo-se o —e = temos 0 < <p, g(i) > para to-
do p € RT. Por outro lado, tomando-se P=0 na desi-
gualdade antgriof obtemos < p, g(X)> < o. Conclui-se

que < p, g(X)> = 0.. Para provar que X € Cg tomamos

p=e; para i=1,2,...,m em < Py g(i)}; obtendo
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gi(i) 20 para i= 1,2,...,m.

Para.mosfrar que X maxiﬁiza f em Cg’ tomemés a desi-
guéldade L(x.ﬁ) < L(i,ﬁ) para toaé x € C implica
f(x) +'<'13, th)'> < f(i) »+ <p,x > =.£(i)7 Por-
tanto £(X) - £f(x) > <'p, g(x) > para todo x € C.
Sé x € Cg, temos éi(x)>> 0 para todo i,-o gue im-
piicg'{ ﬁ,‘g(x) >{'> 0 para todo x € Cg- Conclui-se

que f£(X) = f(x) para todo x € Cg

Q.E.D.

Conforme se pode verifiéér. -na demonstracgao
acima, nao precisamos dasﬁhithgées de concavidade dos fon-
cioﬁéis f,gl,gz,.;[;gm: e ;50 pouco da cohdigao dg Slater .
para provar'qﬁe se (i;ﬁ) é'uﬁ pon;o de sela de‘L’entgo x €

0 maximo de f em (%.

Teorema II.ili- Kunh-Tucker (corolidrio dos teoremas II.9 e

I1.10).
Seja C < R um conjunto convexo e fi,8;:87,+- &y

: C —> R funcionais concavos. Suponha que existe um _pon-
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to §.€ C fal que gi(f) >‘0,hi= i,g,...,m (condigao se Slé—
ter). Entao o funcional f atinge um miximo em (frestrito a
Cg ={x € C: g; (%) >:0 i= ;iZ,;J.,m}-no‘Ponto X € Cg ge, e
somente se, L(x;ﬁ) < L(x,p) < L(i,ﬁ) onde L(x,p) = f(x) +

+ <_P. g(x) >.

Prova: (i) A condigao € necessiria: Veja‘Teorema'II.Q

(ii) A condigao € suficiente: Veja Teorema II.10.

Q.-E.D.

IT.5.2 - Uma aplicacdo a Teoria Econdmica

‘Utilizaremos a.programagio concava para pro-

var a-existéncia de equilibrio competitivo no modelo heoi .
classico de equiiibrio geral da produgao.

0 modelo neo-classico de equilibrio geral da

‘produgao parte das.seguintes hipdteses:

1) -Economia. competitiva com n bens e m fatorés de pro-

dugao,
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2) Existem e empresas com conjuntos de possibilidades

de. producgao Xe, £= 1,...e, convexos ‘fechados e contendo
| a'origem.
3) O conjunto de poséibilidades_de produgao agregado

X = g Xg é formado de pontos da forma (x,;y) onde x € R?
ey € RT. respectivamente vetores de bens e fatores de pro-
dﬁgio. Se (x;e)ie Y entao x=0, isto &, nio é possivel pro-

duizir sem usar fatores de produgio .

4) Os n bens s3ao comercializaveis com o exterior ao ve-

tor de pregos P € R&.

: ' - SR .
5) Os m fatores de produgao tém oferta totalmente ine-
lastiva para o total de empresas, sendo representados pelo

vetor y € RT+ correspondendo as dotagOes pertencentes aos

individuos.

Definicao:

. 0 conunto de possibilidades de produgiao da

economia X & definido por X ={x e ™ x,-y) €Y, vy < y}.
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As hipoteses do item (1) permitem provar que

X é convexo, compacto e contém a origem.

Cada -:mpre.sa._maximi_zé seu _lucro < p,x>-<w,y>
tomando o vgtor de pregos dos fato;es de produgao w G'RT co-
mo dado. A determinagdo de w € feita pelo.mercado de modo a
que a economia.chgque a um ponto dg prpdﬁgéo (x, -y) € E'.
Neste pon;o.o§<pfegosiﬁi'dos fatofes que nao s?o .plenamente

utilizado caem a zero, o que nos permite escrever <w,y-y>=0

Definicio
" Um-equilibrio competitivo no modelo neoclis-
sico de -equilibrio da produgdao € um ponto (x*, -y*) € X e

um vetor w € RT de pregos dos fatores tais que:

(1) y* <y
(2) <p,x*>-<w,y*> > <p,x>-<w,y> para todo
(X,"}") € x

3 <w,y-y>=0
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Existencia do Equilibrio no_Modelo Neocldssico

Primeiro provemos que se x*, xi, ...,'x; sao

pontos de equilibrio das diversas empresas ao sistema de

e
pregcos p, entao x* = L

N xz €o ponto de lucro (agregado)

em X. Para tal lembremos que < p.x}; > - <w.y§ > ><px> -
-'< w;yff> para todo f. Somando paré f= i,Z,...,e, obtemos
<p,x*> - <“w',.y*> 2 <p,x>-< ;ﬂ,y >, 0 que mostra que
podemos considerar a economia como §;ndo uma Unica empresa.

Isto posto, apliquemos o Teorema II.11.

1°) x é gbnvéxo;

2°) 71- Yi =0 saon xestrigaesECGncévés;

39j'< PsXx > é:um.funciﬁgai éGncé&o definido em todo
(x. -y) € X

4°) (é, 0) €X € um ponté dé X sujeito a ?i- Ys >0 pa-

ra i= 1,:..,n (cond. Slater).

Entao, pelo Teorema II.11, existe (x*,-y*)€ X

-

com y*< y e w€R tal que<p,x*>=<px>+
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<w, y-y*> 2. <p,x > + <, Y-y > para todo (x,-y) € X.
Logo: < W, Y-y > =0 e <p,x*>-<w,y™> ><p,x> -
- < w,y. >. 0 que pi‘ova a existéncia do equilibrio

(x*, -y*, w).




CAPITULO III

APLICACOES A TEORIA ECONOMICA

III.1 - Introducao

Neste Capitulo-faremos uso do  instrumental
matemético desenvolvido no Capitulo I para estudarmos o mo-
aelo de economia competitiva de.produgéo e consumo de Arrow-
-Debreu.

0 Capitulo gsté dividido em trés partes: na
primeira.des;revemos o modelo e suas hipotésés; na _ segunda
‘provamos a existéncia de equilibrio do  modelo, finalmente

discutimos as implicagoes deste equilibrio.

I11.2 - 0 Modelo de Producao e Consumo de Arrow-Debreu

a-

Em uma economia existem n bens que sao produ-

zidos por m firmas. Cada firma f € cracterizada por um con-

e O . S
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junto de possibilidades de producao Yg 0 qual satisfaz aos

axiomas: A.1 - Ye e um'subcohjuﬁto convexo e fechado do R"
.contendo 6 (f= 1,...,m).
Este axioma significa que a producdo é divi-

sivel (yg € Yo implica AY ¢ € Ye), aditivel (y%, y% € Y im-

plica'y% + y% € Yf) e nao admite retornos crescentes Qe es-
cala-(yf € Yff d <)A<1 eﬁtéohkyf = Ayf‘+ (1-2) & € Yf). 0]
fato de Y¢ ser fechado significa pontos ;rbitrariamente pro-
ximos de Yg pertencem a Y. Q € Yf significa que a ‘empresa

pode decidir nada produzir.

Definindo o conipnto-de possibilidades de pro-

ducao da economia por Y = I Y. temos os axiomas:
f

.ALZ -Sey€Y e y >=é, entéé. y =6
A3 - YN (-Y) =9
O axioma A.2-significa que n3o se pode ter um
vetor de produgido agregada com uma componente posifiva a mg-
nos que pelo menos uma componente seja negativa, isto €, pa-
ra haver alguma produgao é.nécessério algum fator de produ-

gao. O axioma A.3 significa que niao podem haver dois veto-
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res de.produgﬁo em que os_insumos de um sao exatamente  os
pfddﬁto§ do outro. Isto decorre do fato de que algum fator
de producgao & usado em qualquer atividade.prgdutiva mas 0s
fatores da produgao, por hip6tese; nao podem ser produzidos

pelas firmas.

0 consumo de economia € representado por in-

dividuos. Cada individuo h € caracterizado por um conjun-

to.de possibiiidades.de consumo Xy o qual satisfaz axiomas:
Xy € um subconjunto convexo e fechado'do RE o qual &€ limita-
do infefiormente, isto €, existe um vetor ;h tal que §h$§xn
para todo x, € X .

Bste ultimo axipmé exclui dg Xh as cestas de

bens inguficienteé para.mantér.a vida do individgo h.
A.5 - Cada consumidor possui uma dotagdo inicial X, tal que
X >.xh para algum *h €X, e umi participagao de d
- no$ 1lucros da. empresa f, dy¢ >‘0, T dpe = 1 para to-

h
do f.

0 axioma acima afirma que cada consumidor h

possui uma dotag3ao positiva de cada bem. Trata-se .de uma
hipdtese forte que facilita muito a prova da existéncia de

e
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equilibrio. A existéncia de equilibrio, contudo, pode  ser
provada com uma hipotese mais fraca, mas envolvendo  maior

‘complicagao matematica (veja Arrow-Debreﬁ'f1954)).

Definicao :

Seja P >0 um vetor de R" que representa o

sistema de pregos. Denomina-se M, (P} a renda do individuo h

ao sistema de pregos P.
Mn(P) = < P’xh > + I dhj 1rf(P)'

onde nf(P) € o lucro da empresa f ao sistema de precgos P.

" Note-se que os axiomas A.1, A.4 e A.5 garan-
tem que Mh(P) >0 para todo é pois por A.l'qenhuma empresa
opera com lucro < P,yf > negativo pois pode fazer yf =0
e por A.4 e A.S5, éh >0 logo <P,x;> >0.

As preferéncias dos consumidores 559 descri-

tas pelo axioma abaixo.

A.6 - Para cada consumidor h existe uma relagao de or-

‘dem em Xh representada por (5), significando '"pre-
’ h S

ferido ou indiferente', entre pares de elementos
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de X, satisfazendo as propriedades abaixo.

(a) Transitividade

S R 25 .3 . . 13 .3
Xy % X, e *h.ﬂ Xp implica xp i Xy

(b) Ordenagao

1. 2. 1y .2 25 .1
Para todo Xpr Xps temos Xy E X, ou Xy % Xy

‘(c) Continuidade
' 0 . R
Para todoAxh, 0s conjuntos {xh. thi xh} e {xh:
o

Xp % xh} sao fechados.

(d) Convexidade Semi-Estrita -

1o .2 : S 1 . 2
Se Xy i x, e 0 <a <1, entao (l-o_t)xh * ouc}zl i Xy,

(e) Nao-saciedade

Se xg € Xp» -entdao existe X, € Xy tal que xh% x}?

0 simbolo (%) significa "preferido" e & defi-

. oLl e 2 . s 13 ‘2 - 23 1
nido por: Xy i Xy 51gn1f1ca xh 7 Xj, Mas nao ocorre X 2 X.
0 axioma A6.a afirma que duas cestas podem

sempre ser comparadas. A6.b & a hipGtese que permitira ao

individuo maximizar sua satisfacdo. A6.c significa que se
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uma cesta x, e preferida a X;,» entao existem conjuntos de
1' 2 -, 1 2 . )
cestas S" e S = Xh proximos a x, e Xp respectivamente,

tais que se x! es! e x? € SZ, entio x! % x2, A6.d in-

dica que o consumidor prefere a diversificagao a espetiali-
zagao. Finalmente A§.e’a§segura que.éempqexse pode encon-
trar uma cesta que agrade mais o- consumidor, isto €, o con-
sumidor € insaciavel.

Estes axiomas implicam o:

[

Lema IIT.1 - (Nao-Saciedade Local)

Para tgdo xﬁ € Xh ekiste xﬁ € Xh arbétraria-

mente proximo de xi tal que xﬁ‘% xi .

Pro#a: Por A6.e existe xﬁ $ xi. Por A6.d temos (l-a)xﬁ +
h .

+ axﬁ $'x1. Com o proximo de 1 o lema esta provado.

h D |
_Q.E.D.

ITI.3 - A Existencia de Equilibrio na Economia de Producio e

Consumo

Para provarmos o teorema da existcncia de

R R RS
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.
» - [3 + - . L3 \\
equilibrio em mercado competitivo necessitamos mostrar que a
economia tem uma capacidade produtiva limitada assim como o
espago de consumo restrito a capacidade de produgdao da eco-

‘nomia também & limitado. Para isto definamos os subconjun-

tos abaixo:

.Xh = {xh: X, € Xp, existe x,, € X, paré todo h' #h e
Vg GIYf para todo f tal que Z < 6};
Yf = {yf; Ye € Yf, existe xp € Xh para todo h e Y g €Y,

para todo f'# f tal que Z < 6};

onde Z = I (x,-X.) - L yg.
h h “h : £ f.

Xh € o conjunto de possibilidades de consumo do indivi-
duo h dadas as limitagdes dé recursos da economia. Y. € o

conjunto analogo da empresa f.

Lema ITI.2

limitado para todo f.

(¢

(a) Yf

o

limitado para todo h.

- (b) Xh
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(AN

N

o Prova: (a) Suponha, por absurdo, que Yl seja ilimitado. En-

tao existem seqliéncias {yg}, {xﬁ} tais - que

. n n = - .n
tmlygl== Zye>2 G4 - %), ypeve e
n
X, € Xh.
Seja X = I X, e pelo axioma A4 temos X = I x
B b y he
= n n, = -
XS<Z Xy - Portanto, I Y¢ Z X - X,
h f .
. . n n . .. . .
Seja u = max "yf”. Para n suficientemente gran-
' f
de u" > 1.

Como Ye € convexo e O € Yf,~(1/un)y2 + (l-l/un)e

G Yf.

E(yg/un) > (XD /7,y e Yes
lim u"= o “y?/un" <1
e
~ tomando-se uma subseqliéncia {nk}'tal que -
13 nk, nk _ o o )
im  ye Ju = Yg¢ temos 2 Ye2 0, yg €Y,
k—» oo

pois Y. e fechado.

Pelo axioma AZ temos I yg =0. Para algum f°',
f

o - ' o
Ygr =6+ o+ 0+ Yer € Yf .

Mas yg = 0 implica -yzl =0 + I yg €Y

f#f:

™




(b)
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*

Portanto Yg. €Y N (-Yf.). Pelo axioma A3
y;'= ©. Como f' € arbitrario, temos y¥==9 para to-

do f. Logo temos: 1lim  max "yg/Un" =0

. Ne—» ©0 f

Este resultado € uma contradicido pois pela defini-

¢io de u", u" = max "y?" implica 1 = max "yg/un"
‘ ' f
e passando-se ao limite 1im max "y?/un" = 1,

N— o0 _f
Seja x, € X. Pela definigdo de X,

; <X <z)’ - 2 X."';(-

Pela definicao de Yf, temos y. € Yf para todo f na
expressao acima. Como Xp o = §h.‘para todo h',

xh<xh<'z Yeg - L

Xpo * X (yg € )
£ h'#h P cEC

Como Y. € limitado, conclui-se que X, € limitado

Q.E.D.

Corolario III.1 -

Xh e Yf sao conjuntos convexos e compactos pa-

ra todo h e f£.
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Sendo Xh e .Yf conjuntos compactos, qual-
quer fungao confinua com dominio em algum dos dois conjuntos
possui um maximo e um minimo. Podgmos definir a cada vetor
de precos P a oferta de cada empresé e a demanda de cada in-

dividuo usando este fato.

Definigao:

U ~ . . B B -

ma correspondencia tA—= 2z, onde 27 € o
conjunto das partes de B, € uma funcao que associa a cada

elemento de A um subvconjunto de B.

Definamos a fungao lucro da empresa f ao sis-

tema de precos P por: ﬂf(p) =max < p, Y >
S XEG‘Yf

Como Yf € compacto, o maximo existe, estando, pois, a fungao

lucro bem definida.

Definamos as correspondéncias Yf(P) e Xh(P),

respectivamente demanda do consumidor h ao sistema de precos

P e oferta da firma f ao sistema de precos P por:
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t t t 2
X, (p) = {xb: Xp Q Xh' Xy ? X, para todo x; € X, tal que

<p,xh> < <p,—fh> + i.dhf 1rf(p)}

Definigéo:

Dados os conjuntos A, B Rn,.sendo B compac-

to, uma correspondéncia ¥: A —= ZB € semi-continua supe-
riormente se para todas as seqlléncias {xn} €A, ty,} €B, as

propriedades x —— X, yﬁ — Y, Y, € (xn) implicarem

n
y € Y(x).
Definicao:

Denomina-se simplexo n-1 dimensional "1 a0

“sub-conjunto do espacgo R® dado por:

neomss

n _ n, -

i=1

-Ilustracao

\s




Observemos que os conjuntos Xh(p) e Ye(p) nao
se alteram quando se multiplica o vetor P por um escalar
positivo a, isto é:

X,(p) = x,(ap) e Ye(p) = yg(ep), para o >0.

1 . o
Tomando-se a = © as  correspondencias

t
p €

X, (P) e Y(P) passam a ter dominio no simplexo sh-1,

"~ Lema III.3

(a) A fungﬁo lucro Te! Sn-l——» R € continua

(b) A correspondéncia Yo gn-1

- . -
— ¥; €& semi-continua
superiormente e o conjunto Yf(p) € convexo para

‘todo P.

1 tal que Pn — p°

Prova: (a) Seja a seqliéncia {?n} € s
" e a seqliéncia {y,} € ¢ tal que y, é Yf(pn). Pela
definigao de T temos:
Telpy) = < fn,yn>' > <P .yg> para todo yg € -

Como Yf € um conjunto compacto, yn.——» yo € Yf.

Passando-se ao limite temos:
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o o _o0 o - |
7 .(p) =<p .y > 2> <p Yg > para todo y. € Yf.
Portanto pn — po implica nf(pn) —_— nf(po), o que

prova que 7. € continua.

(b) Para mostrar que Yf(p) € semi-continua superiormente
basta observar que pela'continuidade de Tey a0 tomar-

n-1

- -se seqliéncias Ep,} €57 7, {ynt €velpy), P, — p°

—>y, — ¥° tal que . (p°) - <p°%y° > temos

y© € Ye(p®).

‘A convexidade de Y¢(p) € imediata pois dado 0 < a < 1,
Yer Vi € Ye(p),

<p,(1-a)y' + ay" > = (1-0) <p,y' >+ a <p,y"™ =

= (l—a)ﬁf(p) + a#f(p) = wf(p) portanto (l—a)y' + ay"

€ Yf(p);
. Q.E.D.

O lema que provaremos em seguida faz uso do
"axioma A5 que admite que todo individuo tem dotacdes positi-
vas de cada um dos bens. Na realidade este lema permanece

valido se ao invés do A5 tivermos a hipotese de que a qual-
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‘quer sistema de pregos P o consumidor h possui em sua dota-
i
cao Eh‘um bem que tem prego nao nulo. Desta forma terfamos

: Eh > Xy, para todo x, €X e <p, Eh f»ih > > 0.

Lema III.4

A correspondeéncia Xh: Sn-l—— Xh é semi-con-
tinua superiormente e o conjunto Xy (p) .€ convexo para to-
do P.

n-1

Prova: Tomemos as. seqUéncias {P"} € s"%, {xg} € X, tais

que xﬁ € X(P") e Pnf—- P € Sn'i, xg_——~ xp € Xy
temos que ﬁostrar qﬁe' X, € X, (P).
Offato dei xﬁ € Xh(Pn) implica
<ph x> < »< ph, X >+ i-' d e 7™

* Como o produto interno e a fungao lucro sao  fungoes
continuas passando-se .ao limite obtemos:
SPyXp? S <Py Xy > o+ Idpe me(p)

Para completar a prova, falta mostrar que para todo

xg € Xh tal que < p, xﬁ > < .Mh(p) . tem-se xp ﬁ xg
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Pelos axiomas A4 e A5 temos ih -%X >0

h

Al

Como p > 0 temos < p, Sc'h -)_-(h > > 0. Como 1rf(p.) =0 temos

Definamos a seqliéncia {A"} € R por:

PR
AR = Ah (r)
max [A (pM), < ', x0 - %X >]
h h ,
Ay (p) -
Como 1lim ;An=_ h =1, 0<<,
== max [A, (p), <p, x2 - X >]
| h'P)s =Py Xp = Xy
Definamos a seqUéncia {x"} € X, por :
x" = (1-a™ Xp * A" xp
Notemos que 1lim x" = xﬁ, pois lim A" =1
‘ Nl—e ©© _ , n.,_.w
A hipotese xﬁ € Xh (Pn)‘ implica em xﬁ ser um - elemento

de.Xh preferido a todos os que satisfazem 3 restrigao  or-
camentaria ao vetor de pregos pn.‘ Logo 'xg-ﬁ x". Passando

ao limite

. - . n
x, = 1lim . xI' > 1im " = x
h h }
Ne—p © Ne—= 0
Para provar que X(p) &€ convexo observemos

. N -
o %
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2

h >.

.1 2 - 1
que X, € X € Xh(p) entao < p, Xp > = Mh(p) =<p, X
. _ 1 2 N
Para 0 < a <1, X, = oaxp + (1-a) xp, temos <p, xh> = Mh(p).

Pela definicao de X(p) segue-se que Xh_~ xﬁ ~ xﬁ

Definicao:

_Define-se a demanda agregada da economia

X(p), a oferta agregada Y(p) e o excesso de oferta agrega-

da z(p) por:

X (P)
h

X: "z R, X(p) =2
h | h

Y: sl iz .+ T R, Y(p) = I Yo(p) + I x (p)
£ £ g'h g £ 75 TP
n-1 : . = Y
Z2: 8" =— 1 ¥ -I X, Z(p) = Y(p) - X(p)
£ h 2

Pglos lemas IIi 3 e IIT 4 conclui-se.que Z
€ uma correspondéncia semifcqntinua superiormente e que para
todo P, Z(p) € um conjunto convexo.

Apresentamos alseguir o lema qﬁe mostra que
a qualquer vetér de pregos P, o valor do excesso de oferta €

nao negativo, isto &€, <p, z > =0 para todo 2 € Z(p).
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Lema III §-

.
i

Seja p=>90 e z € Z(p) o excesso de oferta

~agregada. _Entao, < p,2 > >0 para todo p € s™.

Prova: < p, X, > < <p, ih > 4 2 dhf Te (p), 1logo,

< - -
]}.:l p,xh><Z‘<p,xh>+§2f:_dhf1rf(p),

h

<vp, E(Xh- -fh)> < Z.ﬂf(p) =<p, L Yf(P) >
h f ' f
<p, I (x-%)~-LYy 5’ <0 -

<p,z> > © para todo z € Z(p)
- Q.E.D.

Os 1ema$ apresgntados até este ponto cohpaem
as condigoes necessirigs a exiSténcia de eqdilibrio numa
economia em que todos os'agentes tém renda positiva a -qual-
quer sistema de pregos,ﬁ. Antes de provarmos a existéncia de
equilibrio na economia de produgio e consumo, precisamos de-
finir precisamenté 0 que vem a.ser um equilibrio. Este con-
ceito se apresenta em dois estagios. Primeiramente defini-

mos "equilibrio compensado” e "equilibrio competitivo”. Em

seguida provamos a existéncia de equilibrio compensado ¢ a-
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presentamos um teorema que prova a existeéncia de equilibrio

competitivo sob condigdes a serem discutidas.

Definigao: .Equilibrio Compensado

Un sistema de pregos P*, de'pontoé de produ-
gao Y§ de cada empresa, de pontos de consumo Xy de cada in-

dividuo formam um equilibrio compensado quando:

1) p* >0 ;

I Xp: (ou  z*2>9)

2)- L xt < I y*+
e YET

f

3) <p*, Y§ > = nf(p*), para todo f

49 <ptx > M, (p*), para todo h.

5) <p*, X, > > <p*, x{ > para todo X, € X tal que

Xp ﬁ xﬁ.

Definicao: Equilibrio Competitivo

Um sistema de pregcos p*, de pontos de produ-
cao y§ de cada empresa,~de pontos de consumo xf de cada in-

dividuo formam um equilibrio competitivo quando:

1) p* >0
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2) I x*< 1 y% + I Eh; (ou z* 2 @)
~h h f f
3) <p*, y% > = wf(p*),v para todo f.

4) xﬁ'%=xh para todo x, € Xh;.tal que < p*, Xy > <

< Mh(P*)

Teorema III.1 Existéncia do Equilibrio Compensado
-0 modelo de economia de produgio e consumo

apresentado admite um equilibrio compensado.

Prova: Utilizaremos o teorema de Gale - Nikaido - Debreu ﬁm-
ja apéndice a este capitulo) e a correspondéncia ex-
cesso de oferta agregada.

Verifiquemos as.hip6te§es do teorema de Gale - Nikaido-
- Debreu:

(i) z: "Lz ¥, -1 %, definida por
. f £ :

z(p) = 2 Ye(p) -»‘]21 K@) - X))

€ semi-continua superiormente e Z(p) € convexo de

acordo com os lemas II11.3 e 1II.4.
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(ii) Zfi;Yf_'- ﬁ X € compacto e convexo pois pelo corolario
I11.2, Xh e Yf 559 compactos e convexos para  todo

h:e f.

(iii) Para todo p € ™Y, z € Z(P) satisfaz a <p,2>>0

de acordo com o lema III.S.

Aplicando-se o teorema de Gale-Nikzido-Debreu
conclui-se que existe p* >0 e z* € Z(P*) tal que z* = 0.
Pela definigao da correspondencia Z os pontos y; e

xp sao pontos que satisfazem a:

(a) Y§ € Y(P*) 1logo <p*, y} > = 7.(P*) para todo £.
(b) xﬁ € X(P*) 1?go xh %»xh para todo'xh € Xh tal que
<p,x, > < <p, X > + zfl-dht;wf(P).

(c) Pelo lema III.7, < p, x*p > = Mh(P*) para todo h.
Portanto as 5 condigdes que caracterizam o
equilibrio compensado estao satisfeitas.

Q.E.D.

Agora provaremos que um equilibrio compensado




130

em que tqd@s os agentes tém renda positiva € um equilibrio
competitivb, 'Para';ai precisam6§ demqnstrar due maximizar a
'-satisfagéo'sujeito a uma restrigao orgamepfﬁria positiva e-
‘quivale a minimizar a despesa com a aquisigﬁo de bgns sujei-

to a uma restrig¢ao de nivel minimo de satisfagao.

Lema III.6

> Ve

x°
h

.’ Se xﬁ minimiza -< p, Xp, > tal que Xy

e se <p, xﬁ > > <p, xi'> para algum xﬁ € X;» entao Xp €

preferido.a todo xhital que < Py X > < <p, xf >,

Prova: Seja x; € X, tal que <p, x; > < <p, xt >.. Defi-

-

navxh(a) = (1?a).xﬁ,+ dXi& Para 0<asx1 ‘<temqs

< pz.xh(a) > = (1-0) < ?;Axﬁ >+ a< Ps_xi > <
<..<_p, xﬁ>. |

Se xh(a) %'Xﬁ entao, p9¥ hipétese,.<‘pf xt > <€
<< p:'xh(aj >, 0 que contradiz a desig?aiéade' ante-
rior. Logo¥§ = xy, (@) ef‘portanto, xh(a)ve {xp, :

xg % xh}. Pelo axioma A.6.c este conjunto & fecha-
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do, logo.

ljm - xp(a) = xj, € {xh:'xﬁ > xh}

h
o—= 0
Como xp i xg, tem-se xj i xﬁ.para todo x{ tal que
<p, x> < <p, xt >,

Q.E.D.

Como este resultado podemos provar o:

Teorema ITI.2: Existéncia do Equilibrio Competitivo

O modelo de economia de produgao e consumo

apresentado admite um equilibrio competitivo.

Prova: Pelo Teofgma'III.l ovmodelo apresentado  admite um
equilibrio compensado tp*; yi;..., Yro x*,....x;);
Os itens (1), (2) e (3) da definicdo de equilibrio
competitivp sao idéﬁtiqos aos mesmos itens da defi-
| nigao de equilibrio compensado.
‘Os itens (4) e (5) da definicao de equilibrio  com-

pensado ¢ a hipStese M, (P*) > 0 para todo h implicam,

pelo Lema III.6, o item (4) da definigao de equili-
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brio competitivo.
Q.E.D.

II1.4 - Eficiéncia e Equilibrio

No modelo de etonomia»competitiva apresenta-
do provamOS que existe um equilibrio compensado em que ca-
Qa agente econﬁmico isoladamente est3 em um ponto de Stimo
cohdiciqnado a suas restrigoes. Nesta segép analizamos as
implicagées‘daquele equilibrio sob o ponto de vista da dis-
tribuigao da produgéo.entre os individuos.

Comegamos pelas defiﬁigaes de alocagib facti-
vel_e eficiente e em seguida provamos que uma alocagao efi-
?iénte € compatiiei com um eqﬁilibrio compensado. Em.segui4

da provamos que todo equilibrio compensado & eficiente.

Defiﬁigéo:

Uma. alocagao factivel € um conjunto de pontos

de produgdo e consumo (yl, ceoy Yt Xqs o eees xr) tal que:

1) y¢ € Y. para todo f.
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'2) Xp € X, para todo h.

3) 2=y, +ZL (X, -x)>0
FREIEL T U

A definigao acima qualifica como factivel uma
alocagao .que € compativel com as limitag6es de recursos da

economia.

Definigﬁo:

-

Uma alocagao factivel '(y‘l), oo, y:l; xg, e, x?)

¢ eficiente no sentido de Pareto (ou eficiente de Pareto) se

nao existe outra alocagao factivel (yl. ...,'ym; X1 eves x.)

tal que Xy i xg ‘para todo h.

De acordo com a definigao gcima, uma alocagao
é eficiente de Pareto se nég houver outra'alocagéo factivel
que seja preferida por todos os individuos. A propriedade de
nio-saciedade local (Lema III.}) implica que esta definigao
élequivélentéli definiééo alternativa: '"Nao existe outra alo-
cagao factivel (y,, ey ym? X1y eees x?) tal que Xxp % xg

para todo h e X, i‘xg. para pelo menos um h'.
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Definigio:
Denominamos por Z o conjunto dos vetores de
oferta excedente correspondentes a aloca§6es factiveis:
Z ={z: z= g Ye * ﬁ(ih - xp) % e ; Y¢ € Y¢ para todo f;
X, € X, para todo h}.
Dada a aloéagao factivel (yg,...,yg; xi,.”,xgy

. : o . ‘ -
Denominamos por Z~ o conjunto dos vetores oferta agregada

excedentes factiveis correspondentes a alocagdes  factiveis

. ) . o o, _O 0, .
(yl....,ym,-xl,...,xr) preferidas a (yl,...,ym, xl,...,xr).

‘Zo ={z € Z: Xy, % xﬁ para todo hl.

Demonstramos a seguir 2 lemas que serao usa-
dos para provar que uma alocagao eficiente de Pareto tem o
valor de mercado da oferta ex;edente igual a zero.

O primeiro lema mostra que nao pode haver uma
alocagao eficiente de Pareto em que ocorre excesso de oferta
.positivo para_todds os bens. De fato, em tal situagao uma
adequada distribuigéo dos bens excedentes levaria a uma alo-

cacdo preferida por todos os individuos.
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Lema III.7

i - (o} 0_ O 0o - N
Se a alocagao (yl,...,ym, xl,....xr) € efi-
ciente de Pareto, entao os conjuntos {z: z > 0} e 2° - tém

intersecgao vazia.

. Prova: Seja a alocagao (yl,..t;ym; xl,...,xr) com oferta ex-
cedente ‘; > 9. Suponhamos, por absurdé,'que"Z‘G 2°.
Pe;o lema da néo-saﬁiedade local existe uma' alocagao
(ygaen ey XpaeeesXy) arbi;rariamente proxima de
(yl,;..,ym; xl,...,xr)_com oferta excedente z'> 6 tal

que Xp % X, para todo h. Pela hipotese de -absurdo

z € 2° temos Xpy > xg para todo h. Tomando-se a
h . .
alocagao (yi,...;yﬁ; xi,...,x;)' temos xﬁ ﬁvxﬁ para

todo h. Como z' > 6, (yi,.;,,yﬁ; X]seeesXy) & uma

~alocagao factivel tal que xp % xg para todo h, o que

contradiz a hipotese de (yg;...,y;; xg,...,xg) ser
eficiente de Pareto.
Q.E.D.

O proximo lema sera usado para provar que

N
H
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‘toda-alocagao preferida a uma alocagao eficiente de Pareto

possui oferta excedente cujo valor de mercado & nio posi-

. tivo.

Lema III.S8

Se A € um conjunto convexo que possui inter-
segao vazia com o conjunto B={z: z > 6 } entdo existe um

vetor P >.0 tal que <p,z > < 0 para todo z € A.

Prova: Como B & convexo e nao vazio podemos separi-lo de A
por um hiperplano definido por um vetor P#6 tal "que
<p,z> < c, para todo z € A e

<p,z> > ¢, para todo z € B .

i

Tomemos ZE€EB,e €B e A>0. Entio z + rel >0

Logo <P, Z +xel> »c¢

. -0 1 i 1
<pE >+ <pe’> > o5

Fazendo A —= + = obtemos P; = 0 para todo i, logo

P 2 6. Como pof hipotese p # ©, segue-se que P > 0.

Para provarmos a segunda parte do lema tomemos o > O
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e e € B. Entao -ae <o0.
.Logo <p, -ae > < ¢
<p, ae> 2¢c
Fazendo a —> 0 obtemos c < O.
Com ¢ <0 e tomando-se z € A
<p,z2.> <c < 0 ,_‘o que implica <p,z> < 0 para
toaofi € k.
o Q.E.D.
Estes dois lemas nos permiteﬁ;provar que numa
alocggéo eficiehte de Pareto os bens com excesso de oférta
nulo tém pregos positivo§ e os bens com excesso de ' oferta

positivo tém pregos nulos.

Lema JII.8

Se (Yg,.-.,yg; xg,...,xg) € uma alotagéo efi-

ciente de Pareto, entao existe um vetor de precos P > 6 tal
que:
.(a) <p.z > <0 para todo z tal que xp % xﬁ para todo h.

(b) <p,z > =0 para todo z € 2°.
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Prova: Pelo Lema III.7 2°0 {z:.z ? 0} = 0.
Pelo Lema III.8 concluimos que existe P > 0 tal que
<P,z> <0 para todo.z tgl que *h_% xg parai todo
hf‘o que prova (a). ?e (yl""’ym; xl,...,xr)'é' uma
alocagdo factivel entao z > 6. Com P >0 temos
<p,z> =0 para toda aloca§50 factivel. Portanto
<p,§ >=0 pafa todo z € 2°.
| ' Q.E.D.

.0 proximo teorema mostra que qualquer aloca-
cao eficiente de Pareto-pode ser alcangada mediante adequa-
Aa distribuigao de renda. Dada a alocagao desejada.(yﬁﬂ..,y;;
xg“..,ﬁp determina-se o vetor P. Dando-se a.cadé individuo

'h a renda < p.x§'>; nenhum individuo trocaria de cesta de

bens e todas as empresas estarao, maximizando seus lucros.

Teorema III.3 (Debreu)

0 . 0 0 0 - - -
L , * 9 o e 1-
Se (yy» Yoy X10 ,X,) € uma alocagdo £
ciente de Pareto, entdo esta alocagao pode ser sustentada por

um equilibrio compensado.

(4]

\
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Prova; Devemos mostrar que existe um vetor P° >0 tal que:

(a) £ x0<Iyl+zIXx
hohog'f ph

0 Oy ios i 0 L . 0
(b) (xl,...,xr) minimiza { P ,xh> sujeito a x; f Xp

para todo h.
(c) (yg,-‘~,y;) maximiza < p?yf > em Y para todo f.

0 0o _ sfc.0 = . o .o
(d)§<p,xh> §[<p,xh>+§dhf<p,yf>]

para todo h.

Sendo a alocagao (yg,...,yg; xg,...,xg) efi-

- ciente de Pareto, ela € factivel por definigdo, o que cor-

responde ao item-(a). O Lema énteridr-garante a existéncia
do vetor P > 6.
Para ﬁrovarmos (B) e (c) utilizemos o Lema
anterior. Sésé z = g Y * g(?h- xp) - Pélo Lema ;II.Q.
<p®,z2> <0 =<p°% z2°> ou

E(E - X)> < <po,2y°+2(3€' -xo)>
L z(xp R PREIAC T

L -‘-\\\
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-
L]

0
para todo Xx; tal que xp i X, € todo y. € ¥.

Notemos que as desigualdades acimélvalem ter-
mo a termo pois as variaveis X, © Xf sao independentes. Pa-
ra obtermos (b) fagamos Xp =x§ para todo h #h’' e yf.=yg
para todo f . Cancelando os termos obtemos:

< po, xh,>> = < po, xg.‘> jpara h' tél que X % Xg..
Analogameﬁte, para obtermos cé) fagamos xh'= xg para todo h
e yg = yg para todo f#f"'. Canceiando 0s termos obtemos:
< p°, yeo> < <p°, yg.> p;ra tod§ £'.
Finalmente o item (d) € obtido de<p? 20> = 0.
| Q.E.D.
A reciproca do Teorema IIf.S & fornecida pelo

teorema a seguir:

Teorema I11I.4

My

Se (p*.y3.---.yps x{,...,x}) € um equilibrio
compensado,” entao (yi,...,y;; xi,...,x;) e uma‘alocagéo Pa-

reto eficiente.
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Prova: Suponhamos, por absurdo, que existe uma ‘alocagao

' e * ' by : 'S * -
(YI""’yﬁf xl,...,xr) factivel tal que X} i Xp pa
ra todo h. -Como xf minimiza o custo de se atingir o
nivel de satisfagao proporcionado por x;,<p*,x > <

< '<phx > para'todo h, e pela definigao de equi-

~ 1ibrio compensado, <p*,xﬁ> ='Mh_(p*)

Como pelo axioma A.5 todo individuo tem renda posi-

tiva podemos usar o Lema III.6 para afirmar que xp
é preferido a x, para todo x; tal que <p,x, > <

< M (p*). Como pela hipotese de absurdo x{ i:xﬁ .

segue-se que 'Mh(p*) < <p*,kﬁ >,, para todo h.
Temos, entao:

EL<prX!>SIM (pY) =L <p* %>+ I <pryi> (1)
oy h™ 7 ¢ h i h” T % £

Por outro lado, a alocégéo (yi,...,yﬁ; xi,...,x;) é

factivel I xy <I X, + L y. . Como p* > 0 temos
h =%~ %7¢ _

L <p*,xp>< L< p*. x> + L < p*,yg>. Como

h h f

< P* .Y > < < p*,y% >, temos

§‘< p*,x}'l,> < %}1 <_p*,')-('h> + 2 <,.,p-*,y'j"E > o que con-

tradiz (1).
Q.E.D.
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-III.5 - Apéndice
i
Neste apéndice provamos o teorema de Gale-
-Nikaido-Debreu utilizado na segao ITI.3 para provar a exis-
‘téncia de equilibrio compensado. Para demonstrarmos este
teorema faremos uso do teorema de Kakutani o qual enuncia-

mos — sem demonstragao — abaixo.

Lema III - Teorema de Kakutani

Seja C um conjunto compacto e convexo e

C

f: c — 2 uma correspondéncia semi-continua superiormente

com Y (x) & C convexo para todo x € C. Entao existe x* € C

tal que x* € f(k*)i
Prova: Veja Kakutani, S. (1941).

Teorema III - Galé—Nikaido—Debreu

Seja gn-1 simplexo fundamental do R". ¢ =r"™

. n-1 C ~ . .
compacto e convexo; Z: S —— 2 uma correspondencia semi-

- : . n-1
-continua superiormente tal que para todo P € S , 0O con-

\
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‘junto Z(P) seja convexo e nao-vazio; para todo z € Z(P) te-
i :

nha-se < p, z > > 0. Entdo existe P* € S"°1 e z* € Z(p*)

. tal que z* > o.

Prova:

Definamos a correspondencia auxiliar H: Smd'x

C—»2° xC por ‘H(p,z)'= g(p,z)x Z(p), onde g: Sn'1 x C —

— Sn-l

€ uma fungao com n coordenadas.-dadas por

P; - min(0,z;)

g;(ps2) = - , i= 1;2,...,n
. n
1 - min(o,z.)
j=1 ’
n .
Notemos que’ 1 - I min(o,zj) =1, 0 < P; - min(O,zi) e
n -~ P I - - N -
Sz gi(p,z) = 1. Como a fungao minimo € continua .cada fungao

i=1

coordenada g; € continua e, portanto, g € continua.

‘Analizando-se as caracteristicas da  corres-

pondencia H:

(i) "1y cé compacto e convexo pois sl e c o sio.

n-1

(ii) g(p,z) € um elmento de S e Z(P) € um subconjunto

convexo nao-vazio de C. Portanto, para cada (p,z)€
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n-1 x C a imagem H(p,z) = slxcée um conjunto

convexo nao-vazio.
(iii) como Z, € semi-continua superiormente e g € conti-
nua segue-se que H € semi-continua superiormente e

H(p,z) € convexo pois Z(p) € convexo.

As propriedades (i), (ii) e (iii) acima nos
permitem usar o Teorema de Kakgtani e afirmar que = existe
(p*.z*) tal que (p*,z*) € H(p*,i*),'is£o é:

p* = glp*.2%) - o (1)

z* € 2(p*) A - (@)

Para provarmos que 2* > O observemos que ° (1)

implica:
©p¥ - min(O,z;) : .
P! = = : , para todo i. Logo
1 n
1 - min(0,z¥)
j:l J
. n-. .
. 3 * = s *
P; jzl m1n(0,?j) min (O’Zi) < 0.

Definamos o conjunto I = {i: pJ > 0}. Notemos que I & nao-

-vazio pois p* € Sn-l. Por hipdtese, para todo z € Z(p),
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<p,z >=>0, em particular < p*,z* > > 0. Esta desigual-
dade implica que existe i'€ I tal que 24 > 0. Portanto

>0 e z.

P. i

i 2 0 implicam:

min(o,z{.) 0
min(0,z3) = - = =0
p{' . ) P{-

ﬁb&b
[

J

Logo z; = 0 para todo j=1,...,n. Isto implica z* =0

Q.E.D.



CAPITULO 1V

AUSENCIA DE CONVEXIDADE

IV.1 - Introducao

No c;pitulo IIT trabalhamos com a hipotese
de que os conjuntos de possibi}idades Yf s§o conyexos(Al) e
as preferéencias individuais opedécem a propriedade da con-
vexidade semi-estrita (A6.d). Vimos que A.1l significa que a
produ;éo € divisivel, aditiva e nao admite retofﬁos;crescen-
tes de escaia.e A6id significa que ‘o consumidor prefere me-
.dias a extremos. Estas hipoteses foram usadas para | provar
que as correspondéncias de oferta de cada firma (lema III.3)
e demanda de cadg individuo (lema.III.4) sao semi - continuas
superiormente e convexas.

Uma critica ao axioma A.1 diria que diversos
processos de producao, principalmente na inddstria, nio sio

divisiveis — nao se produz meio automdvel — ou convexos —

146
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a indistria quimica opera em regime de proporcdes fixas. A-

nalogamente o axioma A.6.d & também irrealista pois difiéilmente

uma mistura de meia dose de gin e meia de uisque seria pre-

ferida a uma dose inteira de um dos dois.

Em que medida as

hipoteses de convexidade sao fundamentais 3 existéncia de

equilibrio? Esta questdo pode ser ilustrada tomando-se em-

presas que produzem um Gnico bem Yy, a partir de um Gnico in-

sumo y,, com pregos respectivamente iguais a Py e'pZ:

la. Empresa: Retornos constantes de escala

Y2

a /a

Y17

Y,

T=py¥1+PyYy = (P -apy)y,.

71

oferta

q
Y, (p)

a  py/py

2a. Empresa: Retornos constantes de escala e dois processos.

3
1

= (p; -apy)y,

(pz - bpl))’Z

Y2

oferta

)’2(1’)‘
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3a. Empresa: Retornos decrescentes de escala.

. : oferta
Y2 | Y2

a Y2 (p) '
Yl
Y1 }

p,/py

Nos tres exémplos acima, em que‘o conjunto de:
possibilidades de produgéb € convexo, a curva de oferta nao
gpresenta descontinuidadesﬂ. Se existiséem vérias firmas a
oferta agregadavseria continua. Dada uma demanda agregada

" continua, o vetor dé pregos P = (pl,pz) ficaria determinado,
bem como gs}quantidades yl'é yz.

SuponhamosAagora. que a economia seja compos-
ta de uma Unica empresa a quaﬁ apresenta um conjunto de pos?
sibilidadeé de produgao nao convexo representado no grafico
Y1 X.y; pela figuré abaixo:

y Esta empresa ao uti-
2 lizar uma quantidade de in-
sumo y,; produz o nivel de

produto y, = f(yl).
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A empresa s6 tera producdo nao nula se puder

4
¢

~ter lucro nio negativo:
T =Py f()'l) - P y1>0

y ‘ p
1 < 2

£(yy) Py

ou

Para p,/p, = a ha dois niveis de producio

possiveis: y, = y% e y, = 0. Qualquer nivel de produgdo
entre 0 e y% traria lucro negatiyo~para a empresa. As cur-

vas de oferta'de‘produto e demanda pelo fator sao:

72 | o .o

|/

- m— e - —— — -—

T "’\\;\\\\\
<t
—

L2 T SR

P2/Py

Se houver uma oferfa do fator y1 < yi nao
-hé.equilibrio neste mérdado. A nao-convexidade do chjunto
de poésibili&ades de produgao geroﬁ uma curva de oferta des-
continua que impede o equilibrio.

Do mesmo modo que geramos curvas de oferta de
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»

produto e demanga por fator descontinuas a partir de um con-
jﬁnto de possibilidades de producio nio convexo, podemos ge-
rar cUrvgs de gemanda pelo produto e oferta de traBalho nao
continuas para um individqo a partir de preferéncias nao con-

vexas:

horas de lazer diario

horas de trabalho

Demanda por y,

N\

P,/pPy

4

Os desequilibrios gerados pela auséncia de
convexidade das preferéncias e dos conjuntos de produgéo\ds—'
tos isoladamente tendem a s€ reduzir quando se considera a
economia em termos agregados. Este fato ocorre pois os con-

juntos de produgdo e consumo (sujeitos a certo nivel de sa-
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,

tisfagao) somados tendem a reduzir o ''grau de ndo-convexida-

de' em termos reldtivos, isto é,»o grau de nao convexidade

do conjunto agregado dividido por uma medida de taﬁanho da
economia — como por exemplo o nimero de agentes econdmicos.
A intuigéo por tras deste fendmeno esta no.fato'de que dife-
rentes conjuntos de diferentes agenfes apresentam  isolada-
mente diferentes n§o¥cony¢xidades, mas, quando somados, as
convexidades tendém a'se:cancelar gerando conjuntds agrega-
“dos aproximadamenté coﬁvexos, Mesmo na hipoétese de conjun-
tos nao convexos exatamente iguaié, a n?p convexidade  do

conjunto agregado fica menor, em termos relativos, conforme

a figura abaixo:

5 ‘conjuntos iguais
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Se tivéssemos um nimero muito grande de .agentes o conjunto

somado aproximar-se-ia do formato abaixo:

10.000

10.000

Neste capffulo daremos um tratamento rigoroso
a este fato que descrevgﬁos heuristicamente. O capItulo es-
ta dividido em 3 segoes:

A segao IV.? contém uma prova do Teorema de
Shapley-Folkman. Este teorema e o teorema -IV.1l, usado para
provi-lo,.seréo.usados nas apl?cagGes a Teoria Econdmica das
segoes éeguintes.

Na.segéa IV.S_épresentamos uma versio do mo-
delo de Arfow-Debreu discutido no Capftulo I1I sem as hipo-
teses dg convexidade. Provamos que‘hé um equilibrio aproxi-
mado-que se distancia do;equilibrio compensado (veja capitu-
lo III) de uma»magnitude que depende do “grau de nao conve-
*idade"-dos conjuntos de produééo e consumo dds.agentes eco-

nomicos e independe do tamanho, isto €, do nimero de agen-
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‘tes, da ec?nomia.

Na 'secao IV.4 aga}isémos uma economia_de‘tro—
. cas sem.préferéncias convexas gonsiderandp.eomo medida de
 desequi1ibrio o valor de mercado do exceséo de Qemanda. Pro-
vamos qué existe um equilibrio aproximado cuja medida de de-
éequilibrio depende apenas das dotagoes iniéiais mas nao do

"'grau de nao convexidade" das preferéncias.

IV.2 - O Teorema de Shapley-Folkman

Para provarmos o Teorema de Shapley - Folkman

precisaremos de alguns lemas que apresentamos a seguir.

Definigao: Diz-se que um sistema de equagoes
1.2 R
xt € Rn, admite solugao nao-negativa (5,52,...,5r)

se'ij } 0 para j= 1,2,...,r.

Lema IV.1

Sejam x,xl,xz,...,xr vetores em Rﬁ tgis que
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existe uma solugao nao negativa para as n equagoes.

Entao existe uma solugao também nao negativa para estas n.

1 y . .
X = a; X +-a2 X" 4+ ... + aL xr, onde r > n

equagoes com no maximo-n dos termos positivo.

Prova: Por hipotese existe uma solugéo (5,52,...,5r)'tal que

ij_> 0 para todo j. Se. o nimero de termos po;itivo§
entre estes for igﬁal an, olema esté‘provado. Se
.este nimero for superior a n temos qﬁe provar que ha
uma outra sqlugéo com'g termos positivos.

Provemos que caso hajam n+]1 coeficientes aj positivos

pode-se encontrar uma solugao com apenas n termos po-

sitivos. - Esta mesma argumentacdao poderia ser repeti-

da caso houvessem n+2, n+3, n+4, ..., r coeficien-
tes positivos, até se chegar a n+l.

Seja a solugdo a = (51,52,...,§r)-em que por Tremune-

racio podemos admitir 51,52, En,5n+1 >0, 5n+2="‘ =

= gr = 0.

1 2 n _n+l
Como 0S Vetores X ,X ,eee,X ,X pertencem ao espago
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no - . . -
R" eles sao linearmente dependentes, isto é:

' i 2 y LN n+1
L4 ! +- ' + e 00 + ! + ' = ’ -
¢ X c'y X . cp X Che1 X 0 com al

gum c5 # 0. Por renumeragao podemos supor cp#0 e

c! _
tomar c. = -—l——, obtendo:
. J c!
_ 1
-1 2 n n+
X + Cy X7+ <o + cn.x + tn+1 X -1 = 0 como
o= 1 - 2 - .n . - n+1
X = a, X" + a, X + ... + a, x + an\,.1 X + 0 +

todo <5 # 0.
. _ 8y
Para'j =k ter-se-a b= =— 1 < k < n+l temos:
k CL .

1 2 . .n +

-b(1 x~ + Cy X7 4 ~e +Cp X tc g xn 1) =0
- = 1 - 2 - n - ".n+l
X =a;.x" +a, X"+ ... +a x + 341 X +
+0 "2 «e. + 0 x"  logo,

x = (3; - b)x' + (5, - bedx? + ...+ (3 - be) X+

n+l 0 xn+2

+ (5n+1 - bén#l)x + + ... +0x" para
j=k, temos (Ej - Bcj) = (Ek - B;k) = 0, obtendo-se a
solugdo (51-b, a, =bgieen, ak—l"bck-l’ 0, 5k+1 -

= bcpgreeen 5n+1 'bcn+1‘ 0, 0, ..., 0) que possui n

termos positivos e r-n termos nulos.

Q.E.D.
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Lema IV.2 - (Teorema de Caratheodory)
Lt : n ' - : - T .
Seja AR e x € co(A), isto &,x= I a. x*
- .
: T i _ _ _
a; =0, I a; =1, x* € A. Entao x €& combinagao convexa de
i=1 ' ’ ' '

no maximo n+l .dos x;, i= 1,2,..., M0 ,e.., T.
Prova: Considere as n+l1 equagoes com r incognitas dadas
, T L -
por: x = I a. X (n equacgoes)
r -
1= I a; (1 equagao)

. Por hipdtese estas n+l equagdes tém uma solugdo nao
negativa pois a; 2 0. Podemos usar o Lema IV.1 bas-

tando ampliar a dimensao do espago Rn“para RA+1 temos,

IR LT 'xi xi -- x]] ' [x]]
N 1 2
' ! ' t ' . '
SN LR T S S U O ! i
yERT,y=|toA=t =l r R
- {7n *n *n X1 777 Xp||2g 1*n
Yo+ [Xnenf (1001 --- 1 ||ap,q) 1
: - T
Nesta notagao as n+l equagbes sdao dadas pory = I
i=1
onde yl,yz,..., yr €.Rn+1.

Pelo Lema IV hi uma solugio a = (51,A52,...,an....,5r)
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com no maximo n+1 dos coeficientes a; positivos. Lo-
T . : s

S-S, | - i
z

a; yo =>x= L a; x, onde S &o con-

junto dos Indices iv=1,2,..,.r, tal que Eii>0.

» Q.E.Dl
Téorema IV.1
T .
Sejam Bl,BZ,..., B = R". Seja x € L 'co(BJ)
. j=1
5 T . . . . . o
isto e, x = I xJ, x) € co(BJ) para j =1,2,..., T.
j=1

. - - . T _a
Entdo existem X! ,xzr...txr,e co(B)) ex=:1 ¥
. i j:l

)

com a propriedade x €_BJ para todo j com excessdo do no ma-

ximo um nimero n destes xJ.

xJ, onde xJ € co(BJ). Pelo Lema IV.2

W

Prova: Por hipdtese x =

j=1

cada xj € uma combinag@ao convexa de mo maximo n+l ele-

mentos, de BJ, isto &:

. n+l n+l

- I .3 j Joss o=
X .E a; X3, onde x3 € B’, j=1,..., 1, .E aj. 1
i=1 i=1
temos,
T . n+l n+l - n+l
x= :2 XJ.= z a% X} + I ai x2 +...4 & alxt (n equagoes)
j=1 i=1 11 =1 1y i=1 * ¢
n+l n+l 2 ) n+l

z a; =1 - I a; = 1 ,....,, L a§_; 1 (r equagoes)
i=1 i=1 i=1
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Para aplicar o Lema IV.Z ampliemos o espago R" para

Rn+r.
R T I B
1 X4
p'e
y X x} = (n,1)
o | | B
Y=L FEDLF 1] = .
Yn X - '
] -y
. ! i
' 1
y“+r 1 -
‘[xg] . vetor (n,1)
= -
1 .
. [1] vetor (r,1)
n+l n+1 n+l
_ 1.1 ‘ 2 2 T
y--iﬁl a; v; +i£1 a; y3 t ..o v Loays

i=1
Temos n+r equagoes e (n+l)r incdgnitas ag; j= 1,...,T

i= 1,...,n+1l. Pelo Lema IV.2 ha uma solugao nao-ne-

gativa com no maximo n+r termos positivos , ou seja,

- _ =1 -1 | =2 -2 . =T -

a = (Lal’..._’an"'ll’ al!.'.."an*l, ...’jl,...,a.n"'lz
coeficientes dos " coeficientes dos
pontos de Bl - pontos de BF

Na solugao a existem n+r coeficientes positivos e os

(n+1)r - (n+r) = n(r-1) outros coeficientes sao todos
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nulos. x € co(Bl) + ... + co(BD), logo, no minimo um

dos coeficientes de cada B & positivo (isto & mos-

n+l
trado por I ai = 1, para j= 1,2,...,7r). Se para um
i=1 -

certo j houver ai = 1 para algum i, entéo o ponto do

co(BJ) associado a este ai pertence ao conjunto BJ.

Se para um mesmo j houver mais de um i tal que ai >0

entiao € possivel que a combinagao convexa dos corres-
_pondentes pontos nao pertenga a Bl.
Defina para cada j= 1,2,...r-0 conjunto de coeficien-

tes Sj= {ag : ag > 0}. Sabe-se que = sJ =1 e

r . T -
I # S < r+n. A igualdade I 4 SJ = f+n ocorre
j=1 j=1

se para todo SJ, tivermos s} < 2. Neste caso

existem exatamente r-n conjuntos SJ)- com sJ

=1 e n conjuntos 'S? com Sj = 2. Para j

tal que # S’ =1, temos ai = 1 para algum

pbo

e o ponto do co(Bj) associado a est'e.aJ per-

i
tence a BJ. Para j tal que sl=2 existem ag e ai
pos}tivos e a combinagao convexa dos xi e x3 asso-

ciados a estes coeficientes pode ou nao pertencer a

\
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BJ.~'Se as n combinagoes convexas ai xi + ai xi tais

i
{

que =k Sl= 2 n3o pertencerem aos.respectivos con-

juntos B) teremos o caso de maior nimero de conjuntos

-BJ tais que x). ¢ Bj, sendo este niimero igual an

Q.E.Dl
Corolario IV.1
Seja F uma familia de conjuntos ‘compactos
n n -
Si R, i=1,2,...,m, e .X €.co(‘2 Si)’ Entao F pode ser

i=1

aividida em duas sub-familiasP1 e Fz'onde Fy possui no ma-
ximo n elementos, tal qué:

x€ co(X S)+ I S; ou
S€P1 SGF2

x = Xy + Xy, com x1€ co( L S), x2€ z S).
. SE€F; SEF,

Definigao:

Um vetor y € uma direcdo facial sobre x € C

_se x+ty € C para todo |t suficientemente pequeno.

o<

/’.’ y
Qy /a('

- - - X—ty

-
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Lema IV.3

Sefa S c:Rp, x € co(S). Entao existe um sub-

conjunto finito T = S tal que x€ co(T) e Xx-x € uma direcdo

facial sobre x em co(S) para todo X € T.

Prova: Pelo Lema IV.2 podemos afirmar que x € uma combina-

¢ao convexa de no maximo n+l elementos de S.  Toman-
do-se T como o conjunto formado por estes elementos,
‘conclui-se que existe TS finito.

Para provar a segunda parte do teorema, tomemos

- - - ko
T = {xl.xz,...,xk}, onde k < n+l, e x = jzlaj xj ,
: k , ]
aj =20, & aj = 1. Suponha por absurdo que para al-
| j=1

. gum ij’ i_?ij nao € direcao facial sobre x em co(S).

Podemos sUpor‘§j==il sem perda de generalidade. Te-

remos X + t(x; -x) £ co(T) para algum t, com |t]| pe-

queno. X + t(x; -x) £ co(T), logo (1-t)x + tx1¢cmCD,
o k
isto implica (1-t) &
j=1
k - ,
%L B; X:. £ co(T), para B; = (1-t)a;, j= 2,...,k e

aj xj + tx1 g co(T).

B1 = (l-t)a1 + t, temos -
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"o~
N~ =

B. = (l-t)al + t +

5 . i5 (l-t)aj = (1-t)

Y a. +
=1 J

3 j
+t=1-t + t =:1, logo, x + t(il-x) € uma combina-
¢ao convexa de elementos. de T, contradizendo a hipo-

tese de x + t()-c1 -x) £ co(t).

Q.E.D.

Definigao:
0 raio de um conjunto ‘compacto S R" & de-
finido por: rad (S) = min _ max [ x-y|.
- ' X ER y €S

'rad(s) € igual ao raio da menor bola fechada que contém S.

rad(S)

Lema IV.4
) Para toda familia finita F de conjuntos com-

pactos S e todo x € co( I S), existe y € I S tal que
" SEF = - SEF

Ix-yl?< 1 (rad(s)?. | ™
SEF
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Prova: Por indugao finita, se 4# F =n{=]q

x= I a(yjy, para Tc:S'ﬁinito e a(y) = 0, 3 a(y)=1

y€ET YET
tome x* de modo a minimizar max [[x-y] de modo a ter-
A
mos rad(s) = max . Il x* -y].
VAN ,
8=x-x=x-3% a(y)y= £ a(y)(x-y)
YET yer

tomando-se o produto interno com o vetor x-x*.

0 =2 a(y) <x-x*, x-y>.

yeT
A igualdade acima impede que se tenha < x-X*, x-y >>0
para-todo y €T, de modo que para algum‘y €T < X-X*,

x-y'>':<.0. Mas [rad(s)]2>> x*'-x“.2 = "(x-#*) ;

2

’

= (X'anz = "x-ylz + || x-x* 2.2%< X-x*, X-y >’"x-y
pbftanto a desigualdade (*) vale para m=1.

Admitindo que (*) véle.pafa m, p;ovémos para m+l se

T m+l m. _
X G,co(jz1 Sj) = co(jﬁ1 Sj) + co(Sm+1) teremos
m . o
X = x1 + xz, x1 €co(X S.)e xz € co(S +1) pela
j=1 j o m
e - : 1 m
hipotese de indugao, existe y~ € I 'Sj tal que
. 521

[0 < £ ]

Tomemos z° que minimiza x-yl -z" para z € co(Sm+1).
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Ent3o para todo. 20 € co(S,,,) temos:

: m
“x-yl -ZOFZ < I X -yl -..xzuz = “xl-y]‘“ < ‘21. [rad(sj)]2
_ . J=

‘ 0
Para todo z Gco(Sm+1), tz + (1-t)z ‘€ Co(sm+1)’
0<t<1, temos,
ux -y "2 < "x -y© - [t z + (1-t)z ]HZ = "x—yl- 2° -

- t(z—z%"z = "x-yl -;°u2-- 2t < x-yl -yQ, z-zo > o+
+ tzﬂz-zoﬂz, logo,
'<'X‘Y1 ’Zo, z-z2%> < t"z-zolz; Fazendo-se t—=0,

)

< x-yll-; . 2-29> < 0, para todo z € co(S Pelo

m+1)'

lema IV.3, existe um subConjunto finito Tc< S tal

m+1l

que z° G co(T) e como (*) vale para m=1 temos,

" lz [rad(Tﬂ <[rad(8m+l)]2.

Pelo mesmo lema IV.3, yzgzo € uma diregao facial so-
e o 2
bre z° em co(S,417» logo z7 +t(y -20) € co(Sm+1) pa-

. y o
ra |t| suficientemente pequeno. Para z==z°-+t(y2-z.),

1

< x-y' -29, [2°

s ty2 2% - 2°> <o

t < x-yl--zo,'y2 -2° > <o,

Como t pode ser negativo ou positivo, temos

<x-yl-2° y2_;9>.
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m+1
2¢ 't s

para Y=Y1 Y i
: , =1 j

T T A |

_ lx_yl_zouz - <x-y1-z°,v yZ ZO> 4 yZ'_zolZ
. o 2 2 ™l 2
< I [rad(S;)]° + [rad(S_ )1" = £ [rad(S.)]°,
. j m+1 . )
j=1 j=1
0 que mostra a validade de (*).
Q.E.D.
Finalmente, apresentamos .o
Teorema IV.2 - (Shapley-Folkman)
Seja F uma familia de conjuntos compactos

ScR" tais que rad(S) < L para todo S € F. Entao para toda

sub-familia finita F'<F de m elementos Sl,'...,Sm e todo
_ .oom m .
ponto x € co( I .) existe umy € I S. tal que lx-y"< Lv/n.
' j=1 J I j=1 J
_ mn .
Prova: Pelo Lema IV.4, para todo x € co( I Sj) existe um
_— . , : A j=1 :
. m. . 2 m ’ : 2 i
y € £ S. tal que I;c—y“ < I [rad(Sj)] . Se m<n,
. 3= ] j=1
m m 2 .
“x-y"z < I [rad(S.)]2 < 'z L“=m? <n?,
j=1 SR !

Se m > n. pelo coroldrio IV.1, x =X; +X,; sendo
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x;, € co(Z S) e X, € L S onde F] e F, sao duas
B€F; . SEF,

sub-familias disjuntas de F' sendo o nimero maximo de elementos

de F; igual a n. Temos x-x, € co(AZ. S).
1 2 .
SEF}

Como F; tem no maximo n elementos, aplicando-se o Le-

ma IV.5 podemos obter ;yl € I 'S tal que
SGFi

2 2

A’"(x-xz) - ylnz < I [rad(S)]2 < I t A<‘n L™

SEF4 _ SEF,

- .

tomando-se Yy =y *+X, temos |x1y|2=< .hLz,fo que pro-

va ﬂi-y“i< L /o
: Q.E.D.

IV.3 - 0 Modelo de'Produgéo.e Consumo sem Convexidade

0 modelo de Arrow-Debreu discutido no  Capi-
tulo III foi desenvolvido a partir de 6 axiomas sobre os con-
juntos de producgao e consumo e sobre-as préferéncias dos in-

dividuos. Nesta segao abandonaremos as hipoteses de:

1?) (A.1) o conjunto de possibilidades de produgao de

" cada empresa Ser COnvexo.
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2?) (A.6.d) as preferéencias serem convexas.

Tomemos uma economia competitiva descrita pe-
los axiomas Al - A6, sem as referidas hip6te§e§ de Acbnvexi-
dade. A nova ordenagao dé preferéncias deséreve conjuntos de
pontos préferidos a um xg,,isto §,'{xhr:ﬁ1% xﬁ}_néo conve-
xos de acordo com a figura abaixo:

)

' Para podermos comparar o equilibrio alcangado
por esta economia com 6 equilibrio (compensado) do modelo de
Arrow-Debreu faremos a '"convexificagao" de nossa economia

nao convexa. Para isto definamos a '"ordenagao convexifica-

da" por::

Definigao: x

A,xﬁ significa qﬁe para todo,xﬁ tal que

co({xh: Xp %_xﬁ}) tem-se xi € ~co({xh
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* 0
txp 2 x
x1 > x2 mas
Xq h
x2 éc.xl
~h

A economia convexificada sera descrita por: .
_.I- Os axiomas A.1 - A.3 sao satisfeitas com co(Yg) no  1lu-

gaf de Yo

II- Os axiomas A.4 - A.6 sao satisfeitos com %C no lugar de%;

A economia convexificada satisfaz as condi-
¢oes necessarias a existéncia de um equilibrio compensado,
isto €, existe um vetor de pregos P* > 8 -e uma alocacdo

(xi,...,xﬁ; yi,...,yﬁ) = (x*, y*) tal que:

[T ¢ = o

Xh;

1) x*<y*+x , onde X
- 1

2) yj; maximiza < p*,y} > sujeito a Y¢ € co(Ye);

3)» xp minimiza < p*,x} > sujeito a xy ic xp s
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F

4) <p*,xf >=M =< p*,x.h> + z=:1 ‘_lh_f <p*.y; >

f

A economia ;onveiificada, portanto, péssui um
‘equilibrio compensado.com as pfobriedadegkde  factibi1idade,
otimizggéo para cada agente economico e satisfagao as  res-
trigoes orcamentarias de cada indivfduo.. A.economié nao-
-convexificada tera um vetor de pre;os p* e duas alocagoes
(x*,y*) e (x+,y+) a primeira sendo factivel e a seguhda sen-
do um 6timo para cada agente e-satisfazendo as restrigoes
orgamentarias individuais. Tal que em termos agregados as
duas alocagoes estdo proximas. .Definamos, péis, este equi-

librio:

Definicao:
Um equilibrio compensado aproximado de. modu-
lo A & um vetor de precos P* > 8 e duas alocagoes (x*,y*) e

(x+,y+) tais. que :

(a) x* < y* + X

(b) .p? =0 se x} <yl ii;
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© 4 .. .
(<) Y¢ maximiza < p* yg > para Yg € Ygi

(d) x; minimiza < p*,xh > sujeito a Xp > x;,
. h |
(&) <p*x' >=u =<p*x Se b 4. <pryl> =
- P* Xp h =P T T ) She TPYE S S
F.
. = Mﬁ =<P*,xh>+ fﬁl djh<p*,y§>;

® |-y - oy <

Antes de provarmos a existéncia do equilibrio
acima, vejamos o conceito de raio interno de um conjunto, que

vem a ser uma medida de nao-convexidade.

Definicao:

0 raio interno de um conjunto S, r(s) € de-

finido por
1f(s)= sup - iﬂf “.rad (T)
Xx€Eco(S) §€co(T) '

Para a compreensao deste conceito parta
de g € éo(S)-e obtenha um subcénjunfo finito Te'S tal que
x € co(T). Para cada x féga T varia; e tome o Infimo de
rad(T);‘a seguir defina como r(S) ao supremo sobre todos os

X € co(S) de todos estes infimos.
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note que r(S) = 0 se, e
somente se S € convexo.

A seguir provafemos que o equilibrio compen-,
sado aproximado existe e que seu mdodulo € A= L /i , onde L
€ o maior grau de nao-convexidade dos conjuntos de 'possibi-
lidade de produgao e consumo (sujeito 3 restricao Xy % x;
para todo h) e n é o niimero de bens.

0 resultado

* * + + ‘_.
|(x* -y - < -yD <Aa=LvA
indica que no equilibrio aproximado a discrepancia entre o
excesso de demanda agregada na economia convexificada (x*-y*)
- . - + + -

e excesso analogo na economia nao-convexificada (x -y ) e
limitada pon'um fator que independe do tamanho da  economia
(medida pelo nimero de agentes por exemplo). Isto equivale a

dizer que a discrepancia dividida pelo numero de agentes

(discrepancia per-capita) tende a zero quando a economia



‘cresce.

. Teorema IV.3 - Existéncia de Equilibrio Comgensaao Aproximado

" Sob as hipoteses I e II que caracterizam a

economia convexificada, se existe L tal que r(Yf) < L para
todo f e r({xh: Xp, ﬁ'x;}) < L para todo h, existe um equili-
brio compensado aproximado de modulo Lvn , onde n & o nime-

ro de bens.

22213: Sejam P* e (x*,y*) um equilibrio éarg a economia con-
vexificadé. 0 eqﬁiiibrio de cada empresg_&% € co(Yy) .
€ uma comﬂinégéo convexa de um subconjunto - finito
ch:ﬁYf.. Como.r(ff) < L,,conélui-§e que rad(Tf) < L.

Temos yp = I alygyg I alyp=l
ye€Te RELLY:

Multiplicando-se escalarmente por P* obtemos

<'P*»Y*f >= 1 a()’f) < P*.’Yf)
nyTf

mas ye € T Yo ;o(Yf) para todo y¢ € Tg. Pela

maximizagdo de lucro em co(Yg) ~ conclui-se . que
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< p*;y§.>' = < p*,yf > para todo Y € Tf; Podemos
supor sem perda de genefa;idade que a(ff) >0 para
todo yg € Tg, pois caso algum a(yf) =0 podemos reti-
rar es;e Y de'Tf. Com a(yf) > 0.‘para todo y¢ G.T

e I o(yg)=1l e a QXpressao <pr,y:>=%  alyy)
y¢€T £ Y £€T¢ £

<'p"",yf > 2 | < P*"Yf~>' obtem-se <p*.y} >= <p*.yg>

para todo yg € Tg. Portanto:. | )

. Todo Y € Tg maXimiz; < Q*,yf $'paravyf € Y.

0 mesmo,arguménto'utilizado acima para. a produgao

- pode ser repetido para o'conéumd poisuth: x-h %c xﬁ}=

= co({x,: x i xg) e.?ortanto existe um subconjunto
SR

.finito Sp= {xy: %y % xﬁ } tal qﬁe'?ad(sh) <L e

xy € co(sh). Conélﬁifse que

Toéo x, € S, minimiza < p*;xh > para Xy % xg e

< p*,xh > =< p*,x§“> bpara to@o Xy, € Sy-

'Estas{expfessBes mostram que podemos escolher S, de

forma a ter xg € Sh e que todos os elementos de " Sy

"sao indiferentes temos:

F

co(Sy) + I co(-Tp)
1M g £

k="




174

. t .. ( H. : F
=co(Z S, + I (-TL))
The1 Mg O

ComO‘rad(Sh) <L e radﬁ-Tf) < L para todo h e f, po-
demos aplicar o Teorema de Shapley-Folkman para gé-v

: fantir a existéncia de um pontd
| H  F

S. + I (-T,p)
h=1 M =1 F

thyt €
tal que -

et -y - G-yl = e =< - ot -yhl < LA

Q.E.D.

IV.4 - 0 Modelo de Ecdnomia de Trocas

IV.4.1 - Introdugio

No‘modelé de économia,de produgéo e consumo
apreséﬁtado na éegéo 1v.3 utiiizamos comovmedida de  dese-
quilibrio.o'gfau de nao coﬁvexidade dos conjuntos,de produ-
géo e-éonsumo.dosiagentes gconamicosf Nesta segao apresgh-

tamos um modelo de economia de trocas em que a medida de

desequilibrio utilizada € o valor de mercado do excesso de




175

demanda.

Séja o vetor x €‘Rk, o conjunto At:.Rk .usa--

' remos as seguintes notagdes: .

oo, [
M r<1<k 1

“x“s =k 'xil o o i -

|x| € o vetor com

= . - T . . .. k . - . - )
P = conjunto de preferenciais em R_. obedecendo as hipoteses
contidas no axioma A.6 do capitulo III a excessao  de

A.6.d. (convexidade semi-estrita);

"IV.4.2 - 0 Modelo

Uma economia de trocas sera caracterizada por

‘onde A é um conjunto finito de

uma fungdo e: A — P x RE,

agentes economicos. Para o agente. a €A, >a €& a projegao

‘de €(a) sobre P — representando as preferéncias de a — @

e(a) & a projegao de €(a) sobre RE — definindo as dotagoes

iniciais de a.
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Uma alocagao € uma fungao f:A —= RE tal que

I f(a) = I e(a). Para uma economia €, M(e) =
a€A a€A ’ .

= max {"e(al) + ...+ e(ak)"M; PR € A, ay distintos}.

Um vetor de pregos P € RE € tal que "P"S= 1. Sendo S o con-

_ o o
junto de todos os pregos e S seu interior, se P € S, defini-~

mos C(p) = 1/min {pl,...,pk}. Para P € S e a €A, defini-
mos o conjunto b(p,a) denominado "demandaqu agente a 30
prego P" por D(p,a) ={x € RE; <p, x> < <p,e(a) > e
<p.,y > < < p,e(a) > implica x éwl y}.AAdemanda ‘agregada
per-capta é o conjunto D(p) = I D(p,a)/|Al.
E - a€A
Apresentaremos um ‘teorema que prova a  exis-

téncia de um equilibrio aproximado. As trés afirmagoes nele

contidas podem ser interpretada por:

(1) 0 valor de mercado do excesso de demanda . absoluto
‘pér-capita & pequeno, isto &, o valor de mercado do ajuste de
estoques necessdrio para equilibrar todos os mercados € pe-

queno.

(2) Pode-se obter uma cota para a norma do excesso de
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demqnda. Como C(p) depende de P que é‘endégino, seu uso nio
€ adequado como medida de desequilibrio. Tal problema, con-
tudo, poderia ser contornado tomando—se ﬁma»cota sﬁperior
para C(p),~p9r exemplo, a maxima taxa marginal de suéstitui-
gid'B: dado P o vetor de pquilibrio éproximado, Pi/Pj <Bg ,
lbgo C(p) <k B. A conclusdo (2) também mostra que existe
uma élocagio que € proxima ao equilibrio em termos agregados

embora possa gerar -grandes desvios em relagao ao equilibrio

para alguns agentes tomados individualmente.

(3) Existe uma a}ocagﬁo tal. que nenhum agente dispensa
mais do que uma pequena fragio dé sﬁa.demanda, i;to €, nenhum
individqo se sente muito insatisfeifo eﬁ aceitar a alocagao
ao invés de obter ; cesta determinada pela sua demanda.

Teorema IV.4 - Existéncia de Equilibric Aproximado

. . .. = 'k
Seja uma economia de trocas finita e:A—= PXR,,

. - - ) 0
com |[A] =n e I "e(a) » 6. Entao existe P € S tal que
: a€A .
I e(a)/n € co(D(p)). vParé tal P existe uma alo;agﬁo

a€A _ _
h: A — RE tal que < p,h(a) > =< p,e(aj-> para todo a e




uma cesta g(a) € D(p,a) tal que:

W <p|z @ -e@i| > < <p, 2
: aCA ‘aGA

g(a) - h(a)| > < 2M(¢)

@ | 1 @ - ewfy < leca) - ne@fy < 2cm. M)

Existe uma alocagao f: A — RE tal que < p,.f(a) > =

=< p,e(a) > para todo a e

f(a)i = g(a)j [1 - (2.C(p)-M(e)/ = e(a).)] para todo'a € A,
. acA J :

1<j <k.

" Prova: Por um argumento de equilibrio geral baseado em ponto

fixo (veja Hildenbrand - 1974 - p. 149/150)  pode-se
. o '
provar que existe um vetor P € S tal que I c(a)/n €
. ' acA

€ co(D(p)). Pelo lema IV.3 existe h(a) € D(p,a)) tal
que  e(a)=Ih(a) e h(a) € D(p,a) para no maximo k
- atA acA :

agentes {ai,...,ak}. Escolha arbitrariamente g(ai) €
€ D(p,ai), para todo 1<i<k e faga g(a) = h(a) para
‘todo a £ {al,...,ak}. Desta forma g(a) € D(p,a) para

todo a. Como por hipdtese as preferencias >a sao mo-

nétonas e g(a) € D(p,a) para todo a, temos < p,g(a) ==




= < p,e(a) >para todo a € A. Mas h(a) € co(D(p,2))
implica < p,h(a) > =< p,e(a)‘>-para todo a. Pode-
mos, pois, escrever

<p, | £.(g(a)-e(a))

>=<p,
a€A

I (gla)-h(a))| >
aCA

<' <p. I lg(a) - h(a)l

=< p, lg(a

<z kpgu)>+<phw)>‘

]
[N
[ e B

<p,e(a;) >
i=1 _

"

k
2<p, I e(a;) >
i=1

<] 5 el

||MK‘

< 2.M(g), o que prova (1).

'Para provarmos (2) notemos que

.“ééA(g(a) - e, < aéA‘"g(a) - hea)y

< <p. |g(a) - h(a)

> 1/m1n{pl,-c¢,pk}
aGA
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< 2 M(e) C(P), o que prova (2)
Para obtermos (3), tomemos o conjunto de indices de-

finido por J ={j: I e(a). < I g(a):} e
' J aea I ’

a€A
r ' :
g(a)j (Z e,/ g®).), se j €J
bEA I bea ] -
t(a)j =
g(a)j. se jgJ
Criaremos a alocagao f: A —= RE com o auxilio da

expressao acima. Para tal notemos que:
(i) r(a) = e, pois a demanda g(a)j pelo j-ézimo bem

nao pode ser negativa.

(ii) ¥ r(a) < < e(a), pois para j €EJ temos
a€A a€A '

Z :e(a). < ¢ g(a)., o que implica r(a). <g(a)j.
a€A ) aeA J . J

r(a)y = gla)( L e(®);/ 2 gb)5)

¥ = 3 (L e(b).:/ I g(b).) =
a€EA r(a)l a€A gca)J (bGA °(b)y bEA 873

= ¥ e(a).; para
a€CA . J

j £J, temos I e(a), = I g(a),
a€A J aea J
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]

; _r(a)j = g(aj)

I r(a; = T g(a); < I e(a).
acA J aea J  aea J

(iii) <p,r(a) > < <p,g(a) > = <p,e(a) >,  pois
. < . . > 0.
r(a); < g(a)y e Py
‘A Gltinma igualdade decorre de g(a) € D(p,a).

- Definamos, portanto, f: A —_— RE por f(a) = r(a) +
<p,e(a) -.r(a) >
<p, L (e(b) - r()) >
bEA

+ I (e(b) - r(b))
. bEA

Por (i), (ii) e (iii) concluimos f(a) = e. Notemos

que 2‘ f(a) = T r(a) + I (e(a) -'r(a)) = § e(a),
a€A -a€A : aGA. ' aGA

o que prova que f € uma alocagao, temos ainda <p, f(a)> =
= < par(a) .>.+ < pae(a) - r.(a) > =< pae(a) >

- para j € J,

£(a); > 1(a); = g(a); > gla); (1-2 C(P) M(e)/ T eld)))

Para j € J,
' . ) e(b)j
Ja)j = r(a); = gla); LA
r g(b),
bEA J
: : L (g(b)j - e(bj))
. bEA
= g(a)J 1 -

z g(b)j
bEA -
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Como para j € J tem-se L (g(b). - e(b).,) >0 e
N bEA J J

: k
para todo x € R, "x"M = max
) I<i<k

I (g(b); -e(d)y) < ||_b'"éA (g(®) - e, <2z c@ M)
de acordo com (2).'

2 C(P) M(¢)

temos f(a)j_> g(é)j 1 -

T g(b).
bEA J

> g(a): |1 -2 cC(P) M(e)/ T e(b),
) | " beA J

que completa a prova de (3).

 Q.E.D.

Nota: A segao IV.3 baseia-se em Starr (1969) e Arrow-Hahn
- (1971). A segao IV.4 baseia-se em Anderson(1982).
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