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: INTRODUÇÃO 

Este trabalho tem como objetivo discutir as 

implicações da hipótese de convexidade em modelos matemati-

cos da .Teoria Econ&mica. A seleção dos pontos a ~erem abor-

dados e sua distribuição ao longo dos quatro capítulos ten-

ta conciliar a necessária objetividade de uma dissertação 

de mestrado com a fertilidade do tema escolhido. 

O Capítulo I é destinado à exposição de .con-

ceitos puramente matemáticos que formam a base para a abor-

dagem de problemas da"Teoria EconSmica tratados nos demais 

capítulos. Seu ponto alto sao. os teoremas de sep'aração, ob-

tidos a partir da hipótese de convexidade. 

O Cap~tulo 11 utiliza os teoremas de separa-

çao para discutir alguns problemas de otimização condiciona-

da que surgem com freqUência em Teoria Econ&mica. Em cada 

seçao apresentamos um desses problemas, provamos um teorema 

que o soluciona e o utilizamos em uma aplicação 
.. 
a Teoria 

Econômica. 

• IV. 



No Capítulo III apresentamos o modelo de 

Arrow-Debreu. Este mopelo baseia-se na hipótese de convexi­

dade para provar a exist~ncia de equiltbrio competitivo em 

uma economia com produçãq e consumo. 

o Capítulo IV destina-se à analise da exis-

t~ncia de equilíbrio competitivo em economias em que nao há 

a hipótese de convexidade. Na introaução do capítulo dis-

cutimos as implicações econômicas desta hipótese bem como de 

sua ausência em economias com um grande número de agentes. Em 

seguida apresentamos dois "modelos de economia competitiva On-

de nao consideramos "a hipótese de convexidade . 

• V." 



NOTAÇÃO 

Dados os vetores x,y € R
n 

.. uti1izaremos· as 

. notações abaixo: 

x ~ 

:x > 

x. » 

e 

e-
1 

Rn 
+ 

R
n . 
++-

y: 

y: 

y: 

= 

x-1 
~ . Yi para todo i. 

x- ~ . Yi para todo 1 e x- r > Y'I' para pe-1 1 1 

menos um - I 1 • 

x- > Yi para todo i. 
1 

D t ~ Rn eno aremos os ve~or~s c, e i c por 

(1,1, .•• ,1) 

(O . O 1 O O) onde a 1- -e"*s'l-ma coo""denada é L , ... , , , , ... , , ... 

se x ~ 9. 

se x » 9. 
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CAPrTULO I 

REQUISITOS MATEMÁTICOS 

1.1 - Introdução 

Neste capítulo desenvolvemos o instrumental 

matemático que aplicamos nos demais capítulos. O capítulo 

está dividido em 6 seçoes. 

Na seçao 1.1 apresenta~os ós principais con-

ceitos da álgebra linear com os quals trabalhamos em todo-

o capítulo. 

Na seçao 1.3 definimos conjunto convexo e 

provamos os principais teoremas envolvendo esta definição. 

A seçao 1.4 introduz a noçao de norma de um 

vetor com a qual podemos defini r propriedades topológi-

cas dos conjuntos no espàço Rn . Em seguida definimos. con~ 

vergência de seqUências e continuidade de funções. 

A.seção I.S apresenta o funcional de Minkowski 

1 
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e o utiliza para demonstrar o principal teorema deste capí­

tulo: o teorema de separação .de Mazur. Os corolários deste 

Teorema serao muito utilizados nos capítulos 11 e 111. 

Finalmente, na seçao 1.6 damos uma demonstra-

çao do Teorema de Weierstrass que garante a exist~ncia de 

pontos de máximo e de mínimo de funções reais definidas em 

um conjun.to compacto . 

.. 
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i' 

1.2 - Espaços Vetoriais 

'Neste ítem sao apresentado's os principais 

concei tos da Algebra Linear e alguns de seus resultados cujas demons-

trações sao omitidas para que nao nos desviemos do tema des-

te trabalho. 

Definição: 

Um espaço vetorial E é um conjunto de elemen-

tos chamados de vetores com as operaçoes de soma e multipli-

caça0 por escalar. Dad~s dos ~etores x, y € E e um escalar 

1, tem-se x+y€ E e 1x € EJ O conjunto E e as operaçoes de 

soma de ·vetores e ml,lltiplicação por escalar devem satisfazer 

aos axiomas abaixo: 

1) x+y = y+x 

2) (x+y) + z= x+(y+z) 

3) Existe um vetor nulo e € E tal que xte = x para todo x € E 

4) Para todo x € E existe -x € E tal que x+(-x)= e 

5) a(x+y) = ax+ay 

6) (a+a)x = ax+ax 
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7) (aS) x = a(6x) 

-S) Ox=9 e lx= x 

, . 
Exemplos: E = Rn = {(,xl' x2 ' ••• , ~) xi € R, i = 1,2, ••• n} 

'E -Espaços das funções polinomiais definidas num 

intervalo real (a, b] 

Definição: 

Um subespaço W do espaço vetorial E é um sub-

conjunto de E tal que ax+6y € \'I sempre q·ue x, y € \'I. 

Exemplos: , -

2 ~ ~ _ Qualquer reta em R que contem a or1gem e um subespaço. O 

R2 também é um subespaço. 

Exemplos 

-. 

./' 
/' 

/' 
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Qualquer reta ou plano em R3 que contém a origem é um sub-

espaço. O R3 é também um subespaço. 

E· = espaço das funções reais no intervalo· [a,b] b R 

Ep = espaço das funções polinomiais no intervalo [a, bJ € R 

Ee = espaço das funções exponenciais no intervalo [a,b]; b R 

E e Ee sao subespaços de E p 

Definição: 

Uma combinação linear de vetores xl' xz' ... , ~ 

de um espaço vetorial E é o vetor.a l Xl + aZ Xz + ••• + an xn 

onde os aI' aZ' ••• , an sao escalares. 

Definição: 

Seja A um subconjunto do espaço vetorial E. O 

conjunto formado por todas as combinações lineares de 010-

I 
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mentos de A é chamado de subespaço gerado por A e será deno-

minado por W(A). 

Exemplo: 

w(A) 

Definição: 

Um conjunto finito A de vetores linearmente 

independentes é denominado base de um espaço vetorial E se 

W(A) = -E, isto e,' se o conjunto gera o espaço. 

Exemplo: { 2 x3 1, x, x , ... } é base do espaço Ep 

Definição: 

Seja W um subespaço do espaço vetorial E e Xo 

um vetor de E. A translação de W por Xo é chamada de varie-

dade linear de W que passa por Xo e é representada'por V = 

= x + W o 
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Exemplo: 

w 

Definição: 

Um vetor x de um espaço vetorial E é dito li-

nearmente independente de um conjunto A contido nesse espa-

ço se x nao puder ser escrito como uma combinação linear de 

vetores de A. Um conjunto de vetores é dito linearmente in-

dependente s.e cada um dos· vetores é linearmente in.dependente 

em relação aos demais. 

Resultado 1: 

Um conjunto de vetores xl' x2 ' "', xn sao 

.linearmente independentes se, + ••• + 

+ ~ ~ = 9 implica a l = a2 = ••• = an = O 
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. Definição: 

Um espaço vetorial é dito de dimensão finita 

quando admite como base um conjunto finito de vetores. 

Resultado 2: 

Duas bases de um mesmo espaço vetorial E têm 

necessariamente o mesmo número de vetores linearmente .inde-

pendentes. 

Definição: 

Sejam A e B dois conjuntos contidos no espaço 

vetorial E. A soma de.Ae· B, representada por A+B, é o con-

junto de todos os vetores a+b onde af:A e bf:B. 

Exemplo: 

/ 
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Definição: 

Sejam E e F dois espaços vetoriais definidos 

sobre o mesmo corpo de escalares. O produto cartesiano de E 

por F, representado por E x F é o conjunto de todos os pares 

ordenados (e I f) onde e€ E e f€ F : 

Analogamente o .produto cartesiano de 'dois con-
• .. 

juntos A ~ B e o conjunto de todos os pares ordenados (a,b) 

onde af: A e b € B : 

Exemplo: E=R, 

1.3.- Convexidade 

Definição: 

Um conjunto t contido num espaço vetorial E 

é convexo se dados dois pontos ~l' Xz € C, todos os pontos da 

forma aXl + (l-a)xZ com O~ a ~ 1 pertencem a C. 

nao convexo convexo 
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Definição: 

Sejam xl' xz' •• ~, xn pontos de um espaço ve-

torial E. Uma combinaç~o convexa destes pontos -e '0 .ponto 

X = 

exemplo: E=RZ 

Teorema 1.1 

a· ~ O, i= l~. 
1. 

Xz = (0,1) 

X3 = (1,0) 

y 

-y 

Z, ••• n·, e 
n 
L 

i=l 
a.= 1: 

1. 

A interseção de uma família (finita ou infi-

ni ta) de conj untos convexos -e um conjunto. convexo. 

E,rova: Sej a uma família de conjuntos convexos A"A (H~ A). Se 

x e y b n A
À 

então x e y. b A
À

, para todó "AbA. Se­
"AbA 
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ja s(x,y) o conjunto dos pontos da forma ax + (l-a)y, 

o ~. a SI. Como cada A
À 

é con:v:exo t segue-se que 

s(x,y) = AÀ, para todo À€A. Logo s(x,y) c 

o que prova que a interseção de conjuntos convexos .. 
e 

um conjunto convexo. 

Q.E.D. 

Teorema I.Z 

Sejam Cl e Cz conjuntos convexos no espaço 

vetorial E. Então os conjuntos Cl + Cz e Cix C2 são convexos. 

prova: Tome xl' YI € CI e xz' y Z S. CZ• Temos x= xl + Xz € 

€ Ci + Cz e y= Yl + Yz -€ CI + CZ" Seja O < a ~ I . ax + .. 
+(l-a)y = a(xl+xZ) + (l-a) (YI+YZ) = (axI + (l-a)Yl + 

+ (~xZ + (l-a)yZ) € CI +CZ pois CI e Cz sao convexos. 

ax + (I-a)y = (axl , ax 2) + (l-a)YI' (l-a)yZ) = (axI + 

convexos. 

Q.E.D. 
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Teorema 1.3 

... 
Um conjunto C e convexo se, e somente se, to-

da combinação convexa de um número finito de elementos de C· 

pertence a C. 

prova: Se toda combinação convexa de elementos de C pertence 

a C, uma combinação convexa de dois elementos de C 

.. pertence a C, logo C e convexo. 

. Para provar que toda combinação convexa de um .. numero 

n finito de elementos de C pertence a C utilizamos o 

princípio de indução finita. Para n=2 é trivial. Su-

ponha que a afi rmati va vale para n>2.· Sejam xl' x2""~' 

i··= I, 2, .'.'. n+l, 
n+l 

t 
i=l 

À. = 1. Se para 
1 

algum i, Ài =.0 então x é uma combinação convexa de n 

elementos e pertence a C pela hipótese de indução. Se 

À· > O para todo i temos: 
1 

n À. 
t À. ( 1 

Xl + x = 
. 1 1 n ... 
1= t À. 

. 1 1 1= 

\ + ~) + Àn+l xn+1 n , 
t À· 

i=l 1 
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°onde ~+l = 1 - E ~i 

i=n 

13 

n 
seja x = 

~. 
l' 

n Xl + ••• +0 n e a = E ~i' 
i=l 

~ = l-a n+l 

E ~. 
. 1 
191 

E ~. 
. 1 1 1= 

X € C pois é combinação convexa de n elementos. Te-

mos X = a x + (l-a) Xn+ l € C. 

Q.E.D. 

Definição: 

Seja A um conjunto do espaço vetorial E. De-

nomina-se fecho convexo de Alo representado por coCA) ao me-

nGr conjunto convexo que contém A. 

CJIIIIIIO 

Teorema I.4 

Seja A um conjunto do espaço vetorial E. En-

tão coCA) é o conjunto de todas as combinações convexas de 

um número finito de elementos de A. 

n n 
prova: Seja Y = {y € E: y = E a· X,, x· € A, a

1
· ~O, E ~1' =1, 

"1 1 1 1 1"--0'1 1= 
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n<~}, o conjunto d~ toqas as combinações convexas de 

um número finito n arbitrãriode elementos de A. De-

vemos mostrar que Y = coCA), isto'é, Y c: éoCA) e 

coCA) c: Y. 

do i. Se xi € A então xi € coCA). Corno coCA) ~ 

e 

convexo, pelo Teorema 1.3 ternos y € coCA), isto pro-

va que Y c: coCA). 

Para provar que co CA) c::- Y basta observar que A. c::- Y 

e que Y é convexo. De fato se xi € A, Y = Ox1+ ... + 

+ ,1 xi+ ••• + O~n € Y, ou seja xi,€ Y, isto prova que 

n 
A c: Y. Para mostrar que Y é convexo torne yl =' E a~x~ 

. 1 1 1 1= 

2' e y = 
rn 
E 

j=1 
a~ x~ 

J J 
1 2 x.', X. 
1 J 

€ A. Se 

e Cl-a)a~' = A x~ = x .., J k+n' 1 k 

Ternos 

2 x .• 
J 

Defina 

e 

,Note que 
n 
E 

i=2 
1 ao.· + 
1 

m 2 n l ma?) + 
E C 1-a) a

J
. = a ( E ai - E J 

i=k i=l j=1 
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m 
+ 1 1: 

j=l 

n+m 

2 a. = L 
J 

l·S 

Temos BYl + (l-B)Y2 = 

1: Ak=l, Ak ~ O, xk € A. Logo ·BYl + (l-B)Yt € Y 
k=l 

isto prova que Y é convexo. 

Q.E.D. 

1.4 - Espaços Vetoriais Normados 

Definição: 

. Um espaço vetorial normado é um espaço veto-

rial E no qual se pode definir uma função que transforma to-

do vetor x € E num número real 11 xii denominado norma de x. 

A norma satisfaz aos segu1ntes axiomas: 

1) IIxll ~O para ·todo x € E e ~xll = O se, e somente se, x=O. 

2) ~x+y~ s ~x~ + ~Yn para todo x e Y € E. 

3) 11 ax~ = I ai 11 xii para todo x € E e todo escalar a. 

o conceito de norma permite definir proprie-

dades topológicas dos conjuntos contidos num espaço vetorial 

normado. 

i· 
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. -
Vejamos alguns exemplos de espaços vetoriais 

I 

normados. 

;Exemp 10 1: 

o espaço vetorial Rn é normado pois podemos definir para 

toto x € R
n 

um número real II x /I, denominado norma euc1idia-

na de x, 

-"xII = /xi + x~ 2 
+ ••• + xn 

o qual satisfaz is propried~des (l)~ (2) e (3). 

N? ~spaço Rn podemos definir duas outras normas que serao . 
utilizadas no Capítulo IV: 

Norma do Mâx.imo: 
" x~M = max IXi l 1 " i ~ n 

n 
Norma da Soma: II x~s = ~ IXi l 

i=l 

onde I x· 1= 1 .; x~ 1 

Exemplo 2: 

o espaço vetorial C[a,b] das funções reais contínuas no in-

tervalo [a,h] é normado po~s podemos aSSOC1ar a cada fun-

çao x € C[a,bJ um número real "xII que obedece is proprie-
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dades (1), (2) e (3), definido por 

Definição: 

11 xii = max I'x(t) I 
a~t~b 

Define-se a bola aberta de raio e:>0 e centro 

a €E como o conjunto dos pontos x € E tais que II x-ali < e:, is-

.. 
to e: 

B ( a , e: ) =' {x: x € E, II x - a II < e:} 

Definição: 

Um ponto' x € A é um ponto interior do conjun-

to A se existe e: >0 para o qual B (x, e:) c: A . 

Exemplo: 2 
R , 1< xl < 2, 1<x2~·2} 

todo ponto (xl,xZ) €A tal que x 21- 2 é ponto intc­

riór de A. Xz 

1 

I iA 
I I 
I I 
L __ J 

2 
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Nenhum ponto de B i pont~ interior pois toda bola 

de raio E>O e o'centro (xl,l) contém o ponto. 

Definição: 

Chama~se de conjunto interior de A, denomina-' 

o 
do A, ao conjunto de todos os. pontos interiores de A. 

Definição: 

Definição: 

o 
Um conjunto A i dito aberto se A=A 

Um pon~o x€E i um Eonto de acumulação .. do con-

junto A se para todo E>O existe um ponto y € A tal que IIx-yll< E 

... o 
Decorre desta definição que todo ponto x€A e 

um ponto de acumulação de A p01S por hip6tese existe E>O tal 

que B(X,E) c A, podendo-se obter y€A; y € B(X,E) e isto le.va a 

II x-y 11 < E, o que caracteri za x como ponto de acumulação de A. 

C'ontudo, pode haver um ponto x€A que nao i ponto de acumula-

çao do conj utno A. Por exemplo sej a A={x, x€ R, O$~l} U {2}. O 
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ponto.x=2 nao é ponto de acumulação de A. 

Note-se, finalmente, que a definição de ponto 

de acumulação nao exige que .0. ponto pertença ao conjunto. Se-

mas para todo e:>O o ponto y=(1+e:/2), y € A é tal que ~x-YII < e: •. 

Definição 

Denomina-se por fecho de A ao conjunto A fOT-

mado por todos os. pontos de acumulação.do conjunto A •. 

2 
Exemplo 1: E = R 

4-----------------. 
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Exemplo 2: Seja o conjunto A c:: R3 o conjunto aberto 

2 x 2 < I e 

A = 

.. 
o 
A = {6 pois para qualquer bola aberta B(xI E) c: Ã, 

Definição: Um conjunto A .E é fechado se A=Ã 

Teorema 1.5 

Sej a C um conj unto convexo num espaço vetorial 

o· 
normado. Então C e C sao conjuntos convexos. 

I L";'.:".~OCETULlOVARGAS 
~ :r ... • -v • o', • ,", •• _ ... _ '. 
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prova': Se C = ~, C é convexo. e tome 

x = AX l + '(1-A)x2 , O~A~i. Devemos mostrar que Xb"C. 

Pela definição de C, dado €>O ex~stem YI' Y2 € C tais 

logo x6C, o que prova que C é convexo. 

Ilustração da prova para "C: 

xl 
,-

" I 
I \ 

• 

./ 
I 

I 

x 

'- ./ .... , , I 
Y , I . . . \ 

J I I 
\ Yl/ 

, \ , Y2 / , , I 
./ ,-_./ -_ . ...... -. 

o o o, 

Q. E. D. 

Se C=0, C é convexo~"Sejam x l ,x2 6, C, isto é, existe' 

o 
e x2 = X2+W, Ilwl<€ temos Xl b C pois "xl-xIII < € e, 

o 
analogamente, x 2 6 C.' Defina x = AX 1 + (I-A)x2 

o 
O~A~1, onde Xl e x 2 6 C pois Xl e x 2 b C. 

o 

Devemos 

mostrar que XbC. Temos x = A(xl+w) + (I-À)(x2+w) = 

= ÀXI + (I-À)x2 + w = x+w, ou x-x = w, 'ist'o leva a 
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IIx7xll =.llwll < €, O que implica x € B(x l €). isto pro-

o 
va que C é convexo. Q.E.D 

o 
Ilustração da prova para C 

- - .......... --.::.,.- - -,-,- - - -"'- ....... - - -
I / ,." .... " , I 

I _. ,- I .- \ I • - \ I o 
I I ~ I I • x, I • xZI I C 
I \ x1/ \ x I \ xi I I I ,_.... .... __ " .... __ ... I 

I : 

Definição: 

Urna seqUência de v~tores em E é lD1la função .cujo do-

minio sao os números naturais e o contradomínio é o espaço E. 

Exemplo: 

xn = {( 1 , 1), ( 1 / 2, 1 /4), 0./ 3, 1 / 9), ...} 

Yn"="{Yn € espaço das funções rais; yn=tn t€ R,"ri€ N} 

Yn = {t, t 2, t Z, ••• } seqUência de funções 

Definição 

.' 

Diz-se que uma scqUên~ia xn é convcgente para 
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um ponto x se x é o ú~ico ponto de acumulação do conjunto 

x = {xn ' n € N}. Representa-se a convergência por xn --- x. 

Definição 

Dados d?is subconjuntos A e B de espaços ve-

toriais normados f:A --- B é urna função contínua se para 

todo pont~ x€A e f(x) € B e seqUência xn € A e f(xn) € B tal 

que xn ----x, tivermos f(xn) - f(x). 

Definição 

Um funcional é urna função cujo domínio é' um 

espaço vetorial E e c~jo contradomínio é o conjunto dos nú-

meros reais~ 

Definição 

Um funcional f:E --- R é dito linear se para 

todos vetores x e y € E e escalares a,a tem-se f(ax+ay) = 

= af(x) + af(y). 

Note que um funcional linear f:E --- R é con-
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tínuo se, e somente se, f é contínuo no ponto e. De fato to-

mando-se a seqUência xn -- x tem-se f(xn) - f(x) = f(~-x) 

---- f(e) . 

Exemplo: f(x) 

Definição: 

Um"funcional f: E ~ R é dito sub-linear se: 

. 
para todo xl' X2 t E 

2) f(ax) = af(x) . para todo x t E e a>O .-

Exemplo: 

f 
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1.5· - Teoremas de Separação 

Em muitas situações da teoria Econômica dese-

ja-se obter pontos de um espaço vetorial que satisfazem a 

determinadas propriedades. A possibilidade de separar tais 

pontos dos demais pontos do espaço vetorial. é Çlssegurada, sob 

certas cond~ções, pelos teoremas de s~paraçao que sao discu-

tidos neste item. 

Inicialmente, vejamos o conceito de extensão 

cuja idéia pode ser visualizada na figura a seguir: 

F 
f(m) M=R 

m 

Partindo-se 4e um funcional linear f defini-

do num subespaço, cria-se um funcional linear F definido num 

subespaço mais amplo que, quando restrito ao subespaço ini-

cial coincide com f. O teorema de Hahn-Banach. na forma ex-
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ten~iva assegura a extensão de f ao espaço todo. 

Definição: 

Seja f um funcional linear definido num sub-

espaço M de um espaço vetorial E e N um sUbespaço de E que 

contém M. Um funcional linear F:N --- R é uma extensão. do 

funcional'f:M ---+ R de M a N se F é idêntico a f em M, is-

to é F(m) = f(m) para todo m· € M. 

Lema LI 

. 
Seja E um espaço vetorial, M um subespaço de 

E e y €. Ej Y ~ M. S~ja W(y+M) o subespaço gerado pelo con-

junto y+M. Então todo vetor deste subespaço ... 
e da forma 

x = m+8y, onde m € M e a é um escalar. 

prova: Seja {ml , rn2 , •.• ,rnr } uma base para M, y nao pode 

ser escrito como combinação linear dos elementos 

{~} f=l' logo,.· {y, ml , m2 , .", m} sao linearmente in-

dependentes e, portanto, forma~ uma base para W(y+~. 

n 
Desta forma todo x € W(y+M) é da forma x = 1: a.m.+Sy, 

1 1 i=l 
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isto 6, x = m+By, m € M 
Q.E.D. 

Teorema 1.6 - Hahn Banach, Forma Analítica 

Seja E um espaço vetorial real e M um subespa-

ço de E. ·Sejam o funcional sub-linear p:E __ R, e o funcional 

linear f: M - R, tais que, f(m) ~ p (m) para toda m € M. Então 

existe uma extensão F de f de M a E tal que F(x).S p(x) todo 

prova: Seja y € E, Y t M. Seja.o subespaço W(M+y). Pelo lema 

este subespaço tem dimensão igual a dim(M)+1 ·e . todas 

seus vetores sao da forma x = m+cxy. Uma extensão da 

f. de M a W(M+y) tem a forma g(x) = f(m) + cxg(y) a qual 

para ser perfeitamente especificada basta definir a 

constante g(y). Provemos que esta constante pode ser 

escolhida de forma tal que g(x) ~ p(x) . para todo 

x € W(M+y). 

Para tal sejam ml , m2 € M. 

f(ml) + f(m2) ; f(ml+m2) pois f é linear. 
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-linear em W(y+M) 

trarias emM, sup {f(m)-p(m-y)}~ inf{p(m+y)-f(m)}. Sejac€R 

mf;M mf;M 

tal que sup {f(m) - p(m-y)~ c ~ inf {p(m+y) - f(m)} 
n1f1.1 . mGf 

Para o vetor x = m+ay .€ W(M+y), defina g(x) = 

= f(m)+ac. Devemos mostrar que g(m+ay)~ p(m+ay) 

Se a>O temos 

r. J ~ m m' m] g(ril+aj) = ac + f(m) = a LC + fe:)J ~ a L{ P(--a + y) - f(a)} + f(a) = 

= a P(~ + y) = p(m + ay) . a 

Se a<O faç~' a = -ecO 

g(m+cxy) = -ac + f(m) = a[-c +. f(~)]~ e[{p(~.- y) - f(T)} + f(~)] = 

= a p(..!!!.. - y) = p(m-ay) = p(m+a) e 

Portan to g (m+ay) ~ p (m+ay) p'ara todo a e g é. uma 

extensão de f de M para w(M+y). 

o argumento acima pode ser repe~ido para um. 
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subes·paç o W [(M+y) + y] de dimensão dim(M) +2. Pode-se aplicar 

sucessivamente este argumento até se chegar a um subespaço 

W[M + Y + Yl+ .•• Yk] de dimensão igual a dim(E). Neste caso 

o funcional g serão a extensão F:E'- R . 

Q.E.D. 

Para obtermos o Teorema de Hahn-Banach em es-

paços de dimensão infinita precisamos de alguns conceitos de 

teoria dos conjuntos: 

Definiçã-o: 

Seja A um conjunto. Uma ordem parcial em A .. 
e 

uma relação· (~) em A x A tal que, dados x , Y e z em A tenha-

mos: 

1) x;5 x 

2) x~ Y e y~x implica x = y 

3) x~ Y e implica x:! z 

Definição: Uma ordem· parcial em' A é di ta uma ordem complet·a 

Se para xl' Y. b A ti vermos ou x ~ y ou y ~ x. 

Exemplo: Sejam AI' A2 , ••. An subconjuntos,de A tal 
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'. n 
qu~ A'·~ U Ai. A relaçio de inclusão 

1=1 
de fine uma ordem-par-

cial pois (1) A. c A., (2) A. c: A. 
1 1 1 J 

e A, c A. implica A. = AJ' . J 1 '~ 

Contudo.a relação de inclusão nao define uma 

ordem completa pois podem haver dois subconjuntos A. e A . 
. 1 J 

tais que nao se tenha Ai c Aj ou Aj c Ai' bastando para 

Definição: 

Chama-se ~deia no conjunto A a todo subcon-

junto C de A tal que C é totalmente ordenado, isto é, a re-

. 
lação (f;) é uma ordem completa em A. 

Definição: 

Dada uma ordem em um conju~to A, diz~mos que 

Bc: A é limitado superiormente em A se existe x € A tal que 

b ~ x para todo b € B. Neste caso' o ponto x é di to um limi-

te superior de B em A. 
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Definição :" 

Seja x um limite superior do conjunto A. Um 

elemento m € A é chamado de maximal de "A se x b A e m ~ x 

implica· m=x. 

Apresentamos a seguir o axioma de Zorn, o qual 

é chamado de Lema por motivos históricos. 

Lema de Zorn: 

Se toda cadeia C em A é limitada superiormen-

te, então A possu~um elemento maximal. 

De pos~e desses novos conceitos podemos pro-

var que o teorema de Hahn-Banach se aplica a espaços de di-

mensao infinita. 

F· tuna 
1 

linear de Fi - l de \'1 i-I a W"i tal que" Fi (x) ~ p(x) 

extensão 

para 



X e definamos li = 
00 

U 
i=l 

W. 
1 
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e F(x) = limo Fn(x). Devemos pro­
n °+00 

var que (W, F) é o elemento maximal da cadeia acima. 

Mostremos queoW é um subespaço da E. Para is-

to sej am € W. Isto significa existe ... x, y que um numero natu-

k 
ral k tal € U Wk· Wk 

... 
subespaço de E que x e y W - e um . -

i=l 1 ' 

pois. - . - de subespaços de e a un1ao E, logo ax + ey o€ iYkt isto 

significa ax + ay S W, o que prova que'W i um subespaço 

de E. 

Por um argumento análogo podemos tomar x € W 

e afirmar que existe k € N t~l 'que x.€ Wk e, pela regra 

de formação das extensões lineares Fi' temos . Fn'(x) = Fk(x) 

para n~k .. Logo, fixando-se um x € W arbi trári'o 1 existe F(x) = 

= lim Fn(x). Para p~ovar que F °é linear, tome x ,y € W e 
n +00 

observamos que F{ax+ey) = lim 
f 

'·n+~ 

Fn(ax+ey) = lim a Fn(X) + 
n+ 00 

+ lim e Fn (y) = a lim Fn (x) + e lim Fn (y) = a F{x) + e P{y). 
n_oo n-oo . n-oo 

Como F: \\f .... R é linear e extende cada um dos 

funcionais da cadeia, conclui-se que cada cadeia (\\fi' Fi) 
... 
e 
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".limitada superiormente. ~plicando o Lema de Zorn concluímos 

que o conjunto X possui um maximal (W*, F*). 

Para completar a prova devemos mostrar que 

W*= E .• De fato se ·W*j E então po4eriamo~ ampliar a dimensão 

de W*. e chegaríamos a um (W**., F**) o que contradiz a hipó-

tese de (W*, F*) i o elemento maximal de cadeia. 

Ilustrações do Teorema de Hahn-Banach 

Definição: 

·2 
R 

F < P para x €E 

Seja C um conjunto convexo no espaço vetorial 

o 
E e suponha que o vetor e € C • o funcional de Minkowski .. p c: 

E - R é definido por: 

Pc(x) = inf {r:r>O, x 
r 

€ C} 

Pc(x) é o fator pelo qual C deve ser extendi-
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do para que passe a incluir x. 

Ilustração 

Lema 1.2 

Pc(X) = IIxll 

"Ali 

o~ 

Seja C um conjunto convexo c~m 9 em seu inte-

rior. Então o funcional de Minkowski Pc satisfaz a: 

p"ara todo x € E 

'2) ~c(ax) = a Pc(x) para todo a>O. 

3) Se P c(x) < 1 , então x € C 

\ 

4) Pc (xl +xz) ~ Pc (xl) + Pc (x2) 

o 
5) x € C se, e somente se Pc(x) <1 

'6) Pc ê contínuo. 

Observe que as propriedades 2 e.4 caracterizam Pc 

como um funcional sub-linear. 

o 
Erova:. 1) Como 9 € C, existe e:>O tal que B(9 i e:) c: C, logo 
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existe r>O, r<oo tal que x/r € C, p~rtantQ P (x) <00 pa­c 

ra:todo x € E. Pc(x)~O pela definição. 

2) aP ç(x) = a inf' {r>O . ...!.-.€ C} = inf {a r>O x . : - € C}= r r· .. 

= inf {a r>O: ~~.€ C}=Pc(ar) 

3) Pc(x) = r<l ~ x € --r C ===? (l-r) e + r~ € C ~ r 

9 + x = x € C 

4) Dados xl e x2 € E, tome E>O e obtenha rl>O 

tais que: 

Seja r=r l +r2 •. Como C é convexo = - r 

- ___ O 

o 
S) Se j a x € C ~ x € C .==> P c (x) ~. I, a I ém dis s o e x i s -

I 
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te e:>0 tal que B(x,e:)c:: C. Seja x' = x + I~'II -1- = 

= x(1 + e:/Z 

11 x ~ 
Note que x' .€ B(x,e:) pois .Ilx'-xll = 

= 1
11

:
1 
7~ = +. Portanto x' se=- Pc(x')~l 

x' 1 .P (x') < 
1 +e:/21 xii c -

temos x = 
1+e:/zlI xii 

o 1 "' -----
1+e:/zll x~ 

1 < 1. Isto pr.ova que se x€ C, então 

P c(x) <1. 

Seja Pc(x) = r<l. Por (3) x € C. Tom~ O<e:<I-r e pro-

. o 
vemos que x € C, isto é, B(x,e:)c: C. Sêja H ={h€ E: 

I/hll= I}. Um ponto r € B(x,e:) é da forma y=x+ah on-

de h € H e 0< ·Ial '< e:, pois "x-rI! = lal Ilh" = lal < e:. 

l-r Seja e: = min{l-r, • Isto acarreta Pc(r) = 
PcCh) 

seja r € C. Como r é um ponto genérico de ':B(x,e:), 

o 
temos B(x,e:) c::. C, ou seja x € C. 

, Q.E.D. 
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6) Para provar que Pc é contínuo (em todo x € E) obser-

vemos que P (9) = P (~) = 1/2 P (9) ~ P (9) =:=0 • 
C C ~ . c c ' 

o 
Como 9 € C, existe €>O e xn € C tal que o ponto y = 

x x 
= € 

n € c. Logo l~ Pc (€ ~) € 
Pc (xn) , - = -- ou 

IXn l IXn l IXn l 

Pc(xn) S 
IXn l 

€ • Tome u~a seqUência xn ~ 9., temos 

.. .. 
Para provar que Pc e cont1nuo ,em 'qualquer 

x € E .tomemos uma, seqUência xn ~ x e notemos que: 

. . 

.-
e 

contínuo em todo x € E. 
Q.E.D. 

No desenvolvimento a seguir será usado o con-



38 

ceito de hiperplano. Para poder classificar um hiperplano 

como fechado, precisamos do lema abaixo • 

. Lema 1.3 

Um conjunto A é fechado se, e.somente se, tQ-

da seqU~ncia_convergente de pontos do conjunto, converge pa-

ra um ponto de A. 

prova: Seja A fechado e tome a seqU~ncia xn-- x, xn € A. To-

me o conjunto X = {xn ' n € N} •. Temos X c:: A: Como 

Xn-- x, x é o único ponto de acumulação do conjun-

to X. Como A é fechado todos os pontos de acumulação 

de A-pertencem ~ A. Logo x € -A. 

Suponha que toda seqUência xn de vontos de A conver-

ge para algum PQnt9. x € A.' Para todo x € A tome uma 

seqUênciaxn -:- x, xn € A. Pela definição de se-

qUência convergente, conclui-se.que todo ponto x de 

A é um ponto de acumulação de A. o que prova que A 
.. 
e 

fechado. 

Q.E.D. 
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Definição: 

Um hiperplano num ~spaço .vetorial E. é u~ con-

ju~to definido por H= {x € E: g(x) = c}, .onde g:E---';' R é 

um funcional linear ~ c é uma constante. 

Observe que se o hiperplano H é fechado se, 

e somente. se, o funcional ~ é contínuo. De fato se a é con-

tínuo então toda seqUência xn € H x - x nos leva a g(xn) n . 

---.. g(x), o que caracteriza H como fechaqo. Reciprocamente, 

se H é f~chado uma seqUência xn - x de pontos de li implica 

x €·H ou seja g(~) = c. Isto signifiéa.g(xn) ___ g(x) quando 

x --. x o que prova que g é contínuo. n 

Banach 

Hahn 

Seja.C um conjunto cQnvexo com interior nao 

vazio num espaço v~torial real E. Sej.a V uma variedade li-

o 
near em E com V n C = 0. Então existe um hiperplano fechado 

que contém V e que nao contém nenhum ponto do interior de C; 

i', 

~. 
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.. 
isto e, existe um funcional linear F definido em E tal que 

F(v) = c para todo v € V e F(x) S c para todo x € c. 

o 
prova: Podemos, caso 9 + C, fazer urna translação que torne 

9 um ponto inter~or de C. 

Notemos que dada a variedade linear V = y+W, . onde 

Y €'E e W é um subespaço de E, pode-se gerar um sub-

espaço. Z, cuj.os pontos são da forma z = çxy+w, onde 

z € Z se, e somente se, a=l. 

Podemos ob'ter um funcional linear f no espaço Z tal 

que V = {x € ~; f(x) = I}, para tal basta definir 

f(ay+w) = a. 

o 
Sej a Pc o funcional de Minkowski de C. Corno V n C = 0, 

pc(x) ~ I pa~a todo x € C. Corno Z é o subespaço ge-

rado por V, qualquer pónto de Z é da forma z = ax, 

x € V. Se alI, z fl V. Para a>O ternos f(ax} = af(x)= 

a·s a pc(x) = pc(ax), ou seja f(ax) , pc(ax) •. Para 

a<O ternos f(ax) = af(x) = a < "al pc.(x) = pc(ax), ou 

seja f(ax) S ·pc(ax). Portanto para z = ax ternos 

fez) ~ pc(z) para todo z € Z. 
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C6mo Pc é sublinear e f é linear, podemos aplicar a 

forma analítica do teoreo11\a de Hahn-Banach e . afirmar 

que existe uma extensib linear F.ode f de Z a E tal 

que F(x) ~ pc(x) para todo x € E. Notemos que F 
.. 
e 

contínuo pois ao tomarmos a seqUência xn- x, F(~)-

Para. xn --- x temos 

F(x) - o. 

~ De posse do ·funcional linear cont1nuo F podemos de-

finir o hiperplano fechado 11 = .. {x € E : F(x) = I} te-

o 
mos F(x) <0 pc(x) para todo x e c e, portanto, o hi-

o 
perplano H separa V d~ C. 

Ilustraçio do teorema de Mazur 

Q.E.D. 

o t~orema de Mazur possui diversos corolarios. 

Apresentamos a seguir alguns destes corolarios. 

! , 

I 
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Corolario 1 - Teorema do Hiperplano Suporte 

Seja C c=E um conjunto convexo de interior 

não-vazio. Seja x € E tal que 
o 
C . Então existe 

o 
hiperplano fechado H que contém x e tal que H n C = 0. 

H 
x H 

Teorema I.B - Teorema de separaçao de Eidelheit 

Sejam Cl e Cl conjuntos convexo do . espaço 

o o o 
torial E tais que CI r o e CI n Cl · = 0. Então existe um 

perplano fechado H separando ~l e: Cl ' isto é, existe um 

cional linear f definido em E tal .que f(xl) < f(xl) para .. 

um 

ve-

hi-

fun-

to-

. o 
prova: Sej a o COI:lj unto C = CI - Cl • Podemos supor que 9 €.' C • 

Pelo' corolario I exist'e um funcional f em E tal que 

f(x) ~ O para todo x € C. Temos x = xl-xl' f(xl-xl) = 

do Xl € CI e Xl € Cl· 'Existe c € R, sup f(xl)~c~ inf ~(x2) 
Xl € C1 Xl€C2 
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I' 
" 

o hiperplano procurado é H = {x € E: f(x) = c}. 

'H 
H 

1.6 - Espaços de Banach e teorema de Weierstrass 

o obje.tivo desta seçao é preparar. o caminho 

para. os problemas de otimização apresentados no capítulo 11. 

Apresentaremos um teorema que fornece as condições para a 

existência de um ponto de máximo (ou mínimo) .de um funcional 

em um sub-conjunto de seu domí~io. 

Definição: 

Uma seqUência {xn } em um espaço normado é di-

ta uma seqUência de Cauchy se para n. m tivermos 

------ O. Isto é, dado E>O, existe um inteiro N tal 

que Ilxn-xmll < E para todo m, n > N 

Em um espaço vet6rial normado toda scqUência 
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convergente ê uma seqUência de Cauchy, p~is se xn ~x en-

tão, IIJ)t~I.:= II~-x + x-~II ~ U~-x/l' + Ilx-~" --...0. 

De fi n.i ção: 

Diz-se que um espaço vetorial normado E é com-

plcto·se toda seqUência ·de Cauchy em E tem limite em E. 

Um espaço vetorial normado completo é chamado 

de espaço de Banach. 

Definição: 

Um ~onjunto A contido num espaço vetorial nor-

mado E ê .limitado se existe e:>0 e x € E tal que AcB(x,e:)c:: E. 

Apresentamos a seguir.. a.definição de conjunto 

compacto. Devemos salientar que esta definição se restringe 

a espaços vetoriais normados. 

Definição: 

Um conjunto A contido num espaço veto.rial nor-
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mado é- compacto se para toda sellência em A pudermos extrai r 

uma subseqUência convergente para um elemento de -A. 

Teorema 1.9 - Teorema de Weierstrass 

Seja C um conjunto compacto contido num es-

paço vetorial normado e f: C ~ R um funcional contínuo. 

Então f possui um ponto de máximo e um ponto de mínimo em C. 

prova: Sej am M = sup f(x} 

x € C 
e m ~ inf f(x). 

x € C 

Devemos provar que existem xl, x 2 € C tais que f(xl)=m 

2 I 2 e f(x ) = M. Tomemos seqUências {xn } e {xn } perten-

C - b U- . - - I I r C -c:entes a com su seq enCl.as convergentes xnk--. x c 

I °2 Corno x ,x € C, 

(i) e: > 

I I I Parà e: --. O, ou sej a xnk - x , m = lim f(xnk) ~ 
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e: -- 0, seja 2 ' 2 M=lim 2 ou xnk~x , f(xnk)~ 

< f(x2) < 01) • . -. 

2 
M Logo f(x ) = 

Q.E.D. 

.1 

" 



CAP!TULO 11 

OTIMIZAÇÃO CONDICIONADA 

11.1 - Introdução 

Neste capítulo fazemos uso dos Teoremas de 

separaçao demonstrados no Capítulo I.para discutir a otimi-

zação condic.ionada de funcionais. 

As seçoes 11.2 e 11.3 sao dedicadas à pro-

gramaçao linear, isto é, à otimização de um funcional linear 

sujeita a um conjunto de restrições lineares. Por questão 

didática apresentamos separadamente o lema de Farkas nas se-

ção 11.2. A seçao 11.3 descreve o objetivo da programaçao 

linear e utiliza o lema de Farkas para provar o Teorema da 

dualidade da programaçao linear. Como exemplo de aplicação 

da programação linear à Teoria economica, descrevemos um mo-

d~lo multi-setorial de economia fechada. 

A seçao II.4 define espaço dual e o utiliza 

47 
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para provar o teorema da dualidade de Fenchell. Este Teore-

ma é usado em seguida para provar o Teorema do mini-ma~ da . 

teoria dos jogos. 

Finalmente a seçao 11.5 é dedicada à progra-

maçao ~ôncava, isto é, à .otimização de um funcional -concavo 

.sujeito a um conjunt~ de restrições ·côncavas. Como aplica-o 

çao ã teoria econômica provamos a existência de equilíbrio 

competitivo no modelo neoclassico de produção com economia 

aberta. 

I . 

I . 

I . 
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11.2 - O Lema de Farkas 

Definição: 

Dados dois vetores x, Y 6 E, o produto inter-

no de x e y é um escalar .<x, y> o qual satisfaz as proprie-

dades: 

1) <x, y> = <y, X> 

2) <x+y, z> = <x, z> + <y, z>. 

3). <ax,. y> = a<x, y> 

4) <X, x> ~ O e <x, x> = O se,e somente sé x=9 

n No caso em que E =R , denominaremos produ-

to interno euclidiano dos vetores x = (xl' •.• , xn) e 

y = (YI' ••• , Yn) ao escalar <x,y> = xl YI + .•• + xn Yn . 

Utilizaremos neste caprtplo a notação matricial xt Y = yt X 

para representar o produto interno euclidiano <x,y>. 

Definição: 

Um conj unto Kc: Rn é um cone se dados X € K e 

A~O o vetor Ax € K. Se para todo x e y 6 K o vetor x+y € K 
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então. diz-se 'que K é um cone convexo. 

cone nao convexo cone convexo 

Teorema 11.1 

n Sej a Kc:.R um cone convexo e definamos o 

d 1 K* K* { € Rn . t O d K} .cone ua por = y , x y ~ para to o x € • En-

tão: 

1) 1< * e~ um cone convexo • 

. 2) K* é fechado. 

Prova: 

para todo x € '.K. K* é convexo pois se Yl~' Y2 € K* 

2) Seja {yn } € K* uma seqUência tal que lim Yn = Y . 

Para todo n e N temos x t 
Yn ~ O para todo x € K. 

Passando-se limite temos t 
Y ~ O • Pelo lema ao x 

1.3 conclui-se que K* é fechado. 

Q.E.D. 
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Ilustração: R2 

Teorema 11.2 

Seja K c Rn um cone convexo e definamos K** = 

= (K*) *, isto é: K** = {z € Rn: yt z~O para todo y € K**}. En-

tão: 

1) K c:: K* * . 

2) K é fechado se, e somente se K ';K** 

Prova: 1) Suponha, por absurdo, que existe x € K tal que 

x· t. K**. Neste caso existe y € .K*· t tal que y x<O 

. t 
Mas se y € K* então x y~O para .todo x € K, con-

tradizendo a hip5tese de .absurdo. 

2) Se K=K**, então K é fechado pois K**= (K~)* que é 

fechado pelo teorema 11.1. 

Para'provar a recfproca devemos mostrar que se K 
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(, 

é fechado então K ::::> K* *. Para tal tomemos x € Rn , "\\ 

x f! K e a € R
fi

, ara. Pelo corolário 1 do teorema 

de Mazur existe um funcional linear f:Rn ---R dado 

por f(y) t = a y o qual define um hiperplano que se-

para x estritamente de K. Desta forma existe e:>O tal 

que a t y~ a tx + e: para todo y € K. Como K é um co-

ne, para À> O tem-se Ày € K.· Logo" aty ::: l/À (atx + e:). 

Fazendo-se À" --... + obtém-se ·t 
y~O ·todo 00, a para 

€ ]C, sej a a € K *. Como e € K, 
t" 

O·~ 
t Y ou a e = a x + e:, 

logo t O. Como € K* ~ K **. a x < a segue-se que x 

Concluímos que x ~ K ~mplica x ~ K *~ ou sej a K J K * *. 

Por (1), Kc::.K** logo K=K** 

Q.E.D. 

Definição: 

Seja A uma matriz real (m,n) com colunas da-

das pelo vetores 1 2 a , a , ••• , n a . o conjunto de todas as 

comb~nações lineares com coeficientes xi ~ O destes vetores é 

chamado de cone gerado por A. 
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Exemplo: 1. 2a .a + 2 (l-a) 

A = Z = ~ = Az = ~ = 
2 1 l-a 2a + "I-a 

2 - a 
= ~ 

·1 + a 

4 

Observe que o vetor z descreve todos os vetores do . espaço 

R! . quando se variam a e ~ 

Lema 11.1: Todo cone gerado por uma matriz finita i con­
vexo' e fechado. 

Prova: A = (m,n) e C = {Ax € Rm: x € R~, x~9} 

Para provar a convexidade , tome Ax1 € C e Ax 2 € C. 

Então para O ~ ~ ~ 1 temos: 

vexo. 
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Para provarmos que C é fechado, seja: 

Prova: C = {Ax x € R~} o cone gerado por A definamos~ para 

cada x € R~, o conjunto L(x) = {y € R~; A(y-x) = O} . 

V~rifica-se que L(x) é convexo, fechado e não vazio 

(pois x € L(x)). Seja f(x) o vetor de norma mínima em 

L(x). Observamos, inicialmente, que as . . definições 

acima implicam nas seguintes propriedades: 

(i) "f (x) II ..; /Ix /I ; 

(i i) A f(x} a Ax; 

(iii) f(x) = 9 se, e somente se Ax = 9; 

(iv) f(ax) = a f(x) para todo a ~ O; 

(v) f(f(x)) = f(x); 

·n .. (vi) G = {f(x); x € R+} ~ um conjunto fechado; 

.. (vii) existe um numero real positivo y tal que 

n para todo x € R+. 

As propriedades (i) e (ii) decorrem ime-

diatamente da ~efinição de f(x) e do fato de x e f(x) per-

tencerem a L(x). Para demonstrar(ii~) notemo~ que se f(x) =9, 
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então Ax = Af(x) = e e, rec~procamente, se Ax =9 " , então 

9 € L(x) , o que implica f (x) = e. Para provar (i v) notemos 

que f(e) = e e que, para a > O, L(ax) = aL(x). A proprie-

dade (v) decorre da definição de f(x) como sendo o vetor de 

norma mínima em L(x). 

Para provar a propriedade (vi), tomemos . " 

uma seqUência convergente {f(xk)} -. u de pontos de G. De-

vemos mostrar que u ="f(u) € G. 

Notemos que se {f(xk)} -- u, então to-

dos os termos da seqUência {f(xk)} a.partir de certa ordem 

possuem coordenadas positivas'onde u as tiver. Existe, pois, 

um número real t\;> 1 tal que ak f(xk) -u ;> e. Tornemos cada 

Bk como sendo o menor número real maior ou ~gual a 1 com es-

sa propriedade. Verifica-se que ak é o maior dos coeficien-

_ tes das coordenadas de u pelas correspondentes de f(xk)' Daí 

sé conclui que a seqUência {ak} -- 1. 

Observemos que pela propriedade (ii) 

Au = Af(u) , logo A[ f(u)-u" +"" ak f(xk)] = A [f(u)-ul + 
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sando-se ao limite obtemos 11 ull ~ II f (u) 11·. Como u e f(u) per-

tencçm a L(u) e f(u) é.o único vetor de norma mínima em L(u), 

a desigualdade anterior implica u = f(u), o que prova (vi) • 

Para·provar a propriedade (vii) defina-

mos o conjunto H = {f(x); x € R~;·II f(X)1I = I}. H é compac-

to póis é a interseção do conjunto fechado G com a esfera de 

raio 1 do R
n ~ 

. n 
Se H = 0, então f(x) = O para todo x € R+ e a 

propriedade (vii) se verifica trivialme·nte. Se H =0, seja 

r-I o mínimo da função contínua g: H -- R definida por 

g(z) = IIAzlI .. ':'1 
Tem-se y > O pois z = f(x) r O implica Af(x) rO 

de acordo com as propriedade (ii) e (iii) •. Para todo x b R~ 

com. f(x) r O tem-se f(x) = a teu) para algum u tal que 11 f(u)11 = 1 

Logo· y-l 11 f(x)11 = r-I. a 1 ~ a II A f(U)" = lIA f(x)1I ' ou 

Ilf(x)11 ~ y liA f(x)ll, o que prova. (vii) • 

. Pode.mos, f"in~lmente, provar que C = 

= {Ax; x. € R~} é fechado. Para tal tomemos uma seqUência 

convergente de elementos de C, {Axk } - w. Então a seqUên-
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i'·. 

cia Axk = A f(xk) ê limitada. Logo, pela propriedade (vii) \, 

a seqUência {f(xk)} é uma seqUêpcia limitada de pontos de R~, 

admitindo, pois, uma subseqUência cqn~ergente para u .€ R~. 

Como toda transformação linear do Rn no Rm .. 
e contínua, 

Au =w, o que prova que w € C, caracterizando C como fechado. 

Q.E.D. 

Teorema 11.3 - Lema ~e Farkas (la. versão) 

S · A t . 1 ( ) b € Rm• eJa uma ma TIZ rea m,n, 

n Então existe um vetor x € R '. x ~ e tal que Ax = b se, e so-

P S · ..... e t 1 A b Ent.-ao bt.y = xtAty..... o para rova: eJ a x ? a que x = • ? 

t todo y tal que A y ~ 9. 

Reciprocamente seja a j
€ Rm o j-ésimo vetor coluna de 

A. Definamos o cone gerado por A por: 

Rm: 
n 

K = {k € k = 1: x. a. para x· ~ O , j= l,2, •.• ,n} 
j=l J J J 

tal t sej a t A ~ O. Então tome y que A y ~ O, ,ou y 
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t j O . 1 I t . l' t k O Y a ~ para J= , ••• n. s o lmp lca· y ~ para 

todo k € K 9 ou sej a y €. 1(*. Portanto a .afi rmati va 

"b ty ~ o· para todo·y tal que A ty ~ o''· implica·b € K**. 

Como k é convexo e fechado (lema I), temos K = K** (te-

oremaII .2). P.ortanto existe um vetor x· € Rn tal que 

Ax .. = b. 

Q.E.D. 

Lema 11.2 

Seja C o cone gerado pela matriz A (m,nJ e 

b € R
m 

tal que b ~ C. Então existe um vetor a € Rm tal que 

I· 

I prova: A prova de~te lema é uma aplicação imediatA do teore-

I ma de separaçao entre um ponto e um conjunto convexo 

fechado onde o funcional lin~ar que define o hipcr-

plano é f: Rm 
----+ R dado por ·f(x) = atx, temos, pois, 

f(b) < f(x) para . todo x € C. 

Q.·E. D. 
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Teorema 11.4 Lema de Farkas (2a. versão) 

Seja A uma matriz real (m,n) , b,y € Rm, x € If 

Então exatamente uma das alternativas abaixo se verifica . 

. (i) Ax = b possui uma solução x~9. 

(1·1·) ytA ~ 9, yt b < O . 1-~ pOSSU1 uma so uçao y. 

Prova: Para verificar que (i) e (ii) nao ocorrem si mu 1 t ane a-

. mente vej a que, se "tA y ~ 9 e x~9;. então yt Ax ~ o, ou 

ytb~ O portanto (ii) 
... 

falso. e e 

Para mostrar que u~a das alternativas se verifica ne-

cessariamente mostremo"~ que. se (i) é falso ent"ão . (ii) 

é verdadeiro. Para tal admitamos que b 
... 
e tal que 

b ÉC ~ onde" C .. 
e o cone gerado por A. Pelo lema 2 

temos: 

). > O .. 
Como 9 € C temos a < at 9 =0. Logo at b ~"O. Pela 

segunda desigualdade (com )."" > O) aI). < a t Ax. Fazen-

obtem-se ~tA ~ O. 

F d " . t b O e yt A ~ 9 que azen o y=a temo y < _ formam 
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a alternativa (ii). 

Q.E.D. 

Verifiquemos que as duas versoes do Lema de 

Farkas sao equivalentes: 

l~ versao ~ 2~ versao: 

,Existe x ~ O tal que Ax = b se. e somente. se 

para' todo y tal que A ty ~ a ti vermos b ty' ~ O. o que prova 

que (i) e (ii) são exclusivos. 

2 a-===:;> 1 a • •. versao versao 

(i) e (ii) serem exclusivos implic'a Ax = b se. 

somente se t para todo y tal que A ty ~ O tivermos y t b ~ O. 

Ilustração, do Lema de Farkas para m=n=2. 

alternativa (i) 

cone gerado por A: 
K={ Ax.x ~ O } 

.' 

... 
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A alternativa (i) corresponde ao caso em que 

b pertence ao cone ~erado pel~ matriz A. 

alternativa (ii) 

--
b-- b tal que Ax .,. b para x ~9 

Fixando-se um vetor b, este define um hiper-

plano formado dos vetores perpendiculares a b. Tal hiperpla-

no di vide o espaço em vetores' y tal que ytb > O e y tal que 

t 
y:y b <O 

........... 
........... 

t --­y:y. b>O '-

...... ... ... -
t t Y - Y tal que y A~9 e y b <O 

... " , , , , 
b . \ , 

\ , 
'" .--- ........... t 

........... H= {y:y ·b= O.} 
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Lema II.4;- Corolário do Teorema II.4 

Seja A uma matri~ real (m.n) , b, y € rf1, x € If. 

Então: (i) Ax~b possui solução x~a ou (exclusive), 

(ii) ytA~a, ytb<O possui solução y~a. 

Prova: Seja z ~ a, Z € R
m 

tal que a alternativa (i) possa 

ser escrita sob forma de igualdade, isto é, A x ~ b . 

equivale a Ax + Z = b. Desta forma a aI ternati va (i) 

pode ser escrita matricialmente por: 

(i *) [A, I] = b tem solução 

x x 

z z 

Aplicando-se o terorema II.4 conclui-se que 

(i*) é verdadeiro ou (exclusíve): 

possui solução y. 

implica 

e 

Q.E.D. 

,. 
" 
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11.3 - programaçio Linear 

~ll 
Seja a matriz A = f 

.aml a
mn 

bl ~l 
vetores b = e c = I • 'Desej a-se 

I 

bm cn 

prob lemas m" Minimizar o·funcional ctx 

O

". [Ax ~ b sujeito a 

x ~ 9 

problema M: Maximizar o funcional bty 

Aty $. c 
sujei to a :. 

y ~ 9 

" os 

resolver os 

Diz-se que um problema m ou M possui solução 

factível quando o conjunto definido pelas restrições é nao-

vazio. Um vetor x(y) que resolve um problema factível é cha-

mado de solução ótima. 
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A soluçio de um problema de programaçao li-

near dependerá de (i) o problema ser factível e (ii) existir 

uma soluçio ótima, oU,seja, o problema ter ,uma solução li-

, mitada. 

o Teorema 11.4 apresentado abaixo mostra que 

existe uma relação entre a existência de soluções para os 

probl~mas m e M. 

Teorema 11.4 - Teorema da Dualidade da Programação Linear 

Dada a matriz A e os vetores b e c descritos 

acima, a solução dos problemas M e m ... enquadra-se a priori 

I' em um, e somente 'um, dos 4 casos. abaixo: 

Caso I: Os problemas .~ e M têm (ambos) soluções ótimas x e y 

t t e estas satisfazem a c x = b Y 

~o 11: O problema m nao possui solução factível mas o M ..... 

tem soluçio factível com bty ____ ~ 

Caso lII: O problema M nao possui solução factível e o m tem 
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solução factível com ctx ___ -~ 

Caso IV: Nenhum dos dois problemas possui solução factível. 

Prova: Usaremos o lema 11.4. Para tal escrevemos o caso I 

na alternativa (i) do lema e~ em ~eguida verificamos 

o que a alternativa (ii) implica. 

'Primeiramente observamos que ctx ~ b ty para x e y 

que satisfazem às restrições, pois: 

bty = 
m m n 
1: b. y. S 1: . ( 1: a· . ·x. )y. = 

i=l 1 1 i=l j=l 1) J 1 

n m n 
ct = 1: ( 1: a .. y.)x. S t c. X.' = X (*) 

j=l i 1) 1 J j=l J ) 
• 

~ 

De posse deste' resultado podemos escrever o 

caso.J sob forma de desigualdades para então aplicar o Le-

ma 11.4. 

( _oA)x < -b .. . t x ~ 9 

t. t . . 
A igualdade c x = b Y pode ser escri ta na for-



I 

I 

I 

I 

I 

I 

I· 

I 

66 

Ctx 5 bty . d b - (*). P t t t bt O ~ - em v1.sta a· o servaçao ar an o c x - y!: • 

Â = 

Seja a matriz Â dada por: 

-A .0 

o 

. t b t c -

(m+n+1, m+n) 

'. 

• 

os vetores x = [:"J (m+n.1) e 5 = rn. (m+n+1. 1). O 

caso I pode ser representado por Â x ~ fi para urna solução 

i ~ 9. 

o Lema)!. 3 afirma que·· (i) ÃX ~ fi possui so-

l -A 9 (1' ) (1.'1.') y-t A ~ e ~ y-t b ~ o uçao x ~ ou exc US1.vamente ~ ~ 

·possui solução - 9. Y ~ 

Com At 
[v

t
, 

t A] " onde (n,l) e, u.= (m,l), Y = u v = , 

a alternativa (ii) pode ser expressa por: 

-A O 

, , .. Iv~' t A] O At 
~ 9 . ." u , 

t': _b t 
C 

"'- .... "-

.' [vt
, 

t A] r-n < O a~te[vt. t ~J~ et . u ., 
u .' 



I' 

I 

I 

I· 

67 

\\ t 
À t e . tA À ct v (-A) + c ~ v." , 

temos: .t At u , - Àb t 
~ e ou A u'~ À b 

vt(-b) 't o t vtb + u' c'< c u < 

U ~ e • 

possui solução v ~ e 

Suponha, por absurdo.que,À>O~ Neste caso a 

terceira desijualdade acima' pode ser escrita por ct(U/À) < 

< (v/À)t b. Mas por (*) teríamos que ter ct(u/À) ~(v/À)tb,logo 

À=O. Com este resultado as inequaç5es da alternativa (ii) 

passam a ser: 

vt A ~ et 

u ~e 
Au ~ e possuem ~olução 

v ~e 
ctu < vtb 

A desigua'ldade estrita c tu < vt b pO'de ocor-

rer de três maneiras: 
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3 9 ) c t u < O . e v t b > O 

A esta altura convém fazermos um resumo do 

que foi aprovado até aqui. O lema 11:4 diz.que ou temos uma 

- . f t bty~ ) soluça0 para m e M que sat1s az a c x* = (caso I ou 

caímos nos casos 11, IIIe IV de acordo com as desigualdades 

(1 9 ), (2 9 ) e (3 9) acima. 

Análise de .(1 9 ) ,. ist~ é, t c u <. O: Admi t a por 

absurdo que M tem soluçãQ y. Neste caso Aty ~ c para y ~Q. 

De acordo com a alternativa (ii), Au ~ Q e u ~.Q temos en-

- t() t' t ao O ~ Y Au ~ c u t o que. contradiz c u < O. Portanto nes-

ta situ~ção M nao tem ~olução. 

Quanto ao probl~ma ~ se este nao tiver solu-

ção estamos no caso IV. Se m tiver solução x teremos Ax ~~ 

x ~. 9. Com a"· O, u:a 9 e COlOO Au ~ Q temos A(au) :aQ. Por-

tanto A(x.+ati) ~ b, x + au ~ 9, ou. ~eja o vetor x + au sa-

tisfaz ã restrição de m. Como ct(au) < O temos ct(x -t: au) .= 

= ctx +. actu ---. _00 quando a ~oo, isto é, caímos no caso lII. 
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Análise de (2 9 ) , isto é, vt b>O: Admita por 

absurdo que m possui solução x •. Neste . - caso Ax~ b, x ~ e. 

De acordo com a alternativa (ii) vtA ~ e,' v ~ 9. Temos en-

Portanto, 

nesta situação, m nao possui solução. • 

Quanto ao problema M, se este não tiver so-

lução' estamos no caso IV. Se· M tiver. sõ1ução y,' teremos' 

temos 

aA tv ~ 9. ~ortanto A t (y+av) S c, ou sej a, o vetor y + avo sa-

tisfaz ã restrição de M. Como vtb > O, temo (yt + avt)b = 

. ... .,. 
1st o e; Ca1mos no 

caso 11. . 

\ 
Análise ,de (3 9 ), isto é, ctu < O e v.tb > O 

Esta análise é trivial a parti'i' do q~e foi mostrado acima. 

Com estas situações nem M nem·m têm soluções, isto é, esta-

mos no caso IV. 

Exemplo 1. (Caso I) 

Seja 'a matriz A -- [23' 4
1J., e os vetores b~ = (3, 8) , 
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a (5,4). 

m min - .. 

sujeito a 

M· max 

. sujeito a 

3. " 
"-2 '\. 
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" '\. 
"-

" 

2Yl + 3Y2 ~ 5 

Yl + 4Y2 ~ 4 

Yl ~ O 

Y2 ~ 

\--.\ 
5/3 \ __ \ 

;' . 1 \ 

x = [4/5] 
7/5 

... _ [8/5] Y- . 
. 3/5 
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VeJa que cti = [5. 4]. [4/5J = 
. 7/5 

Exemplo 2 (Caso 11) 

48 
5 bt ... 

e y = [38][8/5] = 48 ~ 
3/5 ---r-

A __ [-2 . -1] Seja a matria 
-1 -1 

e os vetores b~=(3,O) 

sujeito a 

sujeito a 

-2x1 - x2 ;> 3 

~--x1 - x 2 ;> O 

Xl ;> O==>. 
x

2 
;> O 

-2Y1 - Y2 <;.5 

-Yl .- ·Y2 <; 4 

Y1;> O 

Y 2.;> O 

" 

2x1 + x 2 <; -3 

Xl + x 2 <; O 

Xl ;> O 

x2 ;> O 

2Yl + Y2 ;> - 5 

Y1 + !2 ;> - 4 

Y1 ;> O 

Y2 ;> O 
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o problema. m acima não possui.solução pois 

nao há como se obter um par (xl' x2) que satisfaz a todas as 

restrições. o problema M tem solução bty 

Exemplo 3 (Caso lI!) • 

Seja a matriz A = r: :J e os 

ct = (-5,-4), bt = (3,0) 

m min 

sujeito a 

2xI + x 2·;> 3 

xl + x2 ;> b 

xI.~ O 

x2 ;> O 

+ 00 • 

vetores 
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M max \' 

sujeito a 

Yi :> O 

-4 
-s 

• 
\ 

o problema m tem solução com ctx ---- -~. O 

problema M não poussui solução pois não existe par (Yl- Y2) 

que satisfaz a todas as restrições. 

Exemplo 4 - (Caso IV) 

Seja a matriz A = _[I O] 
O -3 

e os vetores' b t r:: (2, 4) 

c t = (-5, -6) 

!.-_----------------_-..:._--------'-----------
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6x2 

. xl ;> 2 

-3x2 ;> 4 

x· ;> O 1 . 

x2 ;> O 

·4 
.- "T 

Yl <; -S 

-3Y2 <; -6 

. Yl ;> O 

Y2 ;> O 

.. . 
I 

!, , 
\\ 
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Os problemas m e M -nao possuem soluções 

pois nao existem p~res (xl' x2) e (YI'.Y2) que satisfazem 

a todas as restrições. 

11.3.2 Uma aplicação ã Teoria Econômica 

Utilizaremos a progr~maçao linear para provar 

a- igualdade entre produto e renda em um módelo linear multi-

setorial. 

Suponha uma economia com ~ processos de pro-

dução em proporçoes fixas com rendimentos constante$ de es-

cala. O valor adicionado por ~nidade de produto -do j-éximo 

.. 
processo e c .• 

J 
Existem m fatores de produção com dotações 

O termo a·. mede quantas unidades do fa-
1) 

tor i sao usadas na produção de uma unidade do produto no 

p~ocesso j. A economia irá maximizar o valor adicionado da 

produção de acordo com·a disponibilidade de dotações: 

Max + c Y' n _n 
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~l a12 aln Yl bl Yl O 

sujeito a 3zl 3z2 3zn . Y2 <; bZ YZ ~ 
O , , , , , , 

. , , 

\u am2 --- a . Yn b Ym O nn m 

o vetor Y 

tensidade com que c~~a processo i ~tilizado. O produto in-

terno yt c representa o produto nacional sob a ótica do pro-

duto (valores adicionados) . 

. O prob~ema acima poderia receber.outro enfo-

que. Os fatores de produção contribuem para a for.mação do 

produto, mas por. outro lado sao remunerados ao preço xi' 

i = 1,2, ••• , m, cuj a determinação ; se faz ao· sabor das 

forças de mercado: se houver excesso de oferta de .um fato.r 

seu preço cai a zero. Com estas hipóteses a renda recebida 

pelos m fatores .. de produção será 

+ ••• + b x m m 

A economi a i rã minimi zar o valor da renda dis-

tribuída aos fatrires de praduçio sujeito i restriçio de que 

o valor adicionado (unitário) em cada processo nio ultrapas-

, 

~ 



77 

·sa a remuneração (por unidade do produto) dos fatores usados: 
• I 

alI· 8zl -~- am1 xl cl xl O 

sujeito a a12 8z2 --- am2 x2 ~ c 2 e x2 ~ O 

, , . , , 
I • , , 
I • , . t . 

• I , I 

aln 8zn a x c ~ O 
m m n 

o vetor x'= [xl x 2 •• ; . xmI determina os pre-

ços de equilíbrio dos m mercados de fatores. b produto in-

terno xt °b repres.enta o produto nacional sob a ótica da 

renda. 

o teorema" da dualidade da programaçao linear 

mostra que sendo ambos os p:r:ob~emas factíveis ter-se-á 

que constitui a igualdade entre produto e renda. 

11.4 - O Teorema da Dualidade de Fenchel 

Definição: 

Sej a E um espaço vetorial e fI' f 2 : E -~ R fun-
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I' 

cionais lineares. Denomina-se dual de E o espaço dos fun-

cion~is lineares contínuos definidos em E. Neste espaço as 

operaçoes de soma de funcionais, multiplicaç~o de funcional 

por escalar e o funcional nulo são definidos por: 

+ f 2(x) , para todo x €.E 

29 ) . (af): E--. R .definido por: (af) (x) , = a~'f(x), ., para 

todo x € E e todo escalar a. 

39 ) O elemento nulo do dual de E é o funcional f:E--- R 

tal que f(x)= O para todo x € E. 

As operaçoes acima satisfazem aos 8 axiomas 

list~dos na definiçin de espaço vetorial (item l.~. O es-

paço dual de E é representado por E*. Desta forma um ponto 

x*. € E * é um funcional x*: E~· R que assume valor x*(x) 

no ponto x € E. 

Exemplo:' E = Rn 

Sejam os vetores el~~21 '.': en , onde. e i tem 

a i-ésima coordenada igual a I ·e as demais iguais a zero, uma 
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base para E. Seja x = (xl' x2 ' ••• xn) € E, isto i, x = 

Tomemos os funcionais 

Y Y Y Onde Y1.· = x*(e1..) l' 2', ••• , n co'mo 'base para o espaço 

dual E* temos: 

;. 
Conclui-se que assim como um ponto de E e re-

presentado pelo produto de escalares .indexados pelos vetores 

bisicos de E de mesmo {ndic~, um ponto d~ E* (um funcional 

linear) também possui represen~ação dada pelo produto de es-

calares indexados pelos vetores bisicos de E* de mesmo {ndi-

ce. Desta forma o dual de Rn é o próprio Rn • 

o exemplo acima fica ainda mais co~p,leto se 

definirmos a norma de um funcional f: ~n - R por: . 

" IIfll = suplf(x)1 
IIx 11 = 1 

para i = 1,2, ••• n. 

pDd~ set encarada sob dois pontos de vista:" 
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1 9 J X * = (Y l' ••• Y n) é f i X o e x = (x 1 ~ ..., xn) é v a­

riãvel. . Neste caso x*(x) é o valor" do funcional x* = 

= (Yl' Yz' ••• , Yn) em cada ponto x = (x 1 ~ ••• , xn); 

é, cada ponto do esp~ço E é avaliado no ponto x* € E*. 

isto 

Z9) x* = (Yl' ••• , Yn) évariãvel e x = (xl' ••• , xn) é 

fixo. Neste caso x*(x) representa o valor que cada funcio-

naly* = (YI' YZ' ••• Yn) assume no ponto x = (xl' ••• , xn); 

isto é, cada ponto (funcional) de E* 'ê avaliado no p'onto x €E. 

Seja C c= E um ConjlDlto convexo. 'Definamos: 

Definição: 

Um funcional f: C - R é convexo se para 

todos xl' Xz € C . e O·~ a ~ 1 tivermos: 

f La xl + (.l-a)xz] ~ a f(xI) + (l-'a) f(xz) 

Definição: Um funcional g: C':"R é côncavo se -g é convexo. 

Ilustração: f 

g 
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Definição :: 
I 

Sej a C c:: E um c"onjini.to convexo e f: C _ R 

um funcional convexo. Definimos' o conj unto [f, C] c. R x E por: 

[fie ]={{r,x) b R x E: x b c, f{x) <';;"r} 

f 

Sej a Cc::E um conj unto convexo e g: C _ R um 

funcional côncavo. De finimos o conj unto [g, C] c:::. R' x E por: 

[ g, C J = {( r, x) b R x E: x b C e g (x) :> r } 

Lema 5: [fie] é convexo se, e somente se, f é con-

vexo. [g,e] é convexo se, e somente se g ... 
e 

-concavo. 

prova: paraff, c] 

vemos qúe o ponto a(rl , xl) + (l-a) (r2 , x2) per-
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tence a C. Pela convexidade do funcional f temos: 

a' r + I 

+ (l-a)x2)· Portanto o ponto (a rI + (l-a)r2.,. a xl + 

+ (l-.a) x2 € C. 

Reciprocamente sej a C convexo e (ri ,xl)' (r2 ,x2) € C. 

Provemos que f é convexa. A convexidade de C impli-

. . 

r2 ;> f(x 2) ou sej~ a f(x I ) + (l-a) {(x2) ;> f[a xl + 

(l-a)~2] , o que prova f é convexa. 

Definição: . 
Seja Cc::E um conjunto convexo e f: C ~ R 

um funcional convexo. Define.-se o conjunto conjugado C* c:: E* 

por C* = {x* € E*: sup ['x*(x) - f(x)] < co} 

x € C 

e. o funcional conjugado f*: C* ___ R por 

:. f* (x*) = sup [x*(x) - f (x) 1 
x € C 

Para uma visualização geométrica do funcional 



I 
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1 

I· 

I 

I 
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conjug~do notemos que um hierplano H contido no espça R x E 

é .representado por.H = {(r ,x) €. R x E: "r.s + x*(x) = ã). Os 

parâmetros s, x* e ã des'crevem a equação do funciohal li-

near que define o hiperplano. Pode-se tomar s=-l e fazer a 

necessária alteração no funcio~al linear x~ e" no escalar -a, 

de modo que o hiperplano H passa a ser representado por: 

H"= {(r,x) € R x· E: -r +x*(x)'= al, bastando definir x = 

~ i*/(-s) e a = à/(-s). Tal alteração será possível sem-

pre qua H nao for um hiperplano vertical, is~o i, s!O. 

Definição: 

Sej~ E um espaço vetorial normado e C~ E um 

conjunto convexo. O funcional ·h: E*l----- R '4efinido 

h(x*) = sup x*(x) é chamado 'de funcional suporte de C" 
x€C 

por 

A visualização de h pode ser feita na figura 

'"abaixo Tome o conjunto K = {x € E: x* (x) <; c} e faça c 

variar. A medida que se toma c cada vez maior o número de 

pontos do conjunto K aumenta. h(x*) i o ínfimo das cons-

tantes c tal que C c K. 
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x* (x) =h (x*) 

K = x*(x)~ c} 

·De posse do conceito de funcional suporte po-

demos compreender o conteúdo geométrico do funcional conju-

gado dado porx*(x)-r = à • À medida que a varia, tal fun-

cional descreve hiperplanos paralelos em R x E. Quando a = 

= h((-l,x*)) o hiperplano H = {(r,x) 6 R x E: x*(x)-r = a} é 

um .hiperplano suporte do conjunto .[ f ,e.l ou sej a, o funcional 

f*(x*) = x*(x) - r ê um funcion~l suporte de [f,e). 

Ilustrando para E= R, o hiperplano dado pelo 

funcional x*(x)-r = f*(x*) tan-gencia o conjunto [f\e] em(r,x) 

e inter·cepta o eixo dos r ã a.~ tura f* (x*) 

----~~--_r_~~----~~------------- x 

x*(x)-r = f*(x*) 
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Definição: 

D c:::: E um conjunto convexo e g: D - R lD1l ftm-

cional côncavo. Define-se o conjunto conjugado D*c: E* por 

D* = {x* € E*: inf [x*(x) - g(x)]> -~} e o funcional conju­
xf:D 

gado g*: D* - R por g* (x*) = inf [x* (x) - g(x)] 

A visualização geomEtrica do funcional conju-

gado g* E análoga ao f*. O hiperplano definido ·por x*(x)-r = 

= g*(x*) suporta o conjunto [g,Dl. O escalar -g*(x*) mede 

a distância. vertical do intersepto do hiperplano suporte com 

o eixo R 

x* (x) -r = g* (x*) 

Uma vez apresentados os conceitos de funcio-

nais conjugadosJpassemos 1 sua utilizaçio na resolução de 

.. 
problemas de otimização. Sejam C e D conjuntos convexos e 

f: C - R e :g: D ~ R funcionais convexo e côncavo 

respectivamente. Desejamos obter o inf [f(x) - g(x)] 
x€(C n D) 
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Este problema pode ser resolvi4o usando-se os 

funcionais conj~gados de modo a se obter a menor distância 

I 

I 

que separa os conjuntos [f,e] e [g,D]. De acordo com a figu-

I 

I. 
ra abaixo pode-se perceber que este valor é igual à maior 

I 

distânci.a que separ~ dois hiperplanos paralelos que separam 

os conj un tos [f, e] e [ g, D] ... Tal· dis tância é dada por g*(x*)-

- f*(x*).· O problema, p6rtanto, pode. ser substitúído por 

achar o funcional x* que maximiza g*(x*) - f(x*) em e*n D*. 

f* (x*) 

""'--
( ) '-..... D:J ,'---- g * x * -t-~=_-~~ ~--=~--'::JH--";"'---.. ___ ------. X 

r-~ 
[ g, D] 

Teorema 11.5 Teorema da Dualidade de Fenchel 

Seja E um espaço vetorial normado, e e D sub 

conjuntos· convexos de E, f: C - R e g: D ~ R funcionais 

o o 
convexo e côncavo respectivamente. Admita que e n D r 0 e 
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que tf,cl ou [g,DJ tem interior nao vazio. Suponha, final-

mente, que u = inf [f(x)-g(x)] é finito. Então: 

x€C nD 

( i) u = i n f [f (x) - g (x) 1 = max [g * (x *) - f * (x *) 

x€Cnp ·x*€ C*nD* 

(ii) se o ínfimo do lado esquerdo é alançado para algum 

Xo e c n D então: 

max [x~ _ (x) - f(x)] = x~ (xo) - f(x
o

) e 
x€C 

min [x* (x) 
o 

x€D 

. Prova: Para todo x*€ C* n D* , x e c n D temos: 

logo, 

f* (x*) = sup[ x* (x) - f (x).]. ~ f* (x*) ~ x* (x) - f(x) 

x€C 

g*(x) = inf[x*(x) - g(x)) ==->g*(x*) ~ x*(x) - g(x) 

x€C 

f(x) - g(x) ~ g*(x*) - f*(x*) o que implica: 

inf [f(x) - g(x)] ~ sup [ g* (x*) - f* (x*)] 

xec nD x*ec* n D* 

Se existir x* € C*·O D* tal que inf [f(x). - g(x) J = o 
x€ C nD 

= sup [ g* (x*) - f*(x*)] então a ig~aldade em (i) estará 
x*€ C* n D* 
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prov8:da • 

Seja o funcional convexo f-u e o conjunto 

convexo [~-u,C]. Este conj~nt~ é um deslocamento vertical 

do [f,C1. Pela definição de u, conclui-se que [f-u,C] e 

[g,D] e'stão arbitrariamente próximos mas nao possuem ponto 

interior na sua interseção. Como por hipótese um ·destes dois 

conjuntos possui interior nao vazio, podemos separá-los por 

um hiperplano contido no espaço R x E. Este hiperplano nao 

pode· ser vertical p~is do contrário separaria C e D mas por 

. 'hipótese ~ n ~ ~".' Portanto o hiperplan? pode ser defini-

do por um funcional linear'x~~x) - r = a para algum x* € E *. o 

Como [g,D] está abaixo deste hiperplano mas arbitrariamente 

próximo d~le, temos} 
I 
~ . 

a = inf [x~ (x) -' g(x)] = g*(x~) 
x€D 

Analogamente [f-u,cl está acima do hiperplano mas arbitra-

riamente próximo dele, logo: 

Portanto 

a = sup [x* (x) 
.0 

x€C 
f(x) + u1 = 

u = g*(x*) - f*(x*) o o 

f*(x*) o + u 

Para completar a prova 'obscrvemos quc' se· o 
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ínfimo u for a1canç.ado por algum x<;> b C n D, os conjtmtos [g,D] 

e este ponto (g(xo), xo) pertence ao hiperplano, de separa-

ção dado por H = .!(r,x) € R x E: x*(x) - r = a}. o 

p1eta ~ prova de (ii). 

Q. E. D. 

Isto com-

Como aplicação do teorema da dualidade .de 

Fenche1 ã Teoria Econômica apres~ntamos uma prova de impor-

tante Teorema da Teoria dos J.ogos: o Te.orema do min-max. An-

tes de provarmos este Teorema, faremos uma breve exposição da 

Teoria dos Jogos na forma mat~icia1 com o objetivo de' moti-

var o conhecimento do min-max. 
" 
\ 

Jogos Matriciais de Duas Pessoas e Soma Zero 

Sejam dois jogadores I e 11 que dis'putam um 

jogo com matrix Q(nxm), ,denominada matriz 'de lucro, descrit.o 

por: 

19 ) A matriz Q é conhecida por a'lJ1bos os jogadores e seu 

termo qij repre?enta o valor que o 'jogador I paga ao jogador 
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11 4uando o resultado do jogo ~ q_ .• 
1J 

29 ) Para se determinar o resultado q .. os jogadores se 
. . ..." 1J. 

comportam como maximizadores de lucro (ou minimizadores de 

prejuízo). O jogador I escolhe uma das ~ , linhas de Q e o 

jogador 11 escolhe uma das m colunas. Estas linhas e colu-

nas sao denominadas estrat~gias de I ~ 11 resp~ctivamente. O 

jogador I escolhe uma estratégia que minimizã o valor a ser 

pago a 11 sabendo que 11 escolherâ uma estratégia que maxi-

miza o valor a ser recebido de I. Da mesma forma o 'jogador 

11. escolhe "a estratégia que màximÍza o valor a ser recebido 

de I sabendo que I escolherá a" es"trat~gia que minimizar o va-

lor a ser pago a II~ 

39 ) Como um "jogador não. "sabe qual será a estratégia es-

colh~da .pelo ou~ro, ele terá que fazer sua opçao baseado na-

"qui~o que espera que o outro jogador faça. Desta forma a 

atitude tomada por cada jogador será caracterizada por um 

vetor de probalidade de escolha. O jogador I escolhe o ve-

\. 
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t n 
tor x = (xl'··· ,xn) com x.> O e r -Xi = L o jogador 1 i=l 

t m 
II escolhe o vetor y = (Y1' ••• ,Ym) com -y.>0 e. t y. = 1 • 

J j=l J. 

Desta forma o lucro esperado I 
... xt Q Y. por sera 

49 ) Denominando A o conjunto de estratégias . 4' • posslvels 

para I e B o conjunto análogo para 11, concluímos que o. ob-

jetivo de I é 

min max xtQ y 

x€A- y€B 

e o objetivo de 11 é 

. t
Q 

. max mln x y 

y€B x€A 

o Teorema do min-max prova que os· dois valo-

res acima são iguais. 

Para. utilizarmos o teorema da. dualidade de 

Fenchel na prova do min-max definamos: 

A = {x: x.> O , 
1. . 

n 
t 

i=l 
x. = I} c E 

1 

m 
B = {x*: x* = Q y, Y i> O, t 

i=j 
y. = I} c: E* 

J 
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onde E=E*= Rn • Observe que A e B sao convexos e compactos. 

x*.(x) t = x Q y = valor que o j agador I paga ao jogador II quan-

do I escolhe a estratégià x e 11 ·escolhe a 

estratégia x*. 

Podemos, finalmente, passa·r ao: 

Teo.remaII .6 - Min-Max 

Sejam ·os espaços E=E*= Rn e os conjuntos Ac:E 

e Bc:E* definidos acima. Então 

maxx*(x) = Max min min 
x€A x*€B x*€B x€A 

x* (x) 

Prova: Definamos o funcional f~ E --. R por 

f(x) = Max x*(x) 
x*€B 

, 
\ 

. Êste funcional está bem definido pois a com-

paci~ade de B garante a exist~ncia do máximo. f contínuo ~ 

e 

pois tomando-se uma seqUência {xn } € E, xn --- Xo podemos 

associar· a cada elemento d~sta seqUênciaum .fun·cional x~ € B 

tal que x~(xn) = max x*(Xn) e formar a seqU~ncia {x~} € B . 
x*€B 
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Como B é compacto, para xn --- Xo temos x~ ___ x~ ~·B. Pe-

l~ definirio x* 1im 
Y n' max x* (x ) = 1im n x*(x ) ='x*(x )= n n o o 

n~oo x*€B 

&: Max 

x*€B 

prova a continui dade ·de f. f ê também convexo pois para 

o< a ~ 1 e xl' x2 € E max x*[ (1-a)xl + ax2J ~ (l-a) max x*(xl ) + 

x~€B x*€B 

+ a Max ·x*(x2)· 
·x*€B. 

A compacidade de A e a continuidade de f garantem que existe 

min f(x) 
x€Ã 

Podemos agora aplicar·, o teorema da dualidade 

de Fenche'l substi tuindo f por. f, C por E, g por O e D por A. 

Notemos que as hipõteses. daquele teorema são satisfeitas pois 

f e g. sao convexo e côncavo respectivamente; Ac: E, portanto 

·0 o 
CnD to 0; fina~mente [f,D] tem interior não vazio~Temos: 

D* = {x*€ E*: inf [x*-OJ > _oo} 

x€D=A 
==:'e:> D* = E * 

g*(?C*) = inf fx*(x) - OJ 

x€D=A 
==iZ:> g*(x*)= min x*(x*) =0. 

x~A 
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. Verifica-s.e ainda que C*= B e f* (x*) = O. 
I 

Para provar isto suponha xi ~ B e utilizemos 

o· teorema 'de separaçao tomando x l € E . tal que para todo x*€ B 

. tenhamos xi (xl) - x* (xl) > a > O.' Então tomando-se . x=f3x
I 

' 

·a·> O, Xi (x) - max x* (x) pode tornar-se arbitrariamente gran­

x*€B 

de. Como max· x*(x) 

x*€B 
= f(x) , temos sup [xi(x) 

x€E 

ou sej a xi € c*, portanto c* n B 

Reciprocamente, se xi € R, então 

f(x)] = + 00 , 

- max x*(x) atinge um máximo de O em x=9, 

x€B 
ou seja O = 

= sup [x* (x) - f (x.)] = f*.(x*J < 00. Portanto x * € C * . ou Bc C * . , 
x€C 

\ 

Finalmente PO! (i) do teorema II.s, 

min lf(x)-O]= max .lg*(x*)-Ol = max min x* (x) 

'x€A x*€BOE* x.*€B x€A 

Q.E.D. 

11.5 Programação Côncava , 

O problema bisico da programaçao côncava 
.. 
e 

maximizar um funcional côncavo f: C ~ R, onde C 
.. e um con-
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junto convexo, em um subconjunto de C cujos pontos satisfa-

zem a restriç5es definidas por funcionais c6ncavos. 

Para exemplificar, sej a CC:R2 e os funcionais 

-concavos f,gl, ••. ,gm :·C --+ R. Des~ja-se maximizar f no 

conjunto Cgc. C dado po.r Cg = {x € C; gi(x);> O, i= 1,2, ••• ,ml • 

A figura abaixo ilustra o problema: 

-
:ic)=0 --

- .. .. . o ponto x e o maX1mo 

de f em C g 

f (x) =14 
. f (x) =12 

f (x) =10 

As .condiçEes para a exist~ncia de um máximo 

em Cg , serão· fornecidas. pelo Teorema de 'Kuhn--Tucher. . Antes 

de apresen~armos este teorema precisamos de alguns resulta-

dos intermediários: 

Lema 11. 5 Seja Cc::E um conjunto e gl,g2"" ,gm: C ~ R 

funcionais côncavos. En t ão, . C = { x G C: gi (x) ~ g 

~ O, i= 1,2, ••• ,ml é um conjunto convexo. 
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Ci m i prova: Seja = {x € ·C: gi (x) :> O}. Como Cg = .n Cg , bas-g' 
i=l 

. , provar que Ci é convexo que a convexidade de C de-g g. 

corre do teorema 1.1. Pata tal, sejam x
l

,x
2 

€ c!c:c 

. 
ra O < a <~, (l-a)xl + ~x2 € C. temos pela conca-

vidade de g.: [(i-a)xl + ax2] :> (l-a)" g; (x
2

) :> (l-a) 0+ 
• ~ .&. 

+ a O = O. Logo (1': a) Xl + aX2 € Ci 
o que prova que . g' 

C i m 
C

i .. 
Segue-se Cg n .. e convexo. que = e convexo. g 

i=l g. 

Teorema 11.7 

Sej a Cc R
n 

um conjunto convexo e. gl' g2 , ••• ,gm: 
.. 

c - R funcionais' côncavos. Se o sistema de equaçoes. 

\ 
g. (x) > O, i = 1 ,2 , ••• ,m. 
~ . 

não admita solução em C, então. existem coeficientes Pl'P2, •.• ,Pm' 

com Pi :> O para todo i e' ~l + P2 + ••• + Pm > O, tais que 

m 
E P i g i (x) < O P a r a todo x € C. 

i=l 

Prova: Dado um ponto x·€ C defina o conjunto Zx por Zx-

considere o conjunto Z definido por . Z _ 
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Observemos que 9 iz 'pois isto implicaria 

9 € Z_ para algum x, ou sej a O < g. (x) para todo i , o que x . l. 

contraria a hipótese de o sistema gi (x) >0 i= 1,2, ••• ,m . , 

nao admitir solução em C. Verifiquemos ainda que Z é con-

vexo pois dados z€Z- eO<;ct~l, x 

i= 1,2, ••• ,mo Logo (l-a) x + a x € Z . c Z. 
[(l-a)x + ax] 

Aplicando o teorema d.e separaçao de conj unto 

·convexo e ponto nao pertencente a seu interior, concluímos 

que o funcional linear h: Rn --. R dado por h(x) -t 
= P x se-

Z d 9 . p-tz ~ p-t9 = O para e, ou seJa p para tod.o z € Z. Como 

zi' pode tomar valores muito grandes .negativamente, a desi-

.gualdade acima exige.p ~ 9. Substituind'o -p por. p=--p, 

. p ~ 9, temos pt~ ~ O para todo z € Z. 

Qualquer ponto z € Z, z= .(zl'zZ' •.. ,zm) obedece ã desi-

podemos 

escrever - E. 
l. 

para algum E > O tão pequeno 

m 
quanto necessário. Temos, p t ~. ~ O ==::> L Pi [ gi (x) - e:] ~ O 

"'i=l 

para todo x € C e E > O. Tomando-se Ei· cada vez menores te-
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:m mos, 1: P i g ± ( x) <; 9. Como P ;> 9, P.;> O para, i = 1 t 2 , ..• , m, 
i=l 1 

. e + ••• + p > O. m 
Q.E.D • 

. 
Nos teoremas a seguir ·utilizaremos, para sim-

plificar a notação, as convençoes abaixo: 

g(x) = '(gl (x), .•• ,gm(x)) 

m 
<p, g(x) > ~ 1: 

,i=l 

Cg = {x € C: giex) ;> O, i= 1,2, ••• ,m} 

Teorema 11.8 (Corolário do Teorema 11.7) 

p. g. (x) 
1 1 

Sejam 
n . 

C cR um conj~nto convexo e f ,gl' 

gz, ••• ,gm: C --- R·' funcionais côncavos. Se o máximo do 

funcional f em. Cg ocorre em se €C g , então existem Po' 

P1,···,Pm não negativos com ·po + Pl + P2 + ••• + Pm > O , 

tais que Po f(x) + < p, g(x) > ~ Po f(x) para todo x € C 

e < p, g(x) > = o. 

Prova: Por hipótese o sistema 

,", 



99 

gi(x);> O, i= 1,2, ••• ,m 

f(x) - f(x) > O 

Não tem solução em C. Portanto o sistema 

f(x)-f(x) >0 

Também não possui so~ução em C. Podemos, pois, aplicar 

o teorema 11.7 para obter P ,PI' ••. 'P, p.;> O, i=O,l, ... ,m o m . 1 

com Po + Pl + ••• + Pm > O, tais que po[f(x) - f(x)] + 

+ < P, g(x) >" <O para todo x € C. 

Logo, pof(x) + < p, g(x) > < pof(i) 

Para mostrar que <" P, g(x) > = O -x=x na expressa0 faça 

acima, obtendo-se 

Corno P ;> 9 e g (x) ;> 9, ob ternos < p, g ex) > = O 

Q.E.D. 

o Teorema 11.8 é urna primeira versao do Teo-

rema de Kuhn-Tucker que nao estabelece urna condição que ga-

ranta que o coeficiente Po seja estritamente positivo. O 

Teorema 11.9, apresentado a seguir, mostra que se o conjunto 
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Cg tiver pelo menos um ponto interior isto é, um ponto x tal 

então o coeficiente Po .. 
e 

estritamente positivo. Tal condição .sobre x 
.. 
e conhecida co-

mo condição de Slater. 

Teorema I r. 9 (Corolário do Teorema 1108 com a condição de 

Slater) 

Sejam·C c::: R
n 

um conjunto convexo ~ f,gl'g2'0.0 .&m: 

C --+ R funcionais 
... 

concavos. Suponha ainda que existe XtC g. 

tal que gi(~) > O, i= l~~t ••• tm .(co~dição de Slater). Se o 

máximo de f em Cg ocorre em ·i t Cgt então .. existem 

PI,P2,··o,Pm não negativas com PI. + P2 + ••• + Pm > O tais 
\ 

que f(x) + < p, g(x» <; f(i). + <~, g(i» <; f(i) + < p, g(i» . 

Prova: Pelo teo rema 11 • 8 

. O 2 - - - > O tais 1 == . ,l, ,. o o m com p o + P 1" + P 2 + ••• + Pm 

que Po f(x) + < p, g(x» ~ Po f(i). 

A condiçãó de Siater implica Po> O pois se Po = O te-

ríamos < p, g(x» <: O para .todo x tCg • em particu-
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. 
lar para x=x, ou sej a < p, g(x» ~ '. O o que contradiz 

a hip5tese de gi(x) > O ~ara i= 1,2, ••. ,m. Como 

- > O Po podemos definit ~i ~ Pi/~o' obtendo: 

f(x) + < p, g(x» ~ f(i) para todo x € Cg • o te 0-

rema 11.8 afirma ainda que < p, g(ij > = O. Logo 

1 .<p, g(i) >.= <~, g(i) >= O. Este resultado 
Po 

nos fornece a primeira desigualdade. 

f(x) + < ~; g(x) > ~ f(i) + < Pi g(x) > 

Para obtermos a segunda desigua1da~e basta lembrar 

que p > 9, g(x) > O e < p, g(i) > ~O ternos 

O = < p, g(i) :> ~ < p, g(x», para todo x € Cg , 10,:-

go, f(i) + < P, g(i) > ~ ~(x) + < p, "g(i) >. 

·Q.E.D. 

Definição de Ponto de Sela: 

Seja o funcional F: X x Y ~ R e os pontos 

x € X, Y € Y. Um ponto (i,y) € X x Y. é um ponto de sela 

se para ~odo (x,y)€ X x Y, F(x,y) ~ F(i,y) ~ F(x,y) 

o ponto (x,y) é um ponto de mínimo quando ca-
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, 

minhamos na direção y e um ponto de máximo quando caminha- ~ 

mos na direção x. 

F 

De aCQrdo com esta definição, a expr~ssao do 

Teorema 11.9 pode 'ser interpretada ,. como uma função 

L: C X R
m 

- R dada por L(x,p) = f(x) + < p, g(x) > 
+ 

A desigualdade, daquele Teorema torna-se 

L(x,p) ,.<; L(x,p) ..; L(x,p) onde se verifica que o ponto de 

máximo de f em Cg corresponde ao ponto de sela (i,p) da fun-

ção L. 

Apresentare~os a versao final do Teorema de 

Kunh-Tucker como um corolãriodo Teorema I!. 9 e do Teorema 

11.10 dado abaixo. Esta forma de proceder permite salien-

tar um detalhe que poderia passar desapercebido e'm uma de-

monstração muito extensa, qual seja, o fato de a condição 

de sufici~ncia do Teorema de Kuhn-Tucker independer da con-
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cavidade dos funcionais f, gl ,g2 ' • .• ,gn' bem como da condição 

de Slater. 

Teorema II.lO 

Sejam C C:::"Rn um conjunto convexo e os funcio-

nais f,gl,g2"' ••• ,gn: C ~ R. Se existir um ponto (x,p) € 

€ C x R~ tal que L(xtP~ <= L(x,p) <= L(x,p); então 

(i) o ponto x maximiza f em Cg ; 

(i i) < p, g(x) > = O 

Prova: A desigualdade L(x,p) <= L(x,p) para todo p € Rm im­
+ 

plica < p, g(x) > <; < p, g(x) > para todo p € Rm 
+ 

tomando ao invés de p, ap t onde a > O temos: 

< p., g(x) >....L 
a 

~ < p, g (x) >. 

Fazendo-se a-CO temos O ~ < p, g(x) > para to-

do p € R~. Por outro lado, tomando-se P=9 na desi-

gualdade anterior obtemos < p, g(x» <= O. Conclui-se 

que < p, g(x» = O., Para provar que" x € Cg tomamos 

p=ei para i= 1,2, ••. ,m em < Pl' g(x», obtendo 

/" 
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gi(i) ~ O para i= l,~, ••• ,m. 

Para mostrar que i maximiza f em C , tomemos a 
g desi-

gualdade L(x,~) <; L(x,~) para todo x€ C implica 

f(x) + <~, g(x) > <; f(i) + < ~,x > = f(i). Por-

tanto f(x) - f(x) > <"~, g(x) > para todo x € C. 

Se x € Cg , temos gi (x) ;> O para todo i, o que im-

plica < ~, "g (x) > > O para todo x € Cg• Conclui-se 

que f(x) ;;. f(x) para todo x € Cg 

Q.E.D. 

Conforme se pode verificar "na demonstração 

acima; nao precisamos das hip5teses de concavidade dos fon-

. 
I 

cionais f, gl ,g2' • ~ .~, gm e tão p,:>uco da condição de Slater 

para provar que se (i,~) E um ponto de sela de L então -x é 

o máximo de f em Cg• 

Teorema 11.11 - Kunh-Tucker (corolário dos teoremas 11.9 e 

11.10) • 

C ~ R funcionais côncavos". Suponha que .existe um . pon-
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to x € C tal que gi (x) > O, i= 1,2 p •• .,m (condição se Sla-

te·r). Então o funcional f atinge um máximo em C restri to a 

i= 1,2,.:.,m} ·no ponto i € C se, 
g 

somente se, L(x,p) ~ L(i,p) ~ L(i,p) onde L(xtp) = f(x) + 

+ < p, g(x) >. 

Prova: (i) A condição énecessâria: Veja Teorema 11.9 

(ii) A condição é suficiente: Veja Teorema 11.10. 

Q.E.D. 

II.S.2 - Urna aplicação à .Teoria ECQnômica 

e 

-Utilizaremos a programaçao concava para pro-

var a·existência de equilíbrio competitivo no modelo neo-

clássico de equilíbrio geral da produção. 

o modelo neo-classico de equilíbrio geral da 

'produção parte das. seguintes hipóteses: 

1) .E~onomiacompetitiva com n bens e m fatores de pro-

dução, 
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2) Existem e empresas com conjuntos de possibilidades 

de. produção xf ' f= l, ••• e, convexos fechados e contendo 

a origem. 

3) O conjunto de possibilidades. de produção agregado 

. . 
é formado de pontos da forma (x,-y) onde· x € Rn 

+. 

e y € R:. respectivamente vetores de bens e fatores de pro-

dução. Se (x,e) € Y então x=9, isto é, não é possível pro-

duizir sem usar fatores de produção ; 

4) Os n bens sao comerciarizãveis com o·exterior ao ve-

n tor de preços P € R+. 

_ t . 

5) Os m fat6res de produ~ão tem'oferta totalmente ine-

1ãstivapara o total de empresas, sendo representados pelo 

vetor y € ~+ correspondendo às· dotações pertencentes aos 

indivíduos. 

Definição: 

O conunto de possibilidades de produção da 

e·conomia X é definido por X = {x € Rn: (x,-y) € Y, . Y ,< y}. 
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~ hipoteses do item (1) permitem provar que 

X é convexo, compacto e contém a origem. 

Cada ~mpre.sa maximi.za seu lucro < p ,x> -<w ,y> 

tornando o vetor de preços dos fatores de produção w € R,m co­
+ 

mo dado. A determinação de w é feita pelo mercado de modo a 

que a economia. cheque a um ponto de produç~o (x, -y) € X-. 

Neste ponto os preços widos fatores que nao sao .plenamente 

utilizado caem a zero, o que nos permite escrever <w.y-y>=O 

Definição 

Um 'equilíbrio competitivo no modelo neoclás-
'.,. , 

. ' .. \ 
sico de·equilíbrio da produção é um ponto (x*. -y*) € X e 

um vetor de preços dos fatores tais que: 

(1) y* <: Y 

(2) .< P.x*> ~ < WiY*>";;;' . < p,x > ~ < w,y > para todo 

(x,-y) € X 

(3) < w. y - y > = O 
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Existência do Equilíbrio no. Modelo Neoclâssico 

Primeiro provemos que se xi, x~, 

pontos de equilíbrio das diversas empresas ao 

e 
então x* t x* .. 

o pon~o de lucro preços p, = e 
f=l f 

. * • • ., Xe sao 

sistema de 

(agregado) 

em X. Para tal lembremos que <p,xf > - <.w'Yf >~<P,xf>-

- < w'Yf> para todo f. Somando para f= 1,2, ••• ,e, obtemos 

< p,x*> - < w,y*> ;> < p,x > - < w,y >, o que mostra que 

podemos considerar a economia como sendo uma única .empresa. 

Isto posto, apliquemos o Teorema 11.11. 

19 ) X é conve.xo; 

. - . - , -29 ) Yi- Yi ~ O sao n restr1çoes:concavás; 

39 ) < p.x > é um funcional côncavo definido em todo 

(x, -y) € X 

49 ) (9, 9) € X é um ponto de X sujeito a Yi- Yi > O pa-

ra i= l,; .• ,n (cond. Slater). 

Então, pelo Teorema 11.11, existe (x*,-y*) € X 

com Y * <; Y e w € R~ tal que < P t X * > = < p, x *> + 
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< W t y-y*> ;>. < p ,x > + < w, r-y > para todo (x,-y) € X. 

Logo: < w, y-y > = O e < p,x*> - <·w,y*> ;> < p,x >. _ 

I - < w,y > •. O que prova a existênciá do equilíbrio 

(x* t -y* t w). 

\ 



CAP!TULO 111 

APLICAÇOES ~ TEORIA ECONOMICA . 

111.1 - Introdução 

Neste Capítulo' faremos uso do instrumental 

matemático desenvolvido no Capí-tulo I para estudarmos o mo-

delo de economia competitiva de produção e consumo de ArrO\v-

-Debreu. 

O Capítulo está dividido em três partes: na 

primeira ,descrevemos o modelo e suas hipotesés; na . segunda 

provamos a existência de equilíbrio do' modelo, finalmente 

discutimos as implicações deste equilíbrio. 

111.2 - O Modelo de Produção e Consumo de Arrow-Debreu 

Em uma economia existem ~ bens que sao produ-

~idos por m firmas. Cada firma f ~ cracteriza~a por um con-
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junto de possibilidades de produção Yf o qua~ satisfaz aos 

axiomas: A.I - Y f 'é um subconjunto convexo e fechado do Rn 

contendo 9 (f= l, ••• ,m). 

Este axioma significa que a produção é divi-

sível (Yf € Xf implica À'Yf € Yf)' aditível (yi, y~ € Y
f 

im-

plica'y~ + y~ € Yf ) e não admite retornos c~escentes de es-

fato de Yf . ser fechado significa pontos arbitrariamente pró-

ximos de y f pertencem a Y f . 9 € Y f significa que a empresa 

pode decidir nada produzir. 

Definindo o conjunto de possibilidades de pro-

dução da economia' porY = t Yf temos os axiomas: 
f 

A .. 2 -. Se y € Y e y ~ 9, então y=9 

A. 3 - Y n (-Y) = ~ 

o axioma A.2·significa que nao se pode ter,um 

vetor de produção agregada com uma componente positiva a me-

.. nos .que pelo menos' uma c'omponente seja negativa, isto e, pa-

ra haver' alguma produção é.necessário algum .fator de produ-

çao. O axioma A. 3 significa que não podem ha.ver. dois veto-

~. 
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res de produção em que os insumos de um sao exatamente os 

produtos do outro. Isto decorre do fato de que algum fator 

de produção é usado em qualquer atividade produtiva mas os 

fatores da produção, por hipótese, não podem ser _ produzidos 

pelas firmas. 

o consumo de. economia é representado por ln-

divíduos. Cada indivíduo h é caracterizado por um conjun-

to.de possibilidades ,de consumo Xh o qual satisfaz axiomas: 

Xh é um subconjunto convexo e fechado do R~ o qual é limita-

do inferiormente, isto é, existe um vetor xh tal que Xh ~ ~ 

para todo xh € Xh • 

Este último axioma exclui d~ Xh as· cestas de 

bens insuficientes para manter, a vida do indivíduo h. 

A.S - Cada consumidor possui uma dotação inicial xn tal que 

xn > xh para algum xh € Xh e uma participação de dhf 

nos lucros d~ empresa f, ~hf ~ O, E dhf = 1" para to­
h 

do f. 

O'axioma acima afirma que cada consumidor h 

possui uma dotação positiva de cada bem. Trata-sede uma 

'. 

hipótese forte que facilita muito a prova da existência de 
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equilíbrio. A existência de equilíbrio, cont~do, pode ser 

provada com uma hipótese mais fraca, mas envolvendo maior 

complicação matemática Cveja Arrow-Debreu(1954)). 

Definição 

Sej a P > 9 n um vetor de R que representa o 

sistema de preços. Denomina-se Mhep) a renda do indivíduo h 

ao sistema de preços P. 

onde "f CP) é o lucro da empresa f ao sistema de preços P . 

. Note-se que os axiomas A.l, ~.4 e A.S garan-

I· tem que MhCP) >'0 para todo P pois por A.I" nenhuma empresa 

opera com lucro < P, Y'f > negativo pois pode fazer Y f = 9 

e por A.4 e A.S, xh > 9 logo' < P,xh> > o. 

As preferências dos consumidores sao descri-

tas pelo axioma abaixp. 

A.6~- Para cada consumidor h existe uma relação de or-

.. 
dem em X representada por e~), significando "pre-

h h 

ferido ou indiferente", entre pares de elementos 
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d~ Xh satisfaze?do is propriedades abaixo. 

(a) Transitividade 

implica 

(b) Ordenação 

d i 2· Para to o xh ' xh ' ternos ou 

·(c) Continuidade 

X~ ~ xh} são fechados. 

(d) Convexidade Semi-Estrita' 

. 1 2· 2 O < a < 1" então (l-a)xh + aXh ~ xh 

(e) Não-saciedáde 

o - . • o Se xh € Xh , ·entao existe xh € Xh tal que xh~ xh 

O simbolo C» significa "preferido" e é defi­
h 

1· 2 nido por: Xh f Xh 
1 . 2 significa x ~ 'X 
h h h mas nao ocorre 

O axioma A6.a afirma que duas cestas podem 

sempre ser comparadas. A6.b é a hipótese que. permitirá ao 

individuo maximizar sua sat~sf~ção. A6.c significa que se 

I· 
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1 ~ 2-uma cesta xh e preferida a x h ' entao existem ~onj untos de 

121 cestas 5 e 5 c= Xh próximos a x
h 

se Xl € 51 ·tais que e então 

respectivamente, 

1· 2 
x > x . 

h 
A6.d in-

dica que o· c·onsum"idor prefere a di versificação ã especiali-

zação. Finalmente A6.e·assegura que semPr:e se pode encon-

trar uma cesta que agrade mais o· consumidor, isto ~,o con-

sumidor é insaciável. 

Estes axiomas implicam o: 

. . 
Lema l1T.1 - (Não-5aciedade Local) 

Para todo 1 € Xh existe 2 € Xh arbitraria-xh xh 

~ 

de 1 tal 2 • 1 mente proximo xh que xh >x 
h h 

Prova: Por A6.e 2 • 1 existe xh > xh • Por A6.d temos 
. 1 

(l-ex)xh + 
h 

Com ex próximo de 1 o lema está provado. 

Q. E. D. 

111.3 - A Existência de Eguilíbrio na Economia de Produção e , 

Consumo 

Para provarmos o teorema da existência de 
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equilíbrio em mercado competitivo necessitamos mostrar que a 

ecol1omi"a tem uma capacidade produti va limitada ass im como o 

espaço de consumo restrito ã capacidade de 'produção da eco-

, nomia também ê limitado. Para isto definamos os subconjun-

tos abaixo: 

h' fh e 

Yf € Yf para todo f tal que Z ~ g}; 

para todo f', f tal que Z ~ g}; 

onde' Z = 

t
h 

é o conjunto de possibilidadés de consumo ,do indiví-

duo h dadas as limitaç5es dé recur~os da economia. 
... 
e o 

conjunto análogo da empresa f. 

Lema 111.2 

(a) ? f é limi ta·do para todo f. 

(b) t h é limitado para todo h. 
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Prova: Ca) Suponha, por absurdo, que 11 seja ilimitado. En-

tão existem seqUências {Y~!, {x~} tais ' que 

lim Iy~~= 00, 
n 

Yf € Yf 

Seja -x = ~ xh e pelo axioma A4 
h 

= temos x = 

i .;; ~ x~ • 
h 

Portanto" n = 
~ y f ~ x-x. 
f 

e 

Seja u
n

' = max "Y~". Para n suficientemente gran­
f 

n de u ~ ,I. 

lim 
n_ oo 

tomando-se uma subseqUência {nk}'tal que' 
. 

110 m nk/ nk o 
Yf u = Yf 

o o temos ~ Yf ~ 9 , Yf € Y f f k_ oo 

.. 
pois Yf e fechado. 

Pelo axioma A2 

9 + 

o Mas L Yf = 9 
f . 

o temos L Y f = 9 • 
f 

implica 

Para algum f', 

€ Y 

'\ 
.' 

", 



118 

Portanto Pelo axioma A3 , 

y~,= 9. Como f' é arbitrário, temos Y~ = 9 para to-

do f. Logo temos: lim 

n_ OO f 

Este resultado .. 
contradição pois pela defini-e uma 

un , n 
11 Y~1f 

. 
II-y~/un" çao de u ::' max implica I = max 

f f 

e pass ando-se ao limite lim max 1/ y~/unll = L 
n_ oo f 

(b) Seja xh € Xh • Pela definição de X
h 

Pela definição de ?f' ternos Yf € ?f para todo f na 

I 

expressa0 acima. Como xh' > ih' .para iodo h', 

= = xh ~ xh ~. E Y f - E· Xh ' + x 
f h '1 h 

Corno ?f é limitado, conclui-se que Xh é limitado 

Q.E.D. 

Co r o I á r i o I I I . I ' 

Xh e ?f são cónj~ntos convexos e compactos pa-

r~ todo h e f. 
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Sendo ~h e .?f conjuntos compactos, qual-

quer função contínua com domínio em algum dos dois conjuntos 

po~sui um máximo e um mínimo. Podemos definir a cada vetor 

de preços P a oferta de cada empresa e a demanda de cada in-

divÍduo usando este fato. 

Definição: 

Urna c~rrespondência ~:A ___ zB, onde 2B é o 

conjunto das partes de B, é urna função que associa a cada 

elemento de A um sub~conjunto de B. 

Definamos a função lucro da empresa f ao sis-

terna de preços P por: 1T f{P) = max < p, Y f > 
Yf€ ?f 

Corno ?f é compacto, o máximo existe, estando, pois, a função 

lucro bem definida. 

Definamos as correspondências Yf{P) e Xh{P) , 

respectivamente demanda ~o consumidor h ao sistema de preços 

P e oferta da firma f ao sistema de preços P por: 
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t t t • Xh (p)" = {xp: xh € Xh , xh ~ xh para todo xh € Xh tal que 
i 

Definição: 

Dados os conjuntos A, B Rn , . sendo B compac-

to, uma correspondência ~: A ___ 2B é semi-contínua supe-

riormente se para todas as seqUências {xn } € A, fyn } € B, as 

propriedades 

Y € «(x). 

Definição: 

x - x, n Yn - y, Y . € n implicarem 

Denomina-se simplexo n-l dimensional Sn-l ao 

sub~conjunto do espaço Rn dado por: 

. Ilustração 

2 
S 

p. = l} 
1. 

• .! 
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Observemos que os conjuntos Xhep) e yfep) nao 

se alteram quando se multiplica o vetor P por um escalar 

positivo a, isto ê: 

Tomando-se a = I 
t P e 

as correspondências 

~ n-l yfep) passam a ter dom1nio no simplexo S • 

Lema 111.3 

n-l .. ~ (a) A função lucro 7r f: S - R e cont1nua 

(b) A correspondência Yf : sn-~ --. Yf ê semi-contínua 

superiormente e o conjunto YfCp) 
.. e convexo para 

-todo P. 

Prova: Ca) Seja a seqUência {Pn} € Sn-l tal.que 

definição de 7r f ternos: 

Corno Yf ê um conjunto compacto, Yn --- y
O 

€ Yf · 

Passando-se ao limite temos: 



·122 

o o o o 
-f(P ) = <.p .Y ~ ~ < p 'Yf> para todo Yf € ?f' 

Portanto pn ___ pO que 

... ., 
prova que .f e contInua. 

(b) Para mostrar que yfep) é semi-contínua superiormente 

basta observar que pela continuidade de r f , ao tomar-

. 
o ===>y - y. n 

o < o o tal que .f(P) = P.y > ternos 

·A convexidade de Yf(p) é imediata pois dado O ~ a ~ 1, 

< P. (l-a)y' + ay" > = (l-a) < p,y' > + a < p,y"> = 

Q.E.D. 

o lema que provaremos em ·seguida faz uso do 

axioma AS que admite que todo indi~rduo tem dotações positi-

vas de cada um dos bens. Na realidade este lema permanece 

válido se ao invés do AS tivermos a hipótese de que a qual-
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quer'sist~ma de preços P o consumidor h possui em sua dota-
I 

çao xh um bem que tem preço nao nulo. Desta forma teríamos 

xh > xh para todo xh S Xh e < p, xh -' xh > > O. 

Lema 111. 4 

n-1 A correspondência Xh : S --- lh .. 
e semi-con-

tínua superiormente e o conjunto Xh(p) .. 
. e convexo para to-

do P. 

- {pn } € Sn-1, Prova: Tomemos as. seqUencias tais 

'I 

e Pn_ P € Sn-l n . ~ ~ 
, xh.- xh ~ Ah 

temos que mostrar que xh S Xh(P). 

o fato de implica 

n n n -< p .. xh > .;;; < p , xh > + t 
f 

Como o produto interno e a função lucro sao 

contínuas passando-se .ao limite obtemos: 

funções 

Para completar a prova, falt~ mostrar que para todo 
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Pelos axiomas A4 e AS temos xh - xh > 9 

Como > 9 temos < p, = P xh - xh > > O. Como 1r f Cp) ;> 

Ah(p) == < p, x - xh > + E dhf 1r f Cp) >0 h f 

Definamos a seqUência { Àn} € R por: 

. n 

Â
n = 

Ah (p ) 

n n 
X

o = >] max [Ah Cp ), < p , h -"X 

Como lim . Àn = 
AhCp) 

= 
n---. oo 

[ Ah (p) t :< p, o - Xh >] max xh 

Definamos a seqUência {xn} € ~h por 

Notemos que lim 
°n_ 00 

A hipótese 

n x pois lim 
n- 00 

n 
À = 1 

ser um 

O temos 

I, O < Àn ~ 1. 

elemento 

de ~h preferido a todos os que satisfazem ã restriçã~ or-

çamentaria ao vetor de preços n . p • 

ao limite 

Xh = lim . x~ ~ lim 
n_ oo n_ oo 

Para provar que X(p) 

Passando n· n Logo ·xh ;> x 
h 

.. e convexo observemos 
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então 1 2 < p, xh > = ~h Cp) = < p, xh >. 

Para O < a <; I, xh = ax~ + (l-a) x~, temos <p, xh> =lvhCp). 

Pela definiçio de ~(p) segue-se que x - xl - x2 
h· h h 

Definiçio: 

Define-se a demanda agregada da economia 

X(p) , a oferta agregada Y(p) e o excesso de oferta agrega-

da Z(p) por: 

X: n-l 1: Xh , X(p) 1: X CP) S - = 
h h h 

Y: n-l 
1: <lf + 1: Xh , Y(p) = 1: Yf(p) + 1: xh(p) s -
f f f h 

Z: n-l 
1: <l f - 1: Xh , Z (p) Y(p) - X(p) S - = 
f h 

Pelos lemas lI! 3 e III 4 conclui-se que Z 

é uma correspondência se~i-contínua s~periotmente e que para 

. todo P, Z(p) é um conjunto convexo. 

Apresentamos a seguir o lema que mostra que 

a qualquer vetor de preços P i o valor do excesso de oferta é 

nao negativo, isto é, < p, z > ~ O para todo Z b ZCp). 
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.Lema III 5 

Sej~ p > 9 e Z € Z(p) o excesso de oferta 

agregada. Então, . < p,z > >.0 para todo p € Sn. 

Prova: .< p, xh > <;; < p, 'ih > + 1: dhf 7f f (p), logo, 
f .. . 

1: < p, xh > <;; '1: < p, xh >+ 1: 1: dhf 7f f (p) , 
h h h f . 

< p, 1: (xh - xh » ~ 1:·7f f (p) = < p\ 1: Yf(P) > 
h f f 

< p, 1: (xh - xh) - 1: Y f > <; 9 . 
h f 

< p,z > > 9 para tod6 z € Z(p} 
Q.E.D. 

Os lemas apresentados até este ponto compoem 

as condições necessárias ã existência de equilíbrio numa 

economia em que todos os agentes têm renda positiva a ·qual-

quer sistema de preços.P. Antes de provarmos a existência de 

equilíbrio na· economia de produção e consumo, precisamos de-

finir precis'amente o que vem a ser um equilíprio. Este con-

ceito se apresenta em dois estágios. Primeiramente defini-

mos "equilíbrio compensado" e "equilíbrio compet.i:t ivo". Em 

seguida provamos a existência de equilíbrio compensado e a-
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pre·sen.tamos um teorema que prova a existência de equilíbrio 

competi ti vo sob co·ndições a serem discutidas • 

Definição: . Equilíbrio Compensado 

Um sistema de preços P* , de pontos de .produ-

çao Yf de cada empresa, de pontos de consumo xh de cada in-

divíduo formam um equilíbrio compensado quando: 

1) P* > e 

z*-;> e) 

3) <.p*, Yf > = ~f(P*), para todo f .. 

4) < P*t~ > =. Mh(p*), para Lodo h. 

5) < p*, Xh > ;> < p~, xh > para todo. xh S Xh tal que 

Definição: Equilíbrio Competitivo 

Um sistema de preço·s p* , de pontos -de produ-

ção Yf de cada empresa, de pontos de consumo xh de cada in-

divíduo formam um equilíbrio competitivo quando: 

1) p* > e 
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2) 1: x* <; 1: y* + 1: x· (ou z * ;> 9) 
h h 'f f f h' 

3) < p*, y1 > = ~f(P*),. para todo f • 

• 
4) xh·~ xh para todo xh € Xh .. tal que < p*, xh > <; 

Teorema 111.1 Existência do Equilíbrio Compensado 

o modelo de economia de produção e consumo 

apresentado admite um equilíbrio compensado~ 

Prova: Utilizaremos o teorema de Ga1e - Nikaido - Debreu (ve-

j a apêndice. a este capítulo) e a correspondência ex-

cesso de oferta agregada. 

Verifiquemos as hipóteses do teorema de Gale - Nikaido-

- Debreu: 

(i) Z: sn-1 __ 1:? - 1: ~h' 
f f f 

definida por 

é semi-contínua superiormente e Z(p) é convexo de 

acordo com os lemas 111.3 e 111.4. 
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(ii) 1:. ~f - J: ,. é compacto e convexo pois pelo corolário 
f' . h"h 

1~1.2, ~ e Vf sao compactos e convexos para todo 

(iii) 'Para todo 
n-1 p € S , z € Z(p) sat-isfaz a <p,Z>~ O 

de acordo com o lema 111.5. 

Aplicando-se o teorema de Gale-Nikzido-Debreu 

conclui-se que existe p* > 9 e z* € Z(P*) tal que z* ~ 9. 

Pela definição da corresp~ndência Z os rontos yi e 

xh sao pontos que satisfazem a: 

(a) Yf € Y CP*") logo < p*, Yf > = 11' f(P*) para todo f. 

(b) xh € X(P*) logo 
. 

xh ~ xh para todo xh € ~h tal que 

< p, xh > <; < p, xh > + 1:. d M 11' f CP) . 
f . 

Cc) Pelo lema I I L 7" , < p, x*h > = Mh CP*) para todo h. 

Portanto as 5 condições que caracterizam o 

~quilíbrio compensado estão satisfeitas. 
Q.E.D. 

Agora provaremos que um equilíbrio compensado 
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em que todos os agentes têm renda positiva é um equilíbrio 

competitivo. Para' tal precisamos demonstrar que maximizar a 

, satisfação sujeito a uma restrição orçame~tãria positiva e-

,quivale a minimizar a despesa com a aquisição de bens sujei-

to a uma restrição de nível mínimo de satisfação. 

Lema 111. 6 

. <p, xh > 
. o Se x* minimiza tal que xh ~ xh h h 

< p, xii > > < p, I algum I 
€ Xh , então .. e se xh > para xh x* e h 

preferido a todo xh tal que < p, xh > < < p, x* h >. 

Prova: Seja x' € h Xh tal que < p, x' > h . <; < p, xh > .. Defi-

na xh(a) (l-a). x' + I , Para O <ex <; 1 temos = a.xh'·· h, 

< P ~ 'xh(a) >.= (l-a) < p, Xi{ >+ a < p, I xh > < 

<. <.P, xh > · 
. 

Se xh(a) 
o então, hipótese, < p, x* > E;;; ~ xh por h h 

E;;; < p, xh (a) > , o que contradiz a desigualdade ante:'" 

Pelo axioma A.6.c 
.. 

este conjunto e fecha-
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~o, logo. 

lim 

a-O 

tal que 

Q.E.D. 

Como este resultado podemos provar o: 

Teorema' IrI.~: Exist~ncia do Equilfbrio Competitivo 

o modelo de economia de produção e consumo 

apresentado admite um equilíbrio competitivo. 

Prova: Pelo Teorema '111.1 o modelo apresentado admite um 

equilfbrio compensado (p*; Yi, ... , y;, xi, ••• ,x;). 

Os ítens (1), (2) e (3) da definição de equilfbrio 

competitivo sao id~nticos aos mesmos f tens da defi-

nição de equi~íbrio compensado. 

Os ítens (4) e (5) da definição de equilfbrio com-

pensado c a hipóte.se Mh (P*) > O para todo h implicam, 

pelo. Lema 111.6, o item (4) da definição de equilf-
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brio competitivo. 

Q.E.D. 

111.4 - Eficiência e Equilíbrio 

No modelo de economia competitiva apresenta-

. do provamos que existe um equilíbrio compensado em que ca-

da agente econômico isoladamente está em um ponto de ótimo 

condicionado a suas restriç5es. Nes~a ~eça~ ana~izamos as 

implicaç5es daquele equilíbrio sob o ponto de vista da' dis-

tribuição da produção entre os indivíduos. 

Começamos pelas definiç5es de aloçaç~o factí-

vel e eficiente e em seguida provamos que um~ a19cação efi-

ciente é compatível co~ um equilíbrio compensado. Em segui-

da provamos que todo equ.ilíbrio compensado é eficie·nte. 

Definição: 

Uma. alocação factível é um conjunto de pontos 

de produção e consumo (Yl' 

1) Yf t Yf para todo f. 

... , x ) tal que: 
r 
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·2) xh. € Xh. para todo h. 
I 

A definição acima qualifica 'como factível uma 

a10cação.que é compatível com as limitações de recursos da 

economia. 

Definição: 

Uma alocação factível ·(Y~, ••• , Y~; x~, •.. , x~ 

é eficiente no sentido de Pareto (ou eficiente de Pareto) se 

nao existe outra alocação factível (YI' .•• , Ym; xl' •.. , xr ) 

• o 
tal que xh ~ xh para todo h. 

De acordo com a definição acima, uma alocação 

é eficiente de Pareto se nao houver outra alocação factível 

que seja preferida por todos os indivíduos. A propriedade de 

não-saciedade local (Lema 111.1) implica que esta definição 

é equivalenteã definição alternativa: "Não existe outra alo-

çaçao factivel 

>. o 
para todo h e xh ' h xh ' para pelo menos um h'. 
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Definição: 

De~ominamos por Z o conjunto dos vetores de 

oferta excedente correspondentes a alocações factíveis: 

Yf € Yf para todo f; 

xh € Xh para todo h}. 

- .. o o a o 
Dada a alocaçao factl ve.l (Y I' •..• Y m; xl'·" ,x;J. 

o Denominamos por Z o c~njunto dos vetores 6ferta agregada 

excedentes factíveis correspondentes a alocações factíveis 

o . • o 
Z = {z € Z: xh ~ xh para todo h}. 

h 

Demonstramos a seguir 2 lemas que serao usa-

dos para prova,r. que uma alocação eficiente de Pareto tem o 

valor de mercado da oferta excedente igual a zero. 

o primeiro lema mostra que nao pode haver uma 

alocação eficiente de Pareto em que ocorre excesso de oferta 

positivo par,a todós os bens. De fato, em tal situação uma 

adequada distribuição dos bens excedentes levaria a uma alo-

caça0 preferida por todos os indivíduos. 
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Lema I1I.7 

efi-

ciente de Pareto, então os conjuntos {z: z > O} e ZO têm 

interseção vazia. 

d ...... h . o ce ente z y 9. Supon amos, por absurdo, que z '€ Z . 

Pelo lema da não-saciedade local existe uma alocação 

(Yi,'~.'Y~; xi"" ,x~) arbitrariamente pr6xima de 

que xh ~ xh para todo h. Pela hip6tese de 'absurdo 

z € ZO temos Xh ~ XO para todo h. 
h h 

Tomando-se a 

para 

alocação factível tal que xh' > xO para todo h, o que 
h h 

... o o o o) 
contradiz a hipotese de (YI'···'Ym; xl'·" ,xr ser 

eficiente de Pareto. 
Q.E.D. 

o pr6ximo lema seri usado para provar que 
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toda'alocação preferida a uma alocação eficiente de Pareto 

possui oferta excedente cujo vaior de mercado ~ nao posi-

tivo. i 

i 

Lema III.8 

Se A ~ um ~onjunto convexo que possui inter-

, 

seçao vazia com o conjunto B= {z: z > 9 } então existe um 

vetor P >·9 tal que < p,z >.~ O para todo z € A. 

Prova: Como B ~ convexo e nao vazio podemos separá-lo de A 

por um hiperplano definido por um vetor Pr9 tal 'que 

< p,z > ~ c, para todo z € A e 

< p, z > ;;.. c, .para todo z € B • 

Tomemos z € B, e i € B' e À -> 0.- Então z + Àe i > O 

Logo < P, z + 'Àe i > > c 

< p,z >_1_ i ;;;. c _1_ 
À· 

+ < p,e > 
À 

Fazendo À - + 00 obtemos Pi;;;' O .. para todo i, log.o 

P >·9. Como por hip6tese p r ~, segue-se que P > G. 

Para provarmos a segunda parte .do lema tomemos a > O 
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e e € B. Então -ae < 9. 

Logo < p. -ae > ~ c 

< P. ae > ;> c 

Fazendo a --. O obtemos c ~ o. 

Com c ~ O e tornando-se z € A 

< P.z. > ~ c ~ O o que implica <P.z> ~ O para 

todo z € A. 

Q.E.D. 

Estes dois lemas nos permitem.provar que numa 

alocação eficiente de Pareto os bens com excesso de oferta 

nulo têm preços positivos e os bens com excesso de oferta 

positivo têm preços nulos. 

Lema 11 r. 8 

o o o o) ~ -. Se (Yl.·· •• ym; ~l'··· ,xr e urna alocaçao efl-

ciente de Pareto, então existe um v~tor de preços P > 9 tal 

que: 

. o . (a) < p. z > ~ O para todo z tal que .xh ~ xh para todo h. 
h 

(b) -< p,z > = O para todo z € Zo. 
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" 

Prova: Pelo Lema 111.7 zon {z: z ~ 9 } = 0. 
\ 

Pelo Lema 111.8 concluímos que existe P > 9 tal que 

< P,z > < O para todo z tal que xh ~ x~ para todo 

alocaçio factIvel entio z > 9. Com P > 9 temos 

< p,z > > O para toda alocaçio factível. Portanto 

< p,z > = O para todo z € ZOe 

Q.E.D. 

o próximo teorema mostra que qualquer aloca-

çao eficiente de Pareto pode ser alcançada mediante adequa-

da distribuiçio de renda. - 00 Dada a alocaçao desej ada (Yl'··· ,Ym; 

o o ' xl' ••• ,x;J determina-se o vetor·.P. Dando-se a cada indiv1duo 

Oh a renda < p.x~ >: nenhum i~divíduo t'roc~~â de cesta. de 

bens e todas as empresas estario, maximizando seus lucros. 

Teore~a 111.3 (Debreu) 

ciente de Pareto, então esta alocaçio pode ser sustentada por 

um equilIbrio compensado. 
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Prova; Devemos mostrar que existe um vetor P~ > 9 tal que: 

para todo h. 

o o o 
(c) (Yl'··· ,ym) maximiza < p ,Y f > em Y f para todo f. 

para todo h. 

efi-

. ciente de Pareto, ela 6 factrve~ por definição, o que cor-

responde ao rtem (a). O Le~a anteririr garante a exist~ncia 

do vetor P > 9. 

Para provarmos (b) e (c) utilizemos o Lema 

anterior. Seja z = 1: Y f + 1: ("ih - xh) •. Pelo Lema 111.8. 
f h 

. < p 
o ,z > ~ O = < p o zo >, , ou 

.< p 
o 

+ ~(xh - xl1> ~ <p o 1: o 
1:(xh xo» , 1: Yf , Yf. + - h 

f h f f 

1: < p? > < o· > ~ 
f ' Yf' . - f p, xh 

o o o o 1: < P , Y f . > - 1: < p , xh > 
f h 
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• o para todo xh tal que xh ~ xh e todo Yf € Y
f

• 

Notemos que as desigualdades acima valem ter-

mo a termo pois as variáveis xh e Yf são independentes. Pa-

ra obtermos (b) façamos xh = x~ para todo h ., h' e Y f = Y~ 

para todo f • Cancelando os termos obtemos: 

o o o " o 
<p t xh'> ~ ~p, xh ' > para h' tal que-xh , ~Xh" 

Analogamente, para obtermos (c) façam"os xh = x~ para todo h 

e Y f = Y~ para todo f f f' . Cance lando os termos obtemos: 

Finalmente o ítem (d) é obtido de<p~ zo> = o. 

Q.E.D. 

A recíproca do Teorema 111.3 é fornecida pelo 

teorema a seguir: 

Teorema 11 r. 4 

Se ( * * *. * x*) e" um' e 1'11"br1' o "p 'Y1""'Ym' xl"'" r qu 

d - (* * * *) .. I -o Pa comp~ns a O," en tao "Y I' ••. ,Y m; xl"'" x r e uma a ocaça -

reto eficiente. 
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Prova: Suponhamos, por absurdo, que existe uma alocação 

. 
(Y1', ••• ,yl·; x1', ••• ,xr') factível tal que Xl> x* pa-. m. h h h 

ra todo h.Como xh minimiza o custo de se atingir o 

nível de satisfação proporcionado por xh' <p* ,xh > ~ 

.;;; . < p*, xh > p·ara todo h, e pela definição de equi-

1íbrio compensado, <p*,xh > = Mh{p*) 

Como pelo axioma A.S todo indivíduo tem renda posi-

tiva podemos ·usar o Lema 111.6 para afirmar que xh 

é pre~erido a xh para todo xh tal que < p,xh > ~ 

. 
Como pela hipótese de absurdo xh > xh ' h 

segue-se que Mh{p*) < <p*,xh >~, para todo h. 

Temos, então: 

.. ~ < p* Xl> > ~ Mhep*) = 
h ' h h 

P · t 1 d 1 - (I I. I Xl) or ou ro .a o, a a ocaçao Y.1 ' ••• , Y m' xl'···' r 

factível Como p* > 9 temos 

~ < p* x' > ~ 
h ' h 

Como 

< p * , Y f > ~ < p .• , Y f >, temos 

(1) 

... 
e 

~. < p* x' > , h con-
h . 

tradiz (1). 
Q.E.D. 

,., 
.' 
\\ 
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\' 

111.5 - Apêndice 
\. 

Neste apêndice provamos o ·teorema de Gale-

-Nikaido-Debreu utilizado na seçao 111.3 para provar a exis-

tência de equilíbrio compens.ado. Para demonstrarmos este 

teorema faremos uso do teorema de Kakutani o qual enuncia-

mos -' sem demonstração - abaixo •. 

Lema 111 - Teorema de Kakutani 

Seja C um conjunto compacto e convexo e 

C 
C -- 2 urna correspondência semi-contínua superiormente 

com Y(x) c C convexo para todo x € C. Então existe x* € C 

tal que x* € ~(x*): 

Prova: Veja Kakutani, S. (1941). 

Teorema 111 Gale-Nikaido-Debreu 

Seja Sn-l. simplexo fundamental do Rn; C c::: Rn. 

compacto e convexo; Z: Sn~ ~ zC urna corre.spondência semi-

~ '. 1 d P € Sn-l, o -contInua superIormente ta que para to o con-
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juntci Z(P) seja convexo e nio-vazio; para todo z € Z(P) te­
i 

nha-se <p, z > ~ o. Entio existe P* € Sn-1 e z* € Z(p*) 

. tal que z~ > 9. 

Prova: 

Definamos a correspondência auxiliar H: Sn-1 x 

n-1 
C--.2s xC por H(p,z) = g(p,z)x Z(p), onde g: Sn-1 x C -

_ 
Sn-1 e~ f - d d d uma unçao com n coar ena as·· adas por 

P o .:.. min (O , z o ) 

o 1 1 

n 
1 - L 

j=l 

n 

min (o, z o) 
J 

i= 1;2, •.. ,n 

Notemos que' 1 - L min(o,zJo ) > 1, .0 ~ Pi - min(O,'zi) e 
j=l 

n 
. L gi(P,z) = 1. Como a função mínimo é contínua.cada função 
i=l 

coordenada gi é contínua e, portanto, g é contínua. 

Analizando-se as características da corres-

pondência H: 

(i) Sn-1 x C é compacto e convexo pois Sn-l e C o sao. 

(ii) g(p,z) é um elmento' de Sn-1 e Z(P) é um subconjunto 

convexo não-vazio de C. Portanto, para cada (p,z)€ 
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~n-1 x C a imagem H(p,z) c: Sn-1 x C é um conjunto 

'-convexo nao-vazio. 

(iii) como Z, é semi-contínua superio~m~nte e g ê contí-

nua segue-se que H e semi-contínua superiormente e 

H(p,z) ê convexo pois Z(p) 
.. 
e convexo. 

As propriedades (i), (ii) e éiii) acima nos 

permitem usar o Teorema de Kakutani e afirmar que. existe 

(p*,z*) tal que (p*,z*) € H(p*,z*), 'isto é: 

p* = .g(p*,z*) (1) 

z * € Z Cp*) (2) 

Para provarmos que z* ~ 9 observemos que . (1) 

implica: 

pi - min(O,z.i) 
P ~ = ---=::-..-----::;--

1 n 
para todo i. Logo 

1 - 1: min(O,z~) 
j=t" J 

* n·· 
Pi 1: min(O,z!) = min (o,zi) < O. 

j=l J 

Definamos o conjunto I = {i: pi > O}. Notemos que I ê nao-

-vazio pois p* € Sn-1. Por hipótese, para todo z € Z(p), 
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< P.z >~ O. em.particular,< P*,4* > ~ O. Esta desigual-

dade implica que existe i' € I tal que, zi' ~ O. Portanto 

Pi t > 'O e 

n 

z· t ~ O 
1 

implicam: 

.1: min (O , z J) = 
j=l 

= O 

* p. t 
1 

= O 

Logo zj ~ O para todo j= 1, ••• ,n. Isto implica z* ~ O 

Q.E.D. 



CAPITULO IV 

'AusBNCIA DE CONVEXIDADE 

IV.I - Introdução 

No capítulo 111 trabalhamos com a hipótese 

de que os conjuntos de possibilidades Yf sao convexos(Al) e 

'as preferências individuais obedecem ã propriedade da con-

vexidade semi-estrita (A6.d). Vimos que A.I significa que a 

produção & divisível, aditiva e nio admite retornos ~rescen-

tes de escala e A6.d significa que'o consumidor pr~fere ... me-

. dias a extremos. Estas h.ipoteses foram usadas para provar 

que as correspondências de ofe~ta de cada firma (lema 111.3) 

. 
e demanda de cada indivíduo (lema.I I 1.4) são semi - continuas 

superiormente e convexas. 

Uma crítica ao axioma A.l diria que diversos 

processos de produção, principalmente na indústria, nao sao 

divisíveis -- não se produz meio automovel ou convexos --

146 
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a indústria química opera em regime de proporçoes fixas.. A-

nalogamente o axionk1. A.6.d é também' irrealista pois çlificilmente 

uma mistura de meia dose de gin e meia de uísque seria pre-

ferida a uma dose inteira de um dos dois. Em que medida as 

hip6teses de convexidade sao fundamentais i exist~ncia de 

equilíbrio? Esta questão pode ser ilustrada tomando-se em-

presas que produzem um único bem Y2 a.partir de um único in­

sumo Yl' com preços respectivamente iguais a Pl e P2: 

la. Empresa: Retornos constantes' de escala 

oferta 

Y2 
Yl= - aY 2 Y2(P) 

11'= Pl Yl + Pz Yz = (PZ - aPl)YZ. 
a 

a 

2a. Empresa: Retornos constantes de escala e dois processos. 

Y2 

b 

a 

11' a = (PZ - aPi)Y2 

1I'b = (PZ - bPl)yz 

Y2 

a 

oferta 

Y2(P) 

b 
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3a. Empresa: Retornos decrescentes de escala. 

Yz 
oferta 

. Yz 

--------~~----Yl 

b 

Nos três exemplos acima, em que o ,conjunto de 

possibilidades de produção é convexo, a curva de oferta nao 

apresenta descontinuidades~ Se existissem virias firmas a 

ofert~ agregada seria contInua. Dada uma demanda agregada 

contrnua, o vetor de preços p'= (Pl'PZ) ficaria determinado, 

bem como as quantidades Yl e Y2. 

Suponhamos agora, que.a economia seja compo~-

ta de uma única empresa a qual apresenta um conjunto de pos-

sibilidades de produção nao convexo representado no grifico 

Yl x·yz pela figura abaixo: 

a 
'Yl o 

a 

Esta empresa ao uti­
lizar uma quantidade de i~ 
sumo Yl produz o nível de 

produto Y2 = f(YI)' 
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A empresa só terá produção não nula se puder 

ter lucro nao negativo: 

ou P2 
~ --

Pl 

Para P2/Pl = a há dois níveis de 

possíveis: Y2 = Y~ e Y2 = o. Qualquer níve.l. de 

t O at . 1 . en re e Y2 rarla. ucro neg·atl.vo, para a empresa. 

vas de oferta de produto e demanda pelo fator sao: 

Y2 Yl 

J - J , Yl I .. 
I ... _---~ -
, 
a P2/Pl a 

Se houver uma oferta do fator 

produção 

produção 

As cur-

P2/Pl 

nao 

há equilíbrio neste mer~ado. A não-convexidade do conjunto 

de possibilidades de produção gerou uma curva de oferta des~ 

contínua que impede o equilíb~io. 

Do mesmo modo que geramos curvas de oferta de 
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produto e demanda por fator,descontínuas a partir, de um con-

junto de possibi1fdades de produção nao convexo, podemos ge-

rar cUrvas de demanda pelo produto e oferta de trabalho nao 

contínuas para um indivíduo a partir de preferências nao con-

vexas: 

Y2 

Y~ 

b 
Y2 

Y2 

horas de lazer diario 

Y1" I 
horas de trabalho 

Demanda por Y2 

a 

Os desequilíbrios gera~os pe~a ausência de 

convexidade das pieferências e dos conjuntos de produção vis-

tos isoladamente tendem a sé reduzir quando se considera a 

economia em termos agregados. Este fato ocorre pois os con-

juntos de produção e consumo (sujeitos a certo nível de sa-
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tisfação) somados tendem a reduzir o "grau de não-convexida-

de" em termos relativos, isto é, o grau de nao convexidade 

do conjunto agregado dividido por uma medida de tamanho da 
.. 

economia como por exemplo o número de agentes econômicos. 

A intuição por tras deste fenômeno esta no fato de que dife-

rentes conjuntos de diferentes agentes apresentam isolada-

mente diferentes não-convexidades, mas, quando somados, as 

convexidades tendem a se cancelar gerando conjuntos agrega-

dos aproximadamente convexos! Mesmo na hipótese de conjun-

tos nao convexos exatamente iguais, a nao convexidade do 

conjunto agregado fica menor, em termos relativos, conforme 

a figura abaixo: 

5 ~onjuntos iguais 

5 -------, 

4 .-------, 

3.------r 

2 t-----., 

1 

1 2 3 4 5 
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Se tivéssemos um número mui to grande de .. {lgentes o conjunto 

somado aproximar-s~-ia do formato abaixri: 

10.000 

10.000 

Neste capítulo daremos um tratamento rigoroso. 

a este fato que descrevemos heuristicamente. O capítulo es-

tá dividido em 3 seçoes: 

A seçao IV.2 contém uma prova do Teorema de 

Shapley-Folkman. Este teorema e o teorema ·IV.I, usado para 

prová-lo. serão' usados nas aplicações ã Teoria Econômica das 

-seçoes seguintes. 

Na .seção IV.3 apresentamos uma versao do mo-

delo de Arrow-Debreu discutido no Capítulo III sem as hip5-

teses de convexidade. Provamos que há um equilíbrio aproxi-

mado que se distancia do.equilíbrio compensado (veja capítu-

10 111) de uma magnitude que depende do u grau de nio conve-

xidade" dos conjuntos de produçio e consumo dos agentes eco-

nômicos e independe do tamanho. isto é. do número de agen-
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tes, "da economia. 

Na~eçio IV.4 anà1isamos uma economia de tro-

cas sem pr:eferências convexas considerand"o como medida de 

desequilíbrio o valor de mercado do excesso de demanda. Pro-

vamos que existe um equilíbrio aproximado cuja medida de de-

sequilíbrio depende apenas das dotações iniciais mas nao do 

"-grau de nao convexidade" das preferências. 

" 

IV.2 - D Teorema de Shapley-Fo1krnan 

Para provarmos o Teorema de Shapley - Fo1kman 

precisaremos de alguns lemas que apre?entamos a seguir. 

Definição: Diz-se que um sistema de equaçoes 

' .. : 

se a, ;> O para j= 1,2, •.• ,r. 
J 

Lema IV.I 

S ' I 2 r t Rn tais eJum x.x ,x •... ,x ve ores em que 
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existe uma solução nao negativa para a·s n equaçoes. 

+ a r onde r > n 

Então existe uma solução também nao negativa para estas n 

equaçoes com no miximo··n dos termos positivo. 

Prova: Por hip6tese existe uma solução Ci,iz, ... ,irl tal que 

i j .;> O para t·odo j. Se. o número de termos positivos 

entre estes for igual a~, o lema esti provado. Se 

.este .número for superior a n temos que provar que hi 

uma outra solução com n termos positivos. 

Prov~mos que caso hajam n+l coeficientes a j positivos 

p·ode-se encont rar '-:lma solução com apenas ~ termos po-

iitivos. Esta mesma argumentação poderia ser repeti-

da caso houvessem n+Z ,. n+3, n+4, "', r coeficien-

tes positivos, até se chegar a n+l. 

- - - -raçao podemos admitir a1 ,a2 , an,an+1 
... = 

-= ar = o. 

1 2 n n+l Como os vetores x ,x , •. :·,x ,x pertencem ao espaço 
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'""n .. 
R ~les ~ao linearmente dependentes, isto e: 

c' x' I ... com al-

gum cj ~ O.. Por renumeraçao podell1os supor ci ~ O e 

tomar cj = 

I xZ x + Cz 

- xl x = aI + 

c! 
] 

c' I 
+ ••• 

aZ x Z 

obtendo: 

n + . n+l + cn x cn + l x " = O 

n - n+l + ... + an x +" an+l x 

-
+ O x n+Z + + O r tome b= mine 

a. 
] 

•• e. x 
c· 

] 

todo c· 
J ~ o. 

·a 
Para "j = k ter-se-á b= ·k I ~ k <; n+l ck 

, 

-bel xl + c2 x Z + . . . + c~ xn + "Cn+l 
~n+l) = 

+ 

- n - n+l + an x" + an+l x + 

+ O xn+2 + logo, 

como 

O + 

) para 

temos: 

O 

( - b " ) n + 1 + O xn + 2 O r + an+i - cn+ l X' + ••• + x para 

j=k, temos (ãj - bc j ) = (ãk - bCk) = O, obtendo-se a 

- bCk+l·'· •• ' ãn+l -bcn+l , O. O,' ••• , O) que pos~ui n 

termos positivos e r-n termps nulos. 

Q.E".D. 
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Lema IV.2·- (Teorema de Caratheodory) 

r . 
x € co (A), i s t o é, x = L a. Xl, 

I . i=l 
r 

- O ~ 1 xi ~ A ai - , I.. ai =, ~. 
i=l 

Então x é combinação convexa de 

.. . no maXlmo i x , i= n· t ••• , r. .dos n+1 1,~, ... , 

Prova: Considere as n+1 equaço~s com r incógnitas dadas -
r 

xi por: x = L a· (n equações) 
i=l ~ 

r 
1 = L a· , (1 equação) . i=l I 

, Por hipótese estas n+1 equaçoes têm uma solução nao 

negativa pois a· ;> O. 
I 

Podemos usar o Lema'IV.1 bas-

n n+1 tando ampliar a dimensão do espaço R ,para R temos, 

1 2 r i 
Yl' xl xl xl xl aI xl 

1 2 r- i 
"12 x2 ~2 x2 x2 a2 x2 , , , 

i €If+l -
, , , , , , e Y = Y t Y = - - 1 2 i xr Yn' xn xn xl n an xn 

Yn+l xn+l 1 I --- I an+l I 

r i notação n+l - dadas Nesta as equaçoes sao por y = L ai y , 
i=l 

onde yl,y 2 r € Rn+l • , ••• t Y 

Pelo Lema IV há uma solução a = (ãl , i 2,···,in ,···,ir ) 
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.. 
n+1 dos com no maximo coeficientes a. positivos. Lo-

J 
r. i i - - onde 

.. 
go, y = ~ a· y ===>x = ~. a. x S e o 

1 1 
, 

i=l i€x 
con-

junto dos índices i = 1,2, ••• ,r, tal que ãi >0. 

Q.E.D. 

Teorema IV.1 

... , 

. r. 
c o (B J) e x = E i J 

j=l 

com a p·ropriedade i j €. Bj para todo j com excessao do no mâ-

ximo um n~mero n destes i j • 

r 
Prova: Por hipõtes~ x = ~ xj , onde x j € co(Bj). Pelo Lema IV.2 

j=l 

cada x· é uma combinação convexa de no máximo n + 1 ele-
. J 

mentos, de Bj , isto é: 

temos, 

r . n+l 1 1 n+l 2'~ 
x = '.~ xJ = ~ ~ I.. a. x. + ~ a. x 

j=l i=l 1. 1. i=l 1 i 

n+1 1 n+l 2 
~ a. - 1,. E a. = 1 

i=l 1. i=l 1 

+ ••• + 
n+l 

E a! x! 
i=l 1. 1 

n+l 
E a~ = 1 

i=l 1· 

(n equações) 

n+l 
~ ar. = 1" (r equações) 

i=l 
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Para aplicar o 
; 

Lema 1':".2 ampliemos o espaço R 

Rn+r . 

Yl l' xl 

x 
[x] (n,l) Y2 x2 = 

Y - - - [~J (r, 1) = 

Yn xn 
1 

Yn+r 1 
[ 1] 

Y~ -
1 

n+l 
Y = 1: 

i=l 

1 . 1 a. y. 
1 1 

vetor (n,l) 

veto.r (r, 1) 

n+l n+1 2 2 
+ 1: a 1· Y

1
" + 

f=l 
• •• + 1: 

i=l 
r r a. y. 
1 1 

n para 

Temos n+r equaçõ:es e (n+1)r incógnitas aI, j= 1, .•• ,r 

i= 1, ••• ,n+1. Pelo Lema 1V.2 hi uma soluçio nao-ne-

gativa com no miximo n+r termos positivos , ou seja, 

coeficientes dos 
pontos de B1 

••• t 
-r -r) 
~1 ' •.. , an+ 1 , ., 

coeficientes dos 
pontos de Br 

Na soluçio ã existem n+r coeficientes positivos e os 

(n+1)r - (n+r) = n(r-1) out~os ~oeficientes sao todos 
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1 r ... . \\ nulos. x € co(B ) + ••• + co(B ), logo, no m1nimo um 

. dos coeficientes de cada Bj é positivo (isto é mos-

n+l 
a~ trado por L = 1, para j= l,2 t ••• ,r). Se para 

i=l 1 

certo j houver a~ = 1 para algum i , então o ponto 1 

CO(Bj) associado a este a~ pertence ao conjunto Bj. 
1 

um 

do 

Se para um mesmo j houver mais de um i tal que a~ > O 
1 

então é possível que a combinação convexa dos corres-

. pondentes pontos nao pertença a Bj~ 

Defina para cada j= l,2, ... ro conjunto de coeficien-

a~ > O} Sabe-se que 9F sj ~ 1 
1 • 

e 

r 
sj 

r 
sj t =tF <; .r+r1. A igualdade L * = r+n ocorre 

j=l j=l 

se para todo sj , tivermc;>s 91= sj <; 2. Neste caso 

existem exatamente r-n conjuntos sl com 91= sj = 

= 1 e n conjuntos sj com 91= sj = 2. Para j 

tal que 91= sj = 1, temos a~ = 1 para algum i 
1 

e o ponto· do co(Bj) associado a este a~ 1 per-

tence a Bj. Para j tal que 91= sj = 2 existem ai e a~ 

pos'i ti vos e a combinaç~o convexa dos xl e x~ . asso-

ciados a estes coeficientes pode ou nao pertencer a 
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Se as n combinações convexas a~ x~ + a j x j 
1 1 k k tais 

que' =It= sj = 2 nao pertencerem aos. respectivos con-

juntos Bj teremos o caso de maior número de conjuntos 

~j tais que xj . ~ Bj, sendo este número ~gual a ~ 

Q.E.D. 

Corolário IV.l 

Seja F urna família de conjuntos compactos 

n n 
Si c: R , i= 1,2, ••• ,m, e . x € .coe L S.) • Então F pode ser 

i=l 1 

dividida duas sub-famílias ·F l F2 onde FI possui ~ 

em e no ma-

ximo n elementos, tal que: -
x € co( L S) + L S, ou 

S€Fl S€F2 

x = xl + x2' com xl € coe L S) , x2€ L S). 
S€F1 S€F2 

Definição: 

Um vetor y é. urna direção facial sobre x € C 

se x+ty € C para todo Itl suficientemente pequeno. 

- y -' -
- o - x-ty --
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Lema IV.3 

n Seja S c:R , x €' co{S). Então existe um sub-

conjunto finito T c S tal que x€ co{T) e - .. x - x e uma direção 

facial sobre x em c'o{S) para todo i € T. 

Prova: Pelo Lema IV.2 podemos afirmar que x ê uma combina-

ção convexa de no máximo n+l elementos de S. Tôman-

do-se T como o ~9nju~to formado por estes elementos, 

'conclui-se que existe T c:::. S finito. 

Para provar a segunda~arte do teorema, tomemos 

T = {xl ,x
2

, ••• ,x
k

}, onde k ~ n+l, e 
. k _ 

x = 1: Q. x. 
j=l J J 

Q. ;> O, 
J 

k 
1: 

j=l 
Q. = 1. 

J 
Suponha por absurdo que para al-

gum i j , x -xj não é direção facial sobre x em co{S). 

-Podemos supor' xj = xl sem perda de generalidade. Te-

remos x + t (xl - x) ~ co (T) para algum t, com I t I pe-

queno. x + t{xl - x) ~ ~o{T), logo (l-t)x + til ~ co(T). 

k 
isto implica (l-t) 1: Q. X

J
. + tX l ~ co(T). 

j=l J 
k 

.1: ajO X
J
. ~ co(T) , pa.ra a· = (l~t)QJ.' j= 2, ••• ,k e 

J=l . J 

temos 
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L. B. = 

j=l J 
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k 
(l-t)a1 + t + L 

j=2 
(l-t)a. = 

J 
(l-t) L 

j=l 
a. + 

] 

+ t = 1-t + t =~. 1, logo, x + t (xl - x) é uma. combina-

çao convexa de elementos. de T, contradizendo a hipõ-

tese de x + t (xl - x) f/. ~o(t). 

Q. E. D. 

Definição: 

o raio de um conjunto 'compacto S c:: Rn é de-

finido por: rad (S) = min n max 11 x-y 11· 
x€R "y€S 

'rad(s) é igual ao raio da menor bola fechada que contém S. 

rad(S) [-_. -

Lema IV.4 

Para toda família finita F de .conjuntos com-

pactos S e todo x € co( I S), existe y € I S tal que 
. S€F S€F 

nx-y~2.~ I (rad(s))2. 
S€F 

(*) 
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Prova: Por indução finita, se 9t= F = m = 1, 

x = l: a (y') y, para Te S finito e 
y€T 

a(y) ~ O, l: a(y)=l 
. y€T 

tome x* de modo a minimizar max "x-y~ de modo a ter­
: y€S 

mos rad{s) = max, II x* - y I· 
y€S 

e = x - x = x - l: a(y)y = l: a(y) (x-y) 
y€T y€T 

tomando-se o produto interno com o vetor x-x*. 

o = l: a(y) < x - x*, x-y >. 
y€T 

A igualdade acima i~pede que se tenha < x-x*. x-y > > O 

'para ·todo y € T, de modo que para algum y € T < x-x* , 

x-y'> '~O. Mas [rad(S)] 2 ~ II x* - xl·2 = II (x-x1l:) -

(X_y)~2 = flX-yl2 + Ilx~x*,,2 - 2 < x-x*,x-y ;;.IIX_y~2, 

pbrtanto a desigualdade .(*) vale para m=l. 

Admitindo que (~) vale para m, p~ovemos para m+l se 

m+l m. 
'x €. co (l: S .) = co (l: S .) + co (Sm+ 1) 

j=l J j~l J 

'I m 
hipót.ese dé indução, exis.te y € l: ·S. 

j~l J 

teremos 

pela 

tal que' 
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Então para todo .. ZO € co(Sm+l) temos: 

IX_yl-z°tz .;;llx-yl-X212 = IIxl-yll.;; SI [rad(SjJ]2 

Para todo z € co(Sm+l)' t z + (l-t) zo € co (Sm+l) , 

'. 

o .< t ~ 1, temos, 

II x_yl - zO~2 ~ II x-yl - [t z + (l-t) zo] 12 = II x_~l_ zo­

t(Z-Z~~2 = Jlx_yl - zOJ2 .- 2t < x_yl _yO, ~_zo > + 

+ t2~z_zoI2, logo, 

< x-yl_zO, z_zo> <: tll~_zoI2 .. Fazendo-se t-O, 

. 1 o o < x-y - z , z-z > <: o, para todo z € co(Sm+l). Pelo 

lema IV. 3, existe um subconjunto fini to Te S 1 tal m+ 
. . . 

que zO € co.(T) e como (*) vale para m=I temos, 

ra Itl suficientemente pequeno. Z -= zO (2 0) Para + t Y - z . , 

I o. o 2· o] < x-y. - z , [z + t (y - z ) 

< I 0·2 o >~ t. x-y - z , y - z ""'" O. 

Como t pode ser negativo ou positivo, temos 
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m+l 
paray=yl+y2€ L 

" . j=1 
S. , 

J 

= IIX-yl_ Z012 - 2 <x_yl_ z0, y2_·zo> + l/y2_ Z012 

. m m+l . 
< 1: [rad(SJo) 1 2 + [rad(S +1)] 2 = L [rad(So)1 2, 

j=1 m j=l J 

O que mostra a validade de (*). 

Q.E.D. 

Finalmente, apresentamos o 

Teorema IV.2 - (Shapley-Folkman) 

Seja F .uma família de conjuntos compactos 

n- . 
Sc::R tais que ra"d.(S) <; L para todo S € F. Então para toda 

sub-família finita F'c:F de m elementos Sl"",Sm e todo 

m m· 
pon~o x € co( L SJo) existe um y € .L_ SJo tal que I/·x-y//<; Lm. 

j=1 J-l 

Prova: 
m 

Pelo Lema IV. 4, para todo x € co( 1: S. ) existe 
j =1 J 

m· 
12C-y~2 

m . 2 
Y € L So tal que <; L [ rad(Sj) 1 • 

j =1 J j=l 

i x-y 11
2 

..; j~l [rad(Sj)l2 ..; ;~1 L2 
= mL

2
·..; nL 

2
• 

Se m >n. pelo corolário IV.I, X =x.1 + xZ; 

Se 

sendo 

um 

m <;n, 
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Xl € co (1: S) 
S€F' 1 

e x2 €- 1: S onde FI' e F2' s ao duas 
S€F' 2 

. 
sub-famílias disjuntas de F' sendo o número máximo de elementos 

de Fi igual a n. Temos x-x2 € coe 1: S) • 
S€F' 1 

CQmo Fi tem no máximo n elementos, .aplicando-se o Le-

ma IV. 5 podemos obter y 1 € E .. S- tal que 
S€F' 1 

. ·"(X-X2) - Yl"2 < 1: 
U U S€F' 

[ r ad (S)] 2 < 1: L2..;n L2 . 
. 1 S€F' 1 

tomando-se Y = Y 1 + x2 temos I x-.Y 12 
..; . nL 2 

, .. o que pro­

. va I~-y~.< L rn 
Q.E.D. 

IV.3 - O Modelo de Produção e Consumo semConvex1dade 

O modelo de Arrow-Debreudiscutido no Capí-

tulo 111 foi desenvolvido a partir de 6 axiomas sobre os con-

juntos de produção e consumo e sobre·as preferências dos in-

divíduos. Nesta seçao abandonaremos as. hipóteses de: 

19 ) (A.l) o conjunto de possibilidades de produção de 

. cada empresa ser convexo. 
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29 ) (A.6.d) as preferências serem convexas. 

Tomemos uma economia competitiva descrita pe-

los axiomas AI·- A6. sem as referidas hipóteses de convexi-

dade. A riova ordenação de preferências descreve conjuntos de 

pontos preferidos a um x~. isto ê t {xh:· xh ~ x~}. nao conve-

xos de acordo com a· figura abaixo: 

. Para podermos comparar o equ~líbrio alcançado 

por esta economia com ó equilíbrio (compensado) do modelo de 

Arrow-Debreu faremos a "convexificação" de· nossa economia 

nao· convexa. Para isto definamos a "ordenação convexifica-

da" por:: 

Definição: 
• c 2 o xh ~: xh significa que para todoxh tal que 
h 

x~ f: co ({ xh: xh ~. x~}) tem-se x~ f: . CO·C{ xh 
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xl ;ia. 2 x mas 
h 

-2 • c 1 x ;> x 
h --...- --'~ 

A economia convexificada será descrita por: . 

. 1- Os axiomas A.1 - A.3 sao satisfeitas com cO(Yf ) no lu-

gar de Y f' 

. c • 11- Os axiomas A.4 - A.6 sao satisfeitos com ~ no lugar de~. 

A &conomia convexificada satisfaz is condi-

çoes necessárias i exist~ncia de um equilí6rio compensado, 

isto é, existe um vetor de pr~ços P* > 8 . e uma 

1) x* <;; y* + x 

2) Yf maximiza 

3) x* h minimiza 

1:1 _ 
onde x = ~ xh ; 

h=l 

< P*'Yf > sujeito a Yf € co(Yf ); 

alocação 
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A economia convexificada, portanto, possui um 

equilíbrio compensado com as propriedades de factibilidade, 

otimização para cada agente econômico e satisfação às res-

tr.ições orçamentárias de cada indivíduo. A economia nao-

-convexificada terá um vetor de preços p* e'duas alocações 

(x*,y*) e (x+,y+) a primeira sendo factível e a segunda sen-

do um ótimo para cada agente e·satisfazendo às restrições 

orçamentárias individuais. Tal que em termos agregados as 

duas alocações estão próximas. Definamos, pois, este equi-

líbrio: 

Definição: 

Um equilÍ"brio compensado aproximaç1o de môdu-

1 A ~ t d P* > 9 e duas alocaç-oes (x*,y*) e o e um ve or e preços 

+ + (x ,y ) tais. que' 

) < .• " -(a x*. y + x.; 
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(d) x~ minimÍza 
• + 

< p*, xh > sujeito a xh ~ xh ' 
h 

(e) 
F 

< P *, xh+ > = M+ = < P * i > + . 1: d < * + > 
h 'h f = 1 hf p, Y f = 

F. 
. = M* = < P * i > + 1: . d . h < P *, Yf* > 

h 'h f=1. J 

(f) II (x * - Y *) - ex + - Y +) II ~ A; 

Antes de provarmos a existência do equilíbrio 

acima, vejamos' o conceito de raio interno de um conjunto, que 

vem a ser uma medida de não-convexidade. 

Definição: 

o r'aio interno de um conjunto S, r(s) é de-

finido por 

',res) = sup in.f .rad eT} 
x€co(S) x€co(t.) 

Para a compreensao deste conceito parta 

de x € co(S)· e obtenha um ~ubconjunto finito TeS tal que 

x € co(T). Para cada x faça T variar e tome o ínfimo de 

rad(T); a seguir defina como r(S) ao supremo sobre todos os 

x € coeS) de todos estes ínfimos. 
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S 
note que r(S) = O se, e 
somente se S é convexo. 

r(S) 

A seguir provaremos que o equilíbrio compen-. 

~ado aproximado existe e que. seumôdulo é A= L ~t onde L 

é o maior grau de não-convexid~de dos conjuntos de possibi-

lidade de produção e consumo (sujeito à restrição xh t x~ 
para todo h) e n é o número de bens. 

o resultadq 

I (x.* - y*) 

indica que no equilíbrio aproximado a discrepância entre o 

excesso de demanda agregada na economia convexificada (x*-y*) 

e excesso análogo na economia não-convexificada (x + - Y +) 
.. 
e 

limitada po~ um fàtor que independe do tamanho da economia 

(medida pelo número de agentes por exemplo). Isto equivale a 

dizer q~e a discrepância dividida pelo número de agentes 
. . . 

(discrepância per-capita) tende' a zero quando a economia 

. ! 
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cresce. 

Teorema IV.3 - Existência de Equilíbrio Compensado Aproximado 

. Sob as hipóteses I e 11 que ca~acterizam a 

economia convexi~icada, se existe L tal que r(Yf ) ~ L para 

• + 
todo f e r({xh: xh ~ xh }) ~ L para todo h, existe um equilí-

brio compensado aproximado de módulo LIil, onde n é o núme-

ro de bens. 

Prova: .Sejam P* e ex* ,y*) um equilíbrio para a economia con-

vexificada. O equilíbrio de cada empresa Yf € coCYf) 

é· uma combinação convexa de ~m subconjunto· finito 

Tfe::. Yf . Como .r(Y f ) ~ L, .conclui-se que rad(Tf) ~ L. 

Temos Yf = 

Multiplicando-se escalarmente por P* obtemos 

Pela 

maximização de lucro em coCYf ) conclui-se. que 
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< P*,Yf.> ~ < P*'Yf > para todo Yf € Tr Podemos 

supor sem perda,de genera~idade que a(Yf) > O para 

todo Yf € T
f

, pois caso algum a(Yf) =0 podemos reti-

rar este Yf de 'Tf - Com a(yfl > O para todo .Yf € T 

para todo Yf € Tf - Portanto: 

o mesmo argumento utilizado acima para a produção 

, . -c 
p~de ser repetido para o ,consumo pois {xh : xh ~ x~}= 

- o . 
= co({xh: ·x

h
;> xh) e port'anto existe um subconjunto 
h ~. 

finito e 

Todo xh € Sh minimiza < P*,xh > para xh ~ x~ ,e 

Estas expressões mostram que'podemos escolher Sh de 

forma a ter x~ € Sh e que todos os elementos de . Sh 

sao indiferentes temos: 

H F 
.x * - Y * = E xh - E 

h=l f=l 

H F 
€ E co(Sh) + E co(-Tf) 

h=l f=l 
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. H. F 
= co( 1: Sh + 1: (-T f ))" 

°h=1 f=1 . 

Comorad(Sh) < L e rad~-Tf) < L para todo h e f, po-

qemos aplicar o Teorema de Shapley-Folkman para ga-

rantir a existência de um ponto 

t t H F 
x -.y € 1: Sh + 1: (-T f ) 

h=l f=l . 

tal que 

Q.E.D. 

IV.4 - O Modelo de Economia de Trocas 

IV.4.1 - Introdução 

I. 
No modelo de economia de produção e consumo 

apresentado na seçao IV.3 utilizamos como medida de dese-

quilíbrio o g~au de nao convexidade dos conjuntos de produ~ 

çao e consumo dos agentes econôinicos. Nesta seção apresen-

tamos um modelo de economia de trocas. em que a medida de 

desequilíbrio utilizada ~ o valor de mercado do excesso de 
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demanda. 

Sej a o vetor x € Rk • o conjunto A c:: Rk usa-

remosa~ seguintes notações: . 

= max 
1~i~k 

Ilx\ls = 

k 
1: 

i=l 

P = conjunto de. preferenciais em R~" obedecendo às hipóteses 

contidas no axioma A.6 do capítulo IJI à excessao de 

A.6.d. (convexidade semi-estrita). 

IV.4.Z - O Mddelo 

Uma economia de t"rocasserá caracterizada por 

uma função 
- . k ~ 

E: A --. ~ x R+,onde A e um conjunto finito de 

a € A. ~a 
~ 

e a proj eção agentes econômicos. Para o agente 

. de E (a) sobre P - representando as preferências de a - "e 

e(a) é a projeç"ão deE(a) sobre R~ -. definindo as dotações 

iniciais de a. 
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Uma alocação ê uma função f:A -=--- R~ tal que 

E f(a) = 
atA 

E e (a) • 
atA 

P~ra uma economia E, M(E) = 

. " 

= ~ax {\\e(a l ) + 

Um vetor de preços P é R~ é tal que Ilplls = 1. Sendo S o con-

o o 
junto de todos os preços e S seu interior. se P € S, defini-

o 
mos C(p) ~ l/min {Pl'.'.,Pk}. Para P € S e a € A, defini-

mos o conj un to D (p ,a) denominad~ "demanda: d~ agente a 8.0 

preço P" 
. k 

por D(p,a) = {x € R+; < p,x > ~ <p,e(a) > e 

• 
< p, y >" ~ < p, e (a) > implica x ~a y}. A demanda "agregada 

per-capta é o conjuntç D(p) ~ E D(p,a)/IAI· 
aSA 

Apresentaremos um teorema que pro~a a exis-

t~ncia de u~ eq~ilrbrio aproximado. As tr~s afirmações nele 

cont"ida~ podem ser interpretada por: 

(1) O valor de mercado do excesso de demanda absoluto 

" . 

per-capita ê pequeno, isto é, o valor de meréado do ajuste de 

estoques necessário para equilibrar todos os mercados é pe-

queno. 

(2) Pode-se obter uma cota para a norma do excesso de 
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demanda. Como C(p) depende de P que é endógi~o, seu uso nao 

é adequado como medida de desequilíbrio. Tal.problema, con-

tudo, p04eria ser contornado tomando-se uma cota superior 

para C(p), ·por exemplo, a máxima taxa marginal de substitui-

çao e: dado P o vetor de .equilíbrio aproximado, p. /P. ~ B 
1 J 

logo C(p) ~ k B. A conclusão (2) também mostra que existe 

uma alocação que é proxima ao equilíbrio em termos agregados 

embora possa gerar ·grandes desvios em relação ao equilíbrio 

para alguns agentes tomados individualmente. 

(J) Existe uma alocação tal· que nenhum agente dispensa 

mais do que uma pequena fração de sua deman~a, isto é, nenhum 

indivíduo se sente muito insatisfeito em aéeitar a alocação 

ao invés de obter a cesta determinada pela sua demanda. 

Teorema IV.4 - Existência. de Equiiíbrio Aproximado 

Seja uma econom1a de trocas finita E:A-- PXR~, 

o 
com IAI = n e L 'e(a) ~ 9. Então existe P ~ S tal que 

atA 

L e(a)/n ~ co(D(p)). Para tal P existe uma alocação 
a~A 

h: A -> R~ tal que < p,h(a) > = < p,e(a)> para todo a e 

\. 
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uma cesta g(a) € D(p,a) tal que: 

(1) < p, I I: (g(a) - e(a)) I > <:; < p •.. I: Ig(a) - h(a) I > ~ 2M(E) 
. a~ a~ 

( 2) 11 I: ( g ( a) - e ( a) II M ~ I: " g ( a) 
aSA aSA 

h(a:~IIM ~ ·2C(p). M(E) 

Existe uma alocação f: A --+ R~ tal que < p.f(a) > = 

= < p,e(a) > para todo a e 

f(a)j > g(a)j [1 - (2.C(p).M(E)/a~A e(a)j)] para todo a € ~ 

1 <:j ~k. 

Prova: Por um argument~ de equilrbrio geral baseado em ponto 

fixo (veja Hi1denbrand - 1~74 - p. "149/150) pode-se 

o 
provar que existe um vetor P S S tal ~ue I: c(a)/n € 

aSA . 

€ co(D(p)). Pelo lema lV.3 existe h(a) € D(p,a)) tal 

que I: e(a)= L h(a) e h(a) € D(p,a) para no máximo k 
abA aSA 

agentes {al"'~ ,ak1. Escolha arbitrariamente g(ai) € 

€ D(p.a
i

). para todo 1 ~i ~k e faça g(a) = h(a) para 

todo a ~ {aI"" ,ak1. Desta forma g(a) € D(p,a) para 

. 
"todo a. Como por hi'pótese as preferências ~ a são mo-

nótonas e g(a) € D(p.a) para todo a. temos < p.g(a) >= 

. I 
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= ~ p,~(a) > para todo a € A. Mas h(a) € co(D(p,a)) 

implica < p,h(a) > = < p,e(a) > para todo a. Pode-

m05,pois, escrever 

< p, I t .(g(al-e(a))1 > = < p,l t (g(a)-h(a))1 > 
a€A . a€A 

< < p, t \g.(a} - h(a)l > 
à€A 

k 
= 2 E < p,e(ail > 

i=l 

k 
= 2 < p, E· e(ai) > 

i=l 

< 2.M(&), o que prova (1). 

·~~ra provarmos (2) notemos que 

~ E (g(a) - e(a))~M < 
. a€A 

«p, t \g(a) - h(a1\ > l/min{Pl···· ,Pk} 
à€A 
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< 2 M(E) C(P), o que prova (2) 

Para obtermos (3), tomemos o conjunto de índices de-

finido por J = {j: E e (a). < E g (a) . } 
atA ) a€A' ) 

e 

g(a)j ( E e (b) . / E g (b) .) , se j € J 
b€A ) b€A ) 

r(a)j = 

g (a) j , se j ~ J . 

Criaremos a alocação f: A --- R~ com o auxílio da 

expressa0 acima. Para tal notemos que: 

(i) real ~ S, pois a demanda g(a)j pelo j-ézimo bem 

nao pode ser negativa. . 

(ii) E real ~ E e(a), pois para j"bJ temos 
a€A aSA 

E : e(a). < E g(a)., o que implica r(a)J. < g(a)J .• 
a€A J a€A J . 

r.(a)). = g(a}.(E e(b)./ E g(b)).) 
J . b€A J b€A 

E r(a). = E g(a)J. (1: e(b)j/ 1: g(b)jl = 
aSA .) a€A. o€A b€A 

= E e(a).; para 
atA J 

j ~ J, temos E e(a)J. ~ E g(a)j 
aSA atA 
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r(a). = g(a.) 
. J J 

t r(a)J' = t g(a)J' < t e(a). 
aSA aSA· aEA J 

(iii) < p,r(a) >. < < p,g(a) > = <'p~eéa) >, pois 

A G1tima igualdade decorre de g(a). € D(p,a). 

·k Definamos, portanto, f: A - R+ por f(a) = real + 

+ t (e(b) - r(b)) 
; <.p, e (a) -. r ( a) > 

. b€A < p, t (e(b) - r(b)) > 
.b€A 

Por (i), (ii) e.(iii) conclufm6s fCa) > 9. Notemos 
'. 

que t f(a) = t real + t (e(a) - real) = t e(a), 
aSA aSA aSA aSA 

o que prova que· f é uma aloca~ão, temos ainda <p, f(a» = 

= < p,r(a) .>.+ < p,e(a) - real > = < p,e(a) > 

para j ~ J, 

Para j € J, 

t e(b). 
b€A J 

t g(b). 
b€A J 

1 -
bSA J J 

[ 

. t (g (b). - e (b .)) ] 

------~~----------------_. __ ._---~-
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Como para j € J tem-se E (g(b)j - e(b)j) >0 .e 
b€A 

todo 
k 

I/xl/M Ixil= para x € R+, = max max x· ~ x. , 
l~i~k l~i~ 1. l~~~k 

E (g(b). -.e(b).) ~ "E (g(b) - e(b))IIM ~ 2 C(P) M(E) 
b€A J J b€A 

de acordo com (2). 

2 C(P) M(e:) 

E g (b) .' 
b€A J 

[
::1'-2C(P)M(E)/E eCb).] 

. b€A J. 

que completa a prova de (3). 

Q.E.D. 

Nota; A seçao IV.3 baseia-se em Starr (1969) e Arrow-Hahn 
. (1971). A seção Iv.4 baseia-se em Anderson(1982). 
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