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RESUMO

Neste trabalho é feita a implementação do modelo Epstein-Wilmott que é considerado
um modelo de taxa de juros incerta. Diferentemente dos modelos de juros da literatura
até então estudados, este modelo possui uma abordagem não probabilística. O modelo
será então aplicado utilizando dados do mercado brasileiro, onde o CDI foi utilizado como
short rate a ser modelada. O conceito do modelo é fazer a precificação de um portfólio
considerando a pior trajetória possível da short rate e garantindo um resultado sem prejuízo
caso ela ocorra. A validação do modelo foi feita, assim como a exemplificação da precificação
de um ZCB e de um produto indexado ao CDI. Além da implementação e validação do
modelo, dois backtests foram feitos, onde no primeiro o modelo é utilizado para testar
arbitragem com contratos futuros de DI. No segundo backtest há a precificação de produtos
com diferentes indexações do CDI, para que então o portfólio final com hedge estático seja
simulado. De forma geral o modelo parece consistente e de fácil parametrização, porém
houve resultados negativos nos backtests, causados pela violação de um dos parâmetros
que restringem a evolução do CDI.

Palavras-chave: Epstein-Wilmott. Taxa de Juros incerta. Derivativos de Juros. Arbitra-
gem. Hedge estático.



ABSTRACT
This dissertation focuses on the Epstein-Wilmott model, which is considered an uncertain
interest rate model. Differently from the others interest rate models studied in the literature
so far, this one has a non-probabilistic approach. The model is applied here by using
Brazilian market data, where the CDI is used as the short rate. The concept of the
model is to price a portfolio considering the worst possible path of the short rate and
guaranteeing a result with no losses if it occurs. The model’s validation was confirmed, as
the exemplification of the pricing of a ZCB and also of a CDI indexed derivative. Besides
the implementation and validation of the model two backtests were done, where in the first
one the model is used to test arbitrage with futures DI contracts. In the second backtest,
different indexes of the CDI are priced and its final hedged portfolio is simulated. In
general, the model seems consistent and easy to parameterize, but there were also negative
results in the backtests due to the violation of one of the parameters that restrict the CDI
evolution.

Keywords: Epstein-Wilmott. Uncertain Interest Rate. Interest Rate Derivatives. Arbi-
trage. Static Hedge.
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1 INTRODUÇÃO

No final da década de 90, Epstein e Wilmott (1998) propuseram um modelo de
taxa de juros incerta e não-probabilístico, diferindo dos modelos estocásticos de juros até
então estudados na literatura. Tal modelo possui um conceito muito simples e de fácil
parametrização, pois quando se trata de modelos estocásticos a estimação de parâmetros
pode ser um problema. Outra grande vantagem deste modelo é a capacidade de garantir um
resultado final maior ou igual à zero na precificação de um portfólio, sendo necessário apenas
fazer um hedge estático inicial, diferindo de outros modelos que implicam a necessidade de
um hedge dinâmico.

O conceito do modelo consiste em avaliar um portfólio considerando o que poderia
acontecer no pior cenário possível para a evolução da short rate. Com isso, caso ocorra
qualquer outra trajetória dentro do conjunto de possíveis trajetórias limitadas pelos quatro
parâmetros do modelo, haveria um resultado positivo no final da operação, garantindo a
não necessidade do hedge dinâmico. Apesar de o modelo possuir quatro parâmetros, os
mesmos são intuitivos e fáceis de estimar, sendo na verdade limitantes mínimos e máximos
para a evolução da taxa de juros em um horizonte de tempo. O problema não probabilístico
em questão cairá em uma equação diferencial parcial não linear e de primeira ordem, que
nem sempre possui solução analítica e requer solução por algum método numérico.

O objetivo inicial deste trabalho é implementar o modelo Epstein-Wilmott utilizando
um método numérico, e depois fazer a validação dos resultados com intuito de comprovar
a funcionalidade do modelo e que, para a precificação de um produto, apenas o hedge
estático se faz necessário. Para analisar se os preços gerados pelo modelo fazem sentido,
estes serão comparados com preços considerados como de mercado, utilizando a curva de
contratos futuros de DI como base de preços de mercado e também para se fazer o hedge
estático.

Da mesma forma que o modelo pode ser utilizado para a precificação de um
portfólio, também pode ser usado para testar uma possível arbitragem. O primeiro backtest
do trabalho será testar se haveria arbitragem entre as possíveis trajetórias do CDI e
um determinado portfólio composto por diferentes vencimentos de futuros de DI. Neste
backtest será encontrado um portfólio ótimo, cujas posições compradas ou vendidas em
contratos futuros de DI foram otimizadas com intuito de maximizar a diferença entre a
precificação do mercado e a do modelo.

No segundo backtest o modelo será usado para precificar um produto que paga
diferentes percentuais do CDI. Com isso, os preços gerados pelo modelo serão comparados
a um preço calculado de acordo com uma metodologia usual utilizada no mercado, a fim
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de verificar se os preços fariam sentido. Além disso, o portfólio final obtido para se fazer
o hedge estático deste produto será validado, por meio de um backtest e avaliando-se a
capacidade do hedge estático.

O presente trabalho está dividido em seis capítulos. No segundo capítulo serão
apresentados brevemente os modelos de juros mais notáveis da literatura e suas principais
características, porém vale comentar que nenhum deles se assemelha ao modelo Epstein-
Wilmott. O terceiro capítulo irá abordar toda a fundamentação teórica e matemática
envolvida neste trabalho, apresentando-se primeiro os produtos financeiros usados, assim
como suas metodologias de cálculo. Em seguida, o modelo Epstein-Wilmott será formalizado
no contínuo e então será mostrada toda a metodologia de discretização, solução númerica,
hedge estático, aproximações feitas e o mecanismo utilizado para validação do modelo. No
quarto capítulo o modelo será aplicado em casos simples para exemplificação, validação e
melhor entendimento sobre seu funcionamento, já que possui um conceito bem diferente
dos modelos usuais. Além disso, será apresentada a estratégia de escolha dos parâmetros e
explicando-se as condições e premissas em que se basearam os backtests deste trabalho. Os
resultados de cada backtest serão mostrados e analisados no quinto capítulo. O capítulo
final traz as conclusões obtidas.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Partindo do conceito do apreçamento de opções de ativos de renda variável, Black
(1976) sugere modelar o preço de um bond ao invés da short rate, de forma que esses
preços seguem uma distribuição de probabilidade lognormal. Embora tenha sido utilizado
pelo mercado para apreçar opções sobre juros, o modelo ainda tem diversas limitações.
Diferente dos modelos posteriores, Black (1976) considera o PU de um bond como ativo
subjacente de uma opção, possuindo volatilidade e taxa de juros constantes. Por modelar
apenas o preço de um bond, não é possível utilizá-lo para modelar a estrutura à termo de
juros. Outro grande problema é que a volatilidade de um bond tende a diminuir conforme
seu vencimento se aproxima, uma característica que o modelo não captura.

Um ano depois, Vasicek (1977) desenvolveu um modelo que considera uma evolução
estocástica para a short rate, com uma dinâmica de reversão à média e possuindo um
equilíbrio de longo prazo. A taxa de juros no longo prazo e a velocidade de reversão à média
são parâmetros determinísticos e que podem ser estimados utilizando dados históricos.
Neste modelo a estrutura à termo de taxas de juros é um output do modelo, sendo uma
consequência das possíveis trajetórias da short rate.

De maneira parecida, Cox, Jr e Ross (1985) propuseram um modelo com reversão à
média no qual a volatilidade da short rate é uma função do próprio nível da taxa. Isso evita
que no longo prazo a taxa de juros assuma valores negativos, o que na época não fazia
parte do contexto econômico global. Os modelos de Vasicek e CIR podem ser considerados
da familia dos modelos de equilíbrio, onde a estrutura à termo da taxa de juros é uma
consequência das possíveis trajetórias da short rate. Apesar dos parâmetros de reversão à
média serem uma tentativa de reproduzir as expectativas futuras, os modelos de equilíbrio
não garantem que as curvas à termo produzidas sejam consistentes com as de mercado.

Ho e Lee (1986) substituiram o drif da short rate que até então era determinístico
por uma função θ(t), possibilitando então fazer a calibração do modelo com a curva de
juros atual de mercado. Essa técnica de calibração é chamada de yield curve fitting, e
garante que os resultados do modelo sejam condizentes com os preços observados no
mercado. Surge então a família dos modelos de não arbitragem, que possuem a curva de
juros spot como um input do modelo, diferente dos modelos de equilíbrio no qual a curva
de juros spot é um output. Apesar de fazer o fitting com a curva de juros, este modelo não
incorpora reversão à média e também pode gerar taxas de juros negativas.

Podendo ser considerado um Ho-lee com reversão à média ou um Vasicek extendido,
o modelo de não arbitragem proposto por Hull e White (1990), permite não apenas
fazer a calibração com a curva spot atual mas também com a estrutura de volatilidade,



Capítulo 2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 13

criando uma relação linear do drift e volatilidade com relação à short rate. Apesar dessas
contribuições, por seguir um processo estocástico normalmente distribuído, mesmo que
seja difícil de ocorrer, ainda sim pode haver taxas negativas, o que nos modelos posteriores
isto será ajustado.

O modelo BDT de Black, Derman e Toy (1990) foi o primeiro que propõe um
processo estocástico lognormal que possui reversão à média. Neste modelo, tanto a dinâmica
de reversão à média quanto a volatilidade da taxa de juros são funções do tempo. Um ano
depois, Black e Karasinski (1991) propõe uma extensão do modelo BDT, flexibilizando o
parâmetro de reversão à média de forma que não seja mais dependente da volatilidade e
sim podendo variar com o tempo. Esses modelos lognormais não possuem solução analítica,
de forma que normalmente são implementados usando sistemas de árvores binomiais ou
trinomiais.

Além da divisão entre modelos de equilíbrio ou de arbitragem, os modelos também
podem ser classificados através da quantidade de fatores de aleatoriedade, podendo ser
apenas de um fator ou multifator. Alguns dos modelos comentados primeiramente foram
apresentados como sendo apenas de um fator, porém os modelos CIR, Hull-White e Vasicek
também possuem versões multifatores.

Possivelmente um dos modelos mais sofisticados e podendo também ser uma
generalização de outros modelos de juros, o modelo HJM proposto por Heath, Jarrow e
Morton (1990) possui uma diferente abordagem, onde a modelagem é sobre a dinâmica
das taxas forward instantâneas, e não sobre a curva spot como nos outros casos. Tal
modelo pode ser multifatorial, e tanto o drift quanto os termos estocásticos são funções de
cada uma das taxas forward, podendo ser possível capturar suas relações e estrutura de
volatilidade.

De forma geral, todos os modelos até então comentados tratam o problema de
precificação de ativos e derivativos de renda fixa através de processos estocásticos, sejam
eles unifatorias ou multifatoriais. Epstein e Wilmott (1998) rompem este racional e propõe
uma evolução não probabilística da short rate. Nesta abordagem, se os quatro parâmetros
são bem calibrados, as possíveis diversas trajetórias que poderiam acontecer na verdade
não importam, uma vez que a precificação é feita baseada na pior trajetória que poderia
acontecer para um determinado portfólio. Este modelo não é muito conhecido, havendo
pouquíssimos artigos sobre ele.
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

3.1 Contextualização do mercado
No mercado brasileiro a SELIC é a taxa de juros base da economia, sendo a

principal ferramenta de política monetária do Banco Central do Brasil (BCB). Ela é a
taxa de juros overnight média das operações liquidadas no Sistema Especial de Liquidação
e de Custódia (SELIC), que é gerido pelo BCB. O BCB também opera no mercado de
títulos públicos a fim de fazer com que a taxa SELIC seja igual à SELIC meta, que é
definida nas reuniões do Comitê de Política Monetária (COPOM) do BCB a cada 45 dias.
Em paralelo existe o Certificado de Depósito Interbancário (CDI), que é a taxa média
de juros praticada pelos empréstimos entre instituições financeiras. O CDI acompanha a
SELIC, normalmente havendo poucos pontos de diferença, já que o risco de crédito entre
instituições privadas e o governo não é o mesmo. Apesar da SELIC ser a taxa base da
economia, o CDI é usualmente utilizado como benchmark no mercado brasileiro de renda
fixa, e neste trabalho será utilizado como short rate a se modelar.

Por ser um país emergente, o Brasil ja teve altas taxas de juros e com uma
volatilidade considerável. A Figura 1 mostra o histórico diário do CDI anualizado a partir
do ano 2000.

Figura 1 – CDI realizado entre 02.01.2000 e 01.10.2021

Pelo gráfico é possível perceber que há grandes variações, principalmente pautadas
em ciclos econômicos com diferentes regimes.

Entre Maio/2003 e Maio/2004 por exemplo, o CDI foi de 26,29% a.a. para 15,70%
a.a., tendo uma variação em nível de -10,59 pontos percentuais. Outro ciclo de cortes
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agressivos foi entre Outubro/2016 e Outubro/2017, onde o CDI que estava em 14,13% a.a.
foi para 7,39% a.a., caindo -6,74 pontos percentuais sobre o nível. Apesar desta não ser uma
análise comum, para melhor compreensão e parametrização do modelo Epstein-Wilmott,
olhar as variações anuais em nível é importante e será mostrado mais à frente. A grande
volatilidade gera a necessidade de se proteger das variações de mercado, pois diversos
agentes econômicos possuem ativos e passivos remunerados ou que tem sua marcação a
mercado influenciada pelo CDI. Esta volatilidade faz com que o mercado de derivativos de
renda fixa no Brasil possua tamanho considerável.

3.1.1 DI Futuro

O DI Futuro é o principal derivativo cujo ativo subjacente é o CDI, sendo um con-
trato futuro padronizado e negociado na B3, majoritariamente por instituições financeiras,
investidores institucionais e não residentes. Sua cotação na B3 é dada pela taxa de juros
efetiva anualizada, entre seu período de contratação e liquidação. Sua negociação é feita
com um calendário base anual de 252 dias úteis e com valor de face de BRL 100.000,00.
O vencimento é sempre no primeiro dia útil de cada mês, porém não há liquidez para
todos os meses. Para os próximos doze meses há possibilidade de negociação de todos os
vencimentos, entretanto os de maior liquidez costumam ser os primeiros meses de cada
trimestre.

O comprador do PU ou vendedor da taxa deste contrato, está fixando sua remune-
racão anualizada até o vencimento, pois acredita que o CDI médio realizado do período
será menor do que a taxa pré contratada. E de maneira inversa, quem vende o PU ou
compra a taxa, acredita que a média realizada do CDI no período será maior do que a
taxa pré negociada. Seja T o número de dias úteis entre a data contratação do derivativo
e seu vencimento, de forma que t0 = 0 ≤ t ≤ T , sendo a data de contratação t0 = 0. E
seja DI(t) a taxa de juros negociada em um determinado dia para este DI Futuro, temos
então o payoff do contrato dado por:

Payoff (DI(t), T ) =
100, 000− 100, 000

(1 +DI(t))
(T −t)

252

T∏
t=1

(1 + CDIt−1) 1
252

 (3.1)

Por ser negociado em bolsa, o DI Futuro possui algumas características padronizadas,
como por exemplo seu lote padrão que possui 5 contratos valendo BRL 100.000,00 cada
no vencimento. Outras características que tem como objetivo mitigar o risco de crédito,
uma vez que é possível se alavancar neste produto, é o fato de que é necessário depositar
garantias para negocia-lo, além de que há chamadas de margem diárias, ou seja, o payoff
é pago diariamente até seu vencimento completo.
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As chamadas de margem diárias são calculadas a partir dos preços de ajuste
divulgados diariamente no site da B3. Os preços de ajuste são informados em PU e
calculados através da média das taxas DI(t) do dia negociadas para um determinado
vencimento. O PU pode ser calculado da seguinte forma:

PU(DI(t), T ) = 100.000
(1 +DI(t))

(T −t)
252

(3.2)

Existem dois diferentes cálculos para a chamada de margem diária. O primeiro é
no dia da negociação do contrato, t0 = 0, onde a chamada de margem é feita a partir da
diferença entre a taxa negociada e o preço de ajuste do dia. Com isso, seja PA(t) os preços
de ajuste para um determinado contrato, teremos então o ajuste calculado neste dia:

Ajuste(t0) =
PA(t0)− 100, 000

(1 +DI(t0))
(T −0)

252

 (3.3)

Onde se o ajuste for positivo, a parte vendedora da taxa (ou compradora do PU)
receberá o ajuste da outra ponta. Caso seja negativo, o ajuste será pago da posição vendida
na taxa para a posição comprada na mesma.

Já os ajustes das chamadas de margem dos dias após a negociação do contrato,
serão calculados conforme equação 3.4, sendo BRL 100.000,00 o preço de ajuste em T .

Ajuste(t > t0) =
[
PAt − (PAt−1 (1 + CDIt−1) 1

252 )
]

(3.4)

Neste trabalho, os preços de ajuste dos contratos futuros de DI serão utilizados
como PUs para negociação em t0 = 0, tanto para compra quanto venda dos mesmos. Além
de que também serão utilizados como hedging bonds para fazer a precificação de um ZCB.

3.1.2 Indexação ao CDI

Por caminhar bem próximo à SELIC, o CDI é considerado equivalente à taxa risk
free ou de remuneração mínima esperada. Devido a esta característica ela é usada como
benchmark no mercado de renda fixa, sendo muito comum analisar a rentabilidade de um
produto em termos de percentual do CDI, além também de existir produtos e derivativos
que pagam um certo percentual do CDI.

Neste trabalho o modelo Epstein-Wilmott também será usado para precificar um
derivativo indexado ao CDI. Vamos considerar um derivativo que possua um principal P
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a ser remunerado por um percentual α do CDI, entre [t0, T ], vencendo em T dias úteis.
Teremos o payoff deste produto em T dado por:

Payoff (P, α, CDI(t)) = P

[
T∏
t=1

(
1 +

(
(1 + CDIt−1)

1
252 − 1

)
α
)]

(3.5)

Uma prática de mercado comum para a precificação deste derivativo é extrair a
curva forward através da curva spot formada pelos contratos futuros de DI. Com isso,
o principal em T será calculado usando a expectativa da taxa forward instantânea de
mercado, e multiplicando diariamente por um fator α. Este principal atualizado será então
trazido a valor presente até t0 = 0, utilizando o fator spot da curva DI, e fazendo alguma
interpolação se necessário.

Desta maneira, seja y(t) a curva de taxas forward instantânea e interpolada para
cada dia no intervalo [t0, T ], tendo sido extraída da curva spot formada pelos contratos
futuros de DI. E seja x(t=T ) a taxa spot no vencimento T deste derivativo, teremos então
na equação 3.6 o preço deste derivativo conforme prática de mercado.

V (t0, P, α) = P

 T∏
t=1

[
1 +

((
1 + y(t−1)

) 1
252 − 1

)
α
] 1(

1 + x(t=T )
) (T −t)

252

 (3.6)

A precificação de um produto com indexação diferente de 100% do CDI gera riscos
de primeira e segunda derivada. A precificação conforme equação 3.6 consegue capturar
de certa forma o risco de primeira ordem, porém utilizando uma expectativa do mercado
para o CDI e que não necessariamente pode acontecer. Já o risco de segunda ordem
causado pela convexidade não é capturado. Robinson (2021) argumenta em seu trabalho e
explica a respeito deste risco e sobre o prêmio de convexidade. Por fugir do escopo deste
trabalho, o prêmio sobre o risco de convexidade não será mostrado em mais detalhes.
Este trabalho não tem como intuito lidar ou resolver este problema, mas sim aplicar o
modelo Epstein-Wilmott para a precificação deste derivativo, comparando com os preços
praticados pelo mercado

3.2 Formalização do Modelo
Seja r a taxa de juros à vista contínua, a qual evolui por uma dinâmica não

probabilística em um dado intervalo de tempo [0, T ], consideraremos parâmetros constantes
que limitam tanto o nível mínimo e máximo que r pode assumir, quanto sua evolução no
tempo dr

dt
, conforme abaixo:
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r− ≤ r ≤ r+

e

f−(r) ≤ dr

dt
≤ f+(r)

De tal maneira que sua evolução no tempo seguirá a equação:

dr = f dt (3.7)

Onde:

f (r, Vr) =

 f+(r) se Vr < 0
f−(r) se Vr > 0

Seja V (r, t) o valor de um portfólio qualquer que dependa de r(t). Através da
expansão de Taylor podemos aproximar a função V (r + dr, t+ dt) conforme abaixo:

V (r + dr, t+ dt) ≈ V (r, t) + Vr dr + Vt dt+O(dr2) +O(dt2)

Desconsiderando o erro de segunda ordem e substituindo dr conforme equação 3.7,
teremos então:

V (r + dr, t+ dt) ≈ V (r, t) + Vr f dt+ Vt dt

Com isso, calculamos sua diferencial total:

dV = V (r + dr, t+ dt)− V (r, t) =
V (r, t) + Vr f dt+ Vt dt− V (r, t) =

Vr f dt+ Vt dt

De acordo com Epstein e Wilmott (1998), no pior cenário de um portóflio V (r, t),
a evolução de r será a que produz a mínima variação possível em dV , e isso deve ser igual
ao incremento do risk-free. Deste modo teremos:

min (dV ) = dVworst−case = rV dt

Para se considerar a pior variação de r para um portóflio V (r, t), no intervalo
f−(r) ≤ dr

dt
≤ f+(r), teremos então:
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minf (dV ) = minf (Vr f dt+ Vt dt) = rV dt

E então, considerando que f−(r) ≤ f ≤ f+(r), o valor mínimo produzido por dV ,
será uma função de f(r, Vr), de tal maneira que teremos a EDP final:

Vr f(r, Vr) + Vt − rV = 0 (3.8)

Sendo:

f (r, Vr) =

 f+(r) se Vr < 0
f−(r) se Vr > 0

3.3 Discretização e solução numérica
O problema em questão para a precificação de um portfólio cai em uma equação

diferencial parcial de primeira ordem, não linear e hiperbólica, havendo solução analítica
apenas para alguns casos. Existem algumas opções para resolver o problema de forma
numérica, como por exemplo árvores trinomiais, métodos de diferenças finitas ou elementos
finitos. Por motivos de tempo e facilidade de implementação, utilizaremos o método de
diferenças finitas explícito.

O método de diferenças finitas explícito consiste em criar um grid do domínio
da função e fazer aproximações de forma explícita em cada time step considerando as
derivadas parciais da função V (r, t). Dessa maneira, V (r, t) será aproximado por U j

k em
um determinado grid point:

V (r, t) = V (r− + k∆r, j∆t) ≈ U j
k
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Sendo:

r+ = r− + K∆r

e:

T = J∆t

Onde:

0 ≤ k ≤ K e 0 ≤ j ≤ J

Na implementação deste trabalho, a discretização do grid para o domínio da
função foi feita de tal maneira que J seja igual ao número de dias úteis entre a data base
considerada como t0 e o maior vencimento de um determinado produto a ser considerado
no portfólio.

Para satisfazer a condição de Courant–Friedrichs–Lewy, uma condição de conver-
gência para métodos de diferenças finitas, temos a restrição de que |f |∆t ≤ ∆r, e com
isso ∆t será calculado conforme abaixo:

∆t = T

θ

Sendo:

θ =
⌈
T

η

⌉

Onde:

η = T

⌈
T

max(|f−|; |f+|)
∆r

⌉−1

Respeitando essas condições, o ∆r será tal qual faça com que ∆t = 1
252 , uma vez

que consideraremos que 1 ano possui 252 dias úteis. Com isso, seja T o maior prazo de
vencimento de um produto, e também r− e r+ os valores extremos que a short rate pode
assumir no intervalo [0, T ], teremos então a discretização da imagem da função conforme
figura 2.
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Figura 2 – Exemplificação do grid de diferenças finitas para discretização do domínio da
função

Com o domínio da função aproximado pelo grid de diferenças finitas e conhecendo
o valor de face de cada um dos produtos em seus respectivos vencimentos, faremos
aproximações explícitas em direção à t0 utilizando a discretização da equação 3.8.

Primeiramente, fazendo a aproximação e discretização das derivadas parciais, temos
que Vt será aproximado através da backward difference:

Vt(r, t) ≈
U j
k − U

j−1
k

∆t

Para aproximação de Vr será utilizado duas diferentes discretizações, onde no Vr
aplicado diretamente da EDP será utilizando o método upwind scheme:

Vr(r, t) ≈


U j
k+1 − U

j
k

∆r se f(r, Vr) > 0
U j
k − U

j
k−1

∆r se f(r, Vr) < 0

Porém a discretização de Vr dentro de f(r, Vr) será aproximado através da diferença
central:

Vr(r, t) ≈
U j
k+1 − U

j
k−1

2∆r

Além disso, é necessário levar em consideração dois casos especiais para Vr, onde
no primeiro caso, se (U j

k < U j
k+1) ∧ (U j

k < U j
k−1) ∧ (U j

k+1 6= U j
k−1), saberemos então que U j

k

será mínimo local, e por isso o pior cenário seria uma variação nula de r. Para esse caso
será considerado f = 0.
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O segundo caso acontece quando (U j
k > U j

k+1)∧ (U j
k > U j

k−1)∧ (U j
k+1 = U j

k−1), onde
saberemos que U j

k é um máximo local. Neste caso, f dependerá da assimetria entre f− e
f+, pois isso implica em escolher um f com maior magnetude absoluta para dr

dt
. Então

para este caso teremos:

f =

 f+ se f+ + f− ≥ 0
f− se f+ + f− < 0

Substituindo então as derivadas parciais na EDP 3.8, teremos então a equação de
diferenças finitas de U j

k :

U j
k − U

j−1
k

∆t + f
1

∆r

 U j
k+1 − U

j
k se f > 0

U j
k − U

j
k−1 se f < 0

− (r− + k∆r)U j
k = 0 (3.9)

Ajustando então a equação e isolando U j−1
k teremos:

U j−1
k = (1− (r− + k∆r)∆t)U j

k + f
∆t
∆r

 U j
k+1 − U

j
k se f > 0

U j
k − U

j
k−1 se f < 0

(3.10)

Onde:

f = f

(
r− + k∆r, U

j
k+1 − U

j
k−1

2∆r

)
=

=



0 se (U j
k < U j

k+1) ∧ (U j
k < U j

k−1) ∧ (U j
k+1 6= U j

k−1)
f+ se (U j

k > U j
k+1) ∧ (U j

k > U j
k−1) ∧ (U j

k+1 = U j
k−1) ∧ (f+ + f− ≥ 0)

f− se (U j
k > U j

k+1) ∧ (U j
k > U j

k−1) ∧ (U j
k+1 = U j

k−1) ∧ (f+ + f− < 0)
f+ se U j

k+1 < U j
k−1

f− se U j
k+1 > U j

k−1

(3.11)

O método de diferenças finitas consiste em utilizar o valor do ativo ou instrumento
financeiro em seu vencimento pois é conhecido, e então através das derivadas parciais, o
mesmo será trazido a valor presente em direção à t0 de acordo com a equação 3.10. Porém
como podemos ver na equação de diferenças finitas, para se calcular U j−1

k , precisamos dos
valores de U j

k+1, U
j
k e U j

k−1 conforme figura 3.
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Figura 3 – Aproximação de U j−1
k

Para os casos k = 0 ou k = K teremos apenas dois pontos disponíveis à frente,
não sendo possível seguir a equação 3.10, e por isso será considerado como condição de
contorno o seguinte f :

f =

 f+ se U j
k=0

f− se U j
k=K

(3.12)

3.4 Aproximação no grid para um produto indexado ao CDI
Um produto indexado a um percentual α do CDI sobre um principal P , possui em

seu vencimento um valor que dependerá da trajetória realizada pelo CDI entre t0 e seu
vencimento conforme mostrado na equação 3.5. O problema em questão é que a solução
numérica utilizada para resolver a EDP é calculada em sentido backward de T até t0, sendo
necessário conhecer o payoff em seu vencimento. Para resolver o problema de precificação
deste produto, o mesmo será aproximado por um produto que paga P em seu vencimento
mais um juros sobre P em cada time step durante o período de vida do produto. Com
isso, a aproximação do payoff deste produto em cada time step j do grid de diferenças
finitas será feito de acordo com a equação abaixo:

Payoff (P, rk) = P 1{j=T} + P rk α ∆t 1{j≤T} (3.13)

Tal aproximação gera dois diferentes problemas. O primeiro é o fato de que o valor
do juros calculado em cada passo será sempre sobre P , não considerando o juros sobre
juros que seria acumulado no período. Isso por final subestima o valor real que o produto
pagará em seu vencimento, além de que quanto maior o prazo pior será a aproximação,
pois haverá uma diferença maior causada pelo juros sobre juros no período. O segundo



Capítulo 3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 24

problema é o viés entre posições que esta aproximação gera, pois subestimar uma posição
comprada neste produto é um viés positivo, uma vez que o valor de fato a ser recebido
pelo produto será maior do que o esperado pelo modelo. Porém no caso onde a posição no
produto é vendida, o víes é negativo, pois a dívida a ser paga no vencimento será maior do
que o estimado pelo modelo. Na seção 4.3 a precificação deste produto será exemplificada,
onde também será mostrado o resultado prático do viés causado por esta aproximação.

3.5 Hedge Estático
O conceito do hedge estático na verdade é uma consequência da não linearidade do

problema, já que a precificação de produtos separados não necessariamente é igual à sua
precificação em conjunto. Seja A um portfólio qualquer composto por m produtos no qual
gostaríamos de precificar, encontrando preços Bid/Ask para o mesmo e calculados através
da resolução da EDP. Aproveitando-se da não linearidade do problema e com intuito de se
fazer o hedge estático deste portfólio A, um portfólio λi Hi será encontrado, onde Hi são
os PUs dos n ZCB negociados no mercado e que possuem seus preços conhecidos. E λi são
as posições compradas (+) e vendidas (-) nesses ZCB. Com isso teremos então o custo do
hedge através dos preços de mercado do portfólio λi Hi que será dado por:

n∑
i=1

λi Hi (3.14)

Seja C o portfólio final, resultante da junção entre os portfólios A e λi Hi, avaliare-
mos então o valor de C através da solução da EDP. A Figura 4 ilustra o portfólio final o
qual iremos precificar no pior cenário de acordo com o modelo.

Figura 4 – Exemplificação do hedge estático

Dado que o portfólio Hiλi possui valor de mercado conhecido, podemos calcular



Capítulo 3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 25

por diferença o valor do portfólio A, que será:

valor(A) = valor(C)−
n∑
i=1

λiHi (3.15)

Com intuito de melhorar o preço obtido para a precificação do portfólio A e também
de se fazer o hedge estático, iremos então encontrar uma combinação de λi ótimos que
maximizem a diferença entre o portfólio C e o custo do hedge:

valor(A) = max
λi

(
valor(C)−

n∑
i=1

λiHi

)
(3.16)

Tal maximização será feita utilizando um otimizador não linear da biblioteca scipy
que usa o método Sequential Least Squares Programming. Dado que a evolução da pior
trajetória r(t) dependerá de Vr conforme equação 3.7, a composição final do portfólio C
terá uma diferente pior trajetória r(t) quando comparada com a pior trajetória r(t) do
portfólio A, já que é um diferente portfólio e que possui uma diferente solução numérica
da EDP para V (r, t).

Primeiramente analisando de forma intuitiva um caso simples onde o portfólio A
seria composto apenas por um ZCB. Os preços Bid/Ask gerados por esta precificação
certamente teriam um spread relevante, pois considera um cenário pessimista para cada
uma das posições. Sabemos que o pior cenário para a posição comprada (+) neste ZCB
seria que r(t) evolua de maneira crescente, e de forma contrária o pior cenário para a
posição vendida (-) seria uma evolução decrescente de r(t).

É notável imaginar que precificar um ZCB por uma taxa que só cresce ou decresce
todos os dias iria gerar preços Bid/Ask muito distantes, e que provavelmente não seria
possível sua negociação com o mercado caso houvesse preços para este ZCB. Incluir
outros hedging bonds no portfólio influenciará diretamente nos preços ofertados através da
avaliação pelo modelo, podendo gerar novos preços que façam sentido com o que vemos no
mercado. Isso será exemplificado na seção 4.2.

Vale comentar também que os λi ótimos que serão encontrados para um portfólio
A não necessariamente serão iguais aos λi ótimos para a precificação de −A, ou seja, para
a posição vendida no mesmo. Isso acontece porque |f−| não necessariamente é igual à f+,
e também principalmente pelos preços Hi conterem implicitamente uma trajetória r(t)
esperada, de forma que a otimização dos λi busque uma maior diferença entre o portfólio
C e o custo do hedge estático.
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3.6 Validação do modelo
A validação do modelo será feita através da simulação do Bank Account do portfólio

final C para uma dada trajetória r(t) que no discreto será diarizada e descrita como rj,
possuindo o mesmo tamanho do grid de diferenças finitas entre 0 ≤ j ≤ J . A posição
comprada (+) em um determinado ZCB no futuro significa despender de um valor a se
pagar hoje, e que será tomado de dívida e atualizado pela short rate simulada. De forma
inversa, uma posição vendida (-) em um ZCB no futuro significa receber um valor hoje que
será aplicado e atualizado pela short rate. Isto é, todo fluxo de caixa no futuro implica em
um fluxo de sinal inverso em t0, que irá compor o valor inicial de Bj=0 e que será atualizado
por uma trajetória rj, sendo Bj a evolução discreta do Bank Account do portfólio C.

Seja Zj∗
i
um conjunto que possui os valores de face do portfólio A formado apenas

por ZCB, onde cada qual possui seu vencimento em um determinado time step j∗i , e sendo
Â um conjunto de vencimentos destes ZCB.

E seja Hj∗
i
os valores de face do portfólio formado por hedging bonds com seus

respectivos vencimentos em j∗i , e Ĥ o conjunto de vencimentos deste portfólio, teremos
então a evolução do Bank Account na equação 3.17 onde a função indicadora irá indicar
quando há liquidação de um determinado ZCB.

Bj = Bj−1 exp (rj−1 ∆t) +
∑
j∗ ∈ Â

(1{ji=j∗} Zj∗
i
) +

∑
j∗ ∈ Ĥ

(1{ji=j∗} Hj∗
i
) (3.17)

Na simulação do portfólio final C para quando o portfólio A precificado é composto
por um produto indexado a um percentual α da short rate sobre um principal P . Teremos
então que Pj será atualizado em cada time step por uma trajetória rj, onde em Pj=0 será
o principal negociado, e com isso teremos:

Pj = Pj−1 exp (α rj−1 ∆t) (3.18)

Conhecendo o valor de P em cada time step, poderemos então calcular a evolução
do Bank Account conforme equação 3.19. Sendo Pj∗ o vencimento do produto precificado
no portfólio A.

Bj = Bj−1 exp (rj−1 ∆t) + Pj∗ 1{ji=j∗} +
∑

j∗ ∈ Ĥ

(1{ji=j∗} Hj∗
i
) (3.19)
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Todos os resultados a serem mostrados neste trabalho serão calculados conforme
as equações a acima, sempre considerando a simulação até o vencimento completo do
portfólio, isto é, BJ .
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4 APLICAÇÃO DO MODELO

Neste capitulo será exemplificado a aplicação do modelo utilizando os preços de
contratos futuros de DI como base de comparação e como instrumento para se fazer o
hedge estático de um portfólio. Primeiramente será precificado um ZCB para comparar seu
preço com e sem hedge com uma referência de mercado, e depois um produto que paga
200% do CDI. Além disso também será explicado o racional de escolha dos parâmetros
utilizados neste trabalho.

4.1 Parâmetros
Para escolher os parâmetros utilizados neste trabalho, utilizou-se o histórico do

CDI a partir do dia 02.01.2005. Os dados foram extraídos do site do Banco Central do
Brasil. Conforme comentado na seção 3.2, o modelo possui 4 parâmetros: r− e r+, sendo
o valor mínimo e máximo que o CDI pode assumir no intervalo [t0, T ]; e f− e f+, os
limitantes de dr

dt
, tal qual f− ≤ dr

dt
≤ f+.

Primeiramente será calculado f− e f+, e para isso criaremos uma série diferenciada
do CDI que possui um lag de 252 dias. Analisando o gráfico desta série é possível perceber
que a variação anual do CDI entre 02.01.2005 e 20.08.2021 transita entre -6,74% e 4,05%
ao ano. Além destes extremos, os percentis 0,25, 0,5 e 0,75 são mostrados nas linhas de
grade horizontais na Figura 5.

Figura 5 – Série diferenciada em 252 dias do CDI entre 02.01.2005 e 14.09.2021

Será considerado então, para cada uma das datas de estudo, os percentis 0, 1 e
0, 9, como f− e f+ respectivamente, da distribuição da série diferenciada do CDI, entre
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02.01.2005 e um dia anterior à data base considerada como t0.

Os parâmetros r− e r+ serão calculados a partir de f−, f+ e T , porém limitando o
nível do CDI para que não atinja taxas inferiores à 1% ao ano. Teremos então:

r− = max(r0 + T f−; 0, 01)

e

r+ = r0 + T f+.

Com isso, temos na Tabela 1 todas as datas utilizadas neste trabalho e seus
respectivos parâmetros calculados, sendo r0 o CDI em cada data base.

Tabela 1 – Parâmetros em cada data base

Data base r0 r− r+ f− f+

01.07.2013 7,72% 1,00% 12,18% -4,75% 2,53%
02.01.2014 9,77% 1,00% 14,84% -4,61% 2,54%
01.07.2014 10,80% 2,75% 16,38% -4,59% 3,18%
02.01.2015 11,57% 2,46% 17,69% -4,58% 3,08%
01.07.2015 13,64% 4,52% 19,79% -4,57% 3,08%
04.01.2016 14,14% 5,07% 20,63% -4,57% 3,27%
01.07.2016 14,13% 5,12% 20,50% -4,54% 3,21%
02.01.2017 13,63% 4,68% 19,93% -4,52% 3,18%
03.07.2017 10,14% 1,25% 16,23% -4,50% 3,08%
02.01.2018 6,89% 1,00% 13,04% -4,63% 3,08%
02.07.2018 6,39% 1,00% 12,53% -4,90% 3,08%
02.01.2019 6,40% 1,00% 12,50% -4,84% 3,05%
01.07.2019 6,40% 1,00% 12,50% -4,82% 3,05%

4.2 Precificando um ZCB
Precificar uma posição comprada em um ZCB de 1 ano pelo modelo Epstein-

Wilmott, resultará em t0, no valor máximo à se pagar hoje por um fluxo de caixa positivo
no futuro, uma vez que o preço pago hoje será tomado de dívida e atualizado pela short
rate, que no caso será o CDI. O pior cenário para este portfólio seria que dr

dt
assuma valores

positivos, pois isso faria com que a dívida tomada hoje atualizasse a cada dia por taxas
maiores, e o valor de face a ser recebido em T não seria o suficiente para pagar a dívida
inicialmente tomada pelo CDI, terminando a operação com o bank account negativo.

Da mesma forma que precificar uma posição vendida em um ZCB resultará em
t0, no valor mínimo necessário a se receber hoje para assumir esta dívida no futuro, e de



Capítulo 4. APLICAÇÃO DO MODELO 30

forma similar o valor recebido hoje será aplicado no CDI e rentabilizado até T . Para este
portfólio o pior cenário seria que dr

dt
assuma valores negativos, pois o valor recebido em t0

seria rentabilizado por taxas menores e podendo não ser o suficiente para pagar o valor de
face em T .

Em valor nominal, o resultado em T calculado através do bank account para um
ZCB é o mesmo resultado que o contrato DI Futuro possui, porém o segundo tem seu
resultado pago e/ou recebido no intervalo [t0, T ], de acordo com as chamadas de margem
diárias conforme equação 3.4. Neste trabalho utilizaremos o modelo para precificar posições
compradas e vendidas em ZCB nos quais não possuem chamadas de margem. Apesar disso,
a curva de contratos futuros de DI negociada na B3 será utilizada como base de preços e
de comparação.

Conforme explicado, o pior cenário para quem compra um futuro de DI seria que
no intervalo [t0, T ] a SELIC subisse em todas as reuniões do COPOM, no qual ocorrem
aproximadamente a cada 45 dias e consequentemente influenciando no aumento do CDI.
Neste caso dr

dt
assumiria valores positivos nos dias seguintes às reuniões, e nos outros dias

seria zero. Pelo modelo, a evolução de r se dará pela equação 3.7, que ignora o fato da
variação da SELIC e do CDI acontecerem apenas a cada 45 dias.

Tendo em vista as limitações do modelo, iremos precificar um ZCB que paga BRL
100.000,00, vencendo em 02.01.2014, 253 dias após a data base. Nesta simulação a data
base t0 será 02.01.2013, cujos parâmetros estão na Tabela 1. Apesar de ser possível fazer
esta precificação de maneira analítica pelo modelo, iremos precificar utilizando o método
de diferenças finitas implementado com suas devidas aproximações, para depois comparar
com os preços obtidos após otimizar o hedge estático.

O preço Bid obtido pelo modelo, significa ser o preço máximo a se pagar hoje
pela posição comprada no ZCB, sendo de BRL 92.106,14. E o preço Ask obtido é o valor
mínimo a se receber pela posição vendida neste mesmo ZCB, sendo BRL 95.549,58.

A Tabela 2 mostra os prazos dos contratos futuros de DI com seus respectivos
preços de ajuste nos quais foram extraídos do site da B3. Os preços de ajuste dos contratos
futuros de DI serão utilizados neste trabalho como os preços de compra e venda, ignorando
o spread Bid/Ask.
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Tabela 2 – Preços de ajuste dos contratos futuros de DI em 02.01.2013

Código Dias para Vencimento Preço de Ajuste
G13 22 99.413,10
H13 40 98.936,50
J13 60 98.391,04
K13 82 97.801,35
N13 123 96.711,85
V13 189 94.978,98
F14 253 93.345,27
J14 314 91.754,80
N14 375 90.033,57
V14 441 88.036,06

Comparando os preços obtidos pelo modelo com o contrato F14, é notável que não
haveria qualquer negócio, dado que o preço de mercado está entre os preços Bid e Ask.
O gráfico da Figura 6 mostra: a pior trajetória r(t) para uma posição comprada; a pior
trajetória r(t) para uma posição vendida; e o CDI realizado do período entre 02.01.2013 e
02.01.2014.

De acordo com o esperado da equação 3.7, considerando a posição comprada, dr
dt

será f+dt durante todo intervalo [t0, T ], e será f−dt durante todo intervalo [t0, T ] para a
posição vendida.

Figura 6 – Trajetórias r(t) para a precificação de um ZCB sem hedge

Os preços Bid/Ask obtidos pelo modelo garantem que, caso ocorra a pior trajetória
para sua respectiva posição, seja ela comprada ou vendida, o saldo final do Bank Account
em T será zero.

Epstein e Wilmott (1998) mostram que, da mesma forma que para um dado
portfólio existe a pior trajetória, também existe a melhor trajetória, formando o que
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é chamado por eles de The yield envelope. Neste caso em específico onde precificamos
apenas um ZCB, a melhor trajetória r(t) para a posição comprada é igual à pior trajetória
r(t) para a posição vendida, e o contrário também é verdade. Porém quando se faz a
otimização dos preços através do hedge estático, os λi quantidades dos hedging bonds não
necessariamente serão iguais para a posição comprada e vendida, o que implica em um
outro portfólio, implicando também em uma diferente pior/melhor trajetória r(t) para
cada uma das posições. Isto será mostrado mais à frente quando fizermos as otimizações
dos preços.

A Tabela 3 mostra os resultados do Bank Account em T no melhor e no pior cenário,
tanto para a posição comprada quanto na posição vendida, considerando que o negócio
tenha sido fechado nos preços gerados pelo modelo, o que na realidade não aconteceria. O
intuito é mostrar que os preços garantem um resultado maior ou igual a zero caso ocorra
a pior trajetória estimada pelo modelo. Os valores estão em percentual do valor de face.

Tabela 3 – Resultados do bank account em T para um ZCB sem hedge

Trajetória r(t) Comprado no ZCB Vendido no ZCB
Pior r(t) 0,0% 0,0%

Melhor r(t) 3,7% 4,0%
CDI realizado 0,2% 3,9%

Outro ponto interessante de se notar é que, o CDI realizado após 100 dias começa
a ter uma evolução mais acentuada do que o estimado para o parâmetro f+, terminando o
período acima da pior trajetória estimada pelo modelo. Apesar disso, ainda assim há um
resultado positivo na simulação pelo CDI realizado para a posição comprada. Isso ocorre
pois até aproximadamente o dia 170, a dívida tomada foi atualizada por uma taxa menor
do que a esperada pelo modelo, acumulando uma diferença entre o realizado e a estimativa
do modelo para a evolução da dívida.

Uma possível trajetória pior do que a gerada pelo modelo para a posição comprada
em um ZCB, seria se dr

dt
fosse maior que f+ dt por pelo menos um dia entre [t0, T ],

sendo que em todos os outros dias dr
dt

tenha sido igual a f+ dt. E o contrário vale para a
posição vendida com o parâmetro f−. O fato do CDI realizado ter superado em nível a
pior trajetória do modelo não implica necessariamente que haverá um resultado negativo
ao final da operação. Entender este conceito facilita a compreensão do que seria uma
trajetória ainda pior do que a estimada pelo modelo para o portfólio, no cenário onde se
faz o hedge estático. Com o hedge estático, a pior trajetória r(t) irá alternar sua direção
conforme o passar do tempo e as liquidações de cada um dos ZCB que compõe o portfólio.

Com objetivo de melhorar os preços obtidos pelo modelo, vamos maximizar a
função 3.16, de forma que sejá possível comprar e vender λi quantidades dos outros vértices
disponíveis no mercado conforme Tabela 2, desconsiderando a existência do vencimento
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F14, para que assim possamos comparar os novos preços obtidos com o de mercado, e
também analisar o novo portfólio. Usando o racional conforme explicado na seção 3.5, o
ZCB precificado será o portfólio A, e com isso buscaremos uma composição de λi Hi que
maximize a diferença entre o portfólio final C, e o portfólio formado por futuros de DI
nos quais possuem seu preço conhecido. Em toda a aplicação deste trabalho, os λi foram
limitados no intervalo [−2, 2].

A Tabela 4 mostra os preços Bid e Ask gerados pelo modelo, no cenário com e sem
hedge estático. É possível notar que os preços com hedge obtidos pelo modelo possibilitam
a negociação com o mercado, uma vez que o preço de mercado está abaixo do preço Bid. É
curioso notar que o preço Bid também está acima do próprio preço Ask do modelo, o que
pode acontecer devido a não linearidade do problema e assimetria entre a velocidade de
crescimento e decrescimento da taxa, o que também pode sugerir uma possível arbitragem
entre as posições de um portfólio e as possíveis trajetórias r(t).

Tabela 4 – Preços com e sem hedge para a precificação de um ZCB

Portfólio Bid Ask
Sem hedge 92.106,14 95.549,58
Com hedge 93.407,52 93.360,40

A Tabela 5 mostra os λi ótimos, ou seja, as posições compradas (+) e vendidas (-)
em cada vértice para se fazer o hedge do ZCB precificado. O portfólio final será então a
posição λi Hi em cada vértice mais o ZCB precificado.

Tabela 5 – Composição λi para o Hedge estático de um ZCB

Código Dias para vencimento λi(Bid) λi(Ask)
G13 22 1,048 1,048
H13 40 -2,000 -2,000
J13 60 0,953 0,953
K13 82 0 0
N13 123 0 0
V13 189 0 0
J14 314 -0,487 1,541
N14 375 -2,000 -2,000
V14 441 1,492 0,982

Como já comentado, precificar produtos separados não é o mesmo de se precificar
de maneira conjunta dado a não linearidade do problema. Por isso, ao se fazer o hedge
estático um novo portfólio é obtido, ocasionando uma diferente pior/melhor trajetória
r(t). Analisando o gráfico da Figura 7 das trajetórias r(t) encontradas para cada portfólio,
percebemos que as trajetórias ficam condicionadas em forma de zig zag.
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Partindo da mesma lógica de análise de quando precificado sem o hedge estático, é
possível perceber que para ambas as posições no ZCB, entre a data t0 e o 17o dia, o pior
cenário seria que r assumisse taxas menores. Caso a trajetória realizada neste período
diminua de forma mais acentuada do que a gerada pelo modelo, haverá um acúmulo
negativo neste período versus o que o modelo esperava para a evolução de r(t).

Figura 7 – Pior/Melhor r(t) para posição comprada e vendida em um ZCB com hedge
estático

Entre o 17o e o 60o dia o cenário se inverte, e a pior trajetória muda sua inclinação,
o que significa que neste período seria pior para U(r, t) que r assuma valores maiores, e
caso a trajetória realizada se mantenha igual ou continue crescendo, será vantajoso para a
valorização de U(r, t), ou seja, melhor do que a pior trajetória esperada pelo modelo. Por
isso, caso o r realizado saia do que é chamado de the yield envelope, não necessariamente
significa que será prejudicial ao portfólio, pois o pior caminho possível se inverte ao decorrer
do tempo. É interessante notar também que tanto para a posição comprada quanto para a
vendida no ZCB, as piores e melhores trajetórias r(t) são bem parecidas.

Da mesma forma como mostrado quando precificado sem hedge, agora iremos
simular o Bank Account para o portfólio comprado no ZCB pois seria o único a gerar
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negócio com o mercado. Com intuito de validar o modelo, o resultado será simulado em
dois cenários, onde no primeiro será considerado que o preço fechado pelo ZCB foi o gerado
pelo modelo, pois na pior trajetória o resultado final deve ser zero. No segundo cenário,
a simulação irá considerar que a posição comprada no ZCB foi na verdade tomada no
mercado, pelo preço BRL 93.345,27, gerando uma vantagem inicial versus o preço Bid do
modelo, já que o valor pago em t0 foi menor que o máximo aceitável. Os resultados são
mostrados na Tabela 6, e é possível notar que a diferença inicial no cenário 2 gera uma
vantagem nas trajetórias r(t) simuladas versus o cenário 1.

Tabela 6 – Comparação de resultados para o portfólio comprado no ZCB quando há o
hedge estático

Trajetória r(t) Cenário 1 Cenário 2
Pior r(t) 0,00% 0,07%

Melhor r(t) 0,99% 1,06%
CDI 0,30% 0,38%

4.3 Precificando um produto indexado a 200% do CDI
De maneira similar ao que foi feito na seção passada, nesta seção será precificado

um produto que paga 200% do CDI sobre BRL 100.000,00 com vencimento em 1 ano.
A mesma database 02.01.2013 será usada, porém podendo utilizar toda curva conforme
tabela 2 para se fazer o hedge estático, ou seja, sem desconsiderar o vencimento F14. Os
preços obtidos serão comparados com o preço calculado a partir da equação 3.6, o qual será
considerado como preço de mercado, e com isso analisaremos as trajetórias r(t) geradas
pelo modelo, assim como os portfólios ótimos.

Primeiramente, calculando os preços sem o hedge estático, obtemos 104.404,52 e
107.876,10, sendo os preços Bid e Ask respectivamente. O preço de comparação obtido
através da equação 3.6 é de 107.097,74, o que não viabilizaria o negócio.

Na precificação deste produto, a posição comprada em BRL 100.000,00 à 200% do
CDI gera um preço máximo a se pagar hoje que será tomado de dívida à 100% do CDI.
E da mesma forma, a posição vendida em BRL 100.000,00 à 200% do CDI, gera o valor
mínimo a se receber hoje que será aplicado à 100% do CDI até o pagamento da dívida.
Em ambos os casos, a precificação do modelo considera a pior trajetória para o portfólio,
de maneira a garantir que o resultado da operação seja zero em seu vencimento.

O gráfico da Figura 8 mostra o que é possível perceber de maneira intuitiva, onde
a pior trajetória para uma posição vendida à 200% do CDI, seria que r assuma valores
maiores, dado que a dívida aumentaria em grau maior do que a remuneração à 100% do
CDI sobre o valor recebido hoje, sendo o caminho inverso da pior trajetória r(t) do ZCB



Capítulo 4. APLICAÇÃO DO MODELO 36

sem hedge. O racional sobre a pior e melhor trajetória, ou uma trajetória r(t) ainda pior
do que a obtida pelo modelo, é igual ao que foi explicado na seção anterior para o ZCB.

Figura 8 – Pior/Melhor r(t) para um produto indexado a 200% do CDI sem hedge

Conforme comentado na seção 3.4, para se fazer a precificação deste produto através
do método numérico de diferenças finitas explícito, foi feito uma aproximação em cada
time step conforme equação 3.13. Isso acaba subestimando o valor real a ser remunerado
sobre o principal, dado que com o passar do tempo o principal atualizado cresce de maneira
exponencial, diferente da implementação onde o efeito do juros sobre juros acumulado no
período se perde. Desta maneira, quanto maior o vencimento do produto, maior será o erro
desta aproximação. Esta aproximação acaba gerando um viés positivo quando comprado, e
um viés negativo quando vendido no produto, uma vez que o payoff está sendo subestimado.
Este viés pode ser percebido na Tabela 7 nos resultados da pior trajetória r(t), pois neste
caso, tanto para o portfólio comprado quanto o vendido, o resultado final deveria ser zero.

Quando simulamos o resultado do bank account até o vencimento considerando o
negócio fechado pelos preços gerados pelo modelo, tanto na pior quanto melhor trajetória,
é possível ver que apesar do viés entre posição comprada e vendida, e a aproximação para
o payoff do produto, a precificação ainda funciona. Para o caso da precificação sem hedge
e de maneira similar ao ZCB, a pior trajetória r(t) para a posição comprada no produto
é igual a melhor trajetória para a posição vendida. A diferença de resultados se dá pela
diferença inicial dos preços Bid/Ask e também pelo do fato de que |f−| > f+.

Tabela 7 – Resultados do bank account para um produto indexado à 200% do CDI, sem
hedge estático

Trajetória r(t) Portfólio Comprado Portfólio Vendido
Pior r(t) 0,3% -0,8%

Melhor r(t) 4,8% 3,4%
CDI 4,6% -0,6%
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Com isso, após se fazer a otimização dos preços através do hedge estático, obtemos
da mesma maneira os novos preços Bid/Ask, assim como os λi quantidades dos hedging
bonds. A Tabela 8 compara os preços com e sem hedge obtidos pelo modelo, para a posição
comprada e vendida. Já a tabela 9 mostra os λi obtidos para cada portfólio.

Tabela 8 – Preços com e sem hedge para a precificação de um produto indexado a 200%
do CDI

Portfólio Bid Ask
Sem hedge 104.404,52 107.876,10
Com hedge 106.690,82 106.526,99

Tabela 9 – Composição λi para o hedge estático de um produto indexado a 200% do CDI

Código Dias para vencimento λi(Bid) λi(Ask)
G13 22 1,047 1,047
H13 40 -2,000 -2,000
J13 60 0,953 0,953
K13 82 0 0
N13 123 0 0
V13 189 0 0
F14 253 2,000 1,01
J14 314 -0,495 -2,000
N14 375 -2,000 -2,000
V14 441 1,500 1,998

É interessante notar que os λi para o portfólio Bid, ou seja, comprado no produto
que paga 200% do CDI é praticamente igual à posição do hedge estático de quando
precificado um ZCB, com exceção de que para este portfólio existe a posição -2 no DI
Futuro F14. Já no caso do portfólio que possui posição vendida no percentual do CDI, há
diferença de posição nos últimos vencimentos. Além disso, os novos preços encontrados
quando há o hedge estático possibilitam negócio com o preço considerado de mercado, que
é BRL 107.097,74, porém com o portfólio vendido neste produto, de maneira inversa de
quando precificado um ZCB.

Seguindo o mesmo racional, iremos simular o resultado dos novos portfólios encon-
trados quando há o hedge estático deste produto, tanto na posição comprada quanto na
vendida. Serão simulados 3 cenários com intuito de validar o modelo e analisar o viés das
aproximações. O Cenário 1 é a simulação do portfólio comprado no produto precificado,
considerando que o preço pago em t0 foi o gerado pelo modelo. O Cenário 2 é a simulação
do portfólio vendido no produto indexado ao CDI, recebendo por ele em t0 o preço Ask
gerado pelo modelo. Já o Cenário 3 é a simulação do mesmo portfólio que o Cenário 2,
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porém nele consideramos que o valor recebido será o de mercado, havendo assim uma
vantagem inicial.

Para cada um dos cenários será feito a simulação do portfólio usando 3 diferentes
trajetórias r(t), a melhor e pior para cada portfólio, e também o CDI realizado. Na Tabela
10 temos os resultados de cada Cenário, e na Figura 9 temos as trajetórias r(t) para cada
portfólio.

A piores trajetórias r(t) em ambos portfólios são parecidas, porém as melhores em
cada já são bem diferentes. O viés da aproximação do payoff também pode ser percebido
com este novo portfólio para quando há o hedge estático. E no Cenário 3 percebemos que
em todos os casos há uma vantagem média de 0,65% sobre o Cenário 2, inclusive tornando
os resultados positivos.

Tabela 10 – Comparação do bank account para portfólios com hedge estático na precificação
de um produto indexado a 200% do CDI

Trajetória r(t) Cenário 1 Cenário 2 Cenário 3
Pior r(t) 0,53% -0,49% 0,16%

Melhor r(t) 1,16% 1,35% 2,00%
CDI 1,04% -0,31% 0,36%

Figura 9 – Pior/Melhor r(t) para um produto indexado a 200% do CDI com hedge
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Em ambos os casos, tanto na precificação de um ZCB quanto na de um produto
indexado ao CDI, foi possível aproximar o spread entre os preços Bid/Ask quando se faz o
hedge estático, possibilitando haver negócio com os preços considerados como de mercado.
As simulações feitas com cada um dos portfólios comprovaram o que se espera do modelo
e de sua construção matemática. Foi possível também validar e entender o impacto das
aproximações feitas para quando se precifica um produto que depende da trajetória da
taxa. Com isso, na próxima seção será mostrado o passo a passo dos backtests feitos neste
trabalho.

4.4 Backtest
Após exemplificar a precificação de alguns produtos e fazer a validação de seus

resultados nas seções anteriores, nesta seção será detalhado o passo a passo e as premissas
consideradas nos dois backtests realizados neste trabalho.

O primeiro backtest será feito com intuito de testar se seria possível haver arbitragem
entre um determinado portfólio de futuros de DI e as possíveis trajetórias do CDI,
considerando que o CDI estaria limitado pelos parâmetros já mencionados anteriormente.
Para isso, utilizando a equação 3.16, iremos precificar um portfólio sem valor algum, ou
seja, zero, e com isso estaremos maximizando a diferença entre o valor de um portfólio
avaliado pelo modelo em sua pior trajetória, e o valor de mercado deste mesmo portfólio.
Após a otimização dos λi e caso seja encontrada uma diferença inicial, se o CDI realizado
for igual à pior trajetória avaliada pelo modelo, o resultado final da operação será esta
mesma diferença encontrada em t0 atualizada pelo CDI até T . Isto segue o mesmo racional
da diferença encontrada em t0 para as simulações nas duas seções anteriores.

O segundo backtest será feito para precificar diferentes indexações do CDI, de
maneira semelhante ao que foi feito na seção 4.3. Para cada uma das 6 datas base utilizadas,
faremos a precificação ótima das diferentes indexações do CDI, obtendo os preços Bid/Ask
pelo modelo. Esses preços serão comparados com os preços obtidos utilizando a equação
3.6 no qual será considerado como um preço negociável de mercado.

Caso o preço de mercado esteja entre os preços Bid/Ask, o portfólio a ser considerado
para a simulação será o que gerar o preço mais próximo ao de mercado. Isto é, caso o preço
de mercado esteja mais próximo do preço Bid, significa que o portfólio será composto pela
posição comprada no produto indexado ao CDI pelo preço de mercado, mais os λi ótimos
que geraram o preço Bid. E caso o preço mais próximo seja o Ask, então será o portfólio
vendido neste produto e com seus respectivos λi. Haverá uma certa desvantagem caso
a pior trajetória ocorra, já que estaremos pagando mais, ou recebendo menos do que o
esperado pelo modelo.

Porém caso o preço considerado como de mercado esteja fora do intervalo Bid/Ask,
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o portfólio escolhido será aquele mais vantajoso para operação, ou seja, que gere uma
vantagem inicial maior. E com isso, temos a regra geral para a escolha do portfólio que
faremos o backtest, onde se: (Mercado − Bid) ≤ (Ask −Mercado) =⇒ Portfólio Bid.
Caso contrário o portfólio escolhido será o Ask, que considera a posição vendida no produto
indexado ao CDI, e com seus respectivos λi ótimos.

Em ambos os backtests e para cada portfólio encontrado, iremos simular o resultado
da operação até o vencimento do último hedgind bond, isto é, teremos o Bank Account em
T para cada portfólio e utilizando 3 trajetórias r(t) para comparação, sendo elas o CDI
realizado, a melhor e a pior geradas pelo modelo.

Para resumir e listar o que será feito e mostrado em cada backtest, abaixo temos o
passo a passo do que será feito.

• Backtest para teste de arbitragem

1. Levantar os preços de ajuste dos contratos futuros de DI como input para o
modelo em cada uma das datas base. A curva considerada será a de até 2 anos.

2. As 12 datas base consideradas serão: 02.01.2014, 01.07.2014, 02.01.2015, 01.07.2015,
04.01.2016, 01.07.2016, 02.01.2017, 03.07.2017, 02.01.2018, 02.07.2018, 02.01.2019,
01.07.2019.

3. Será precificado um portfólio nulo, encontrando λi ótimos para cada data. Na
otimização de cada portfólio iremos limitar os λi de maneira que −2 ≤ λi ≤ 2.

4. Será mostrado os λi ótimos encontrados para cada data base.

5. Este portfólio será simulado até seu vencimento completo utilizando 3 trajetórias
r(t) para comparação: CDI realizado, pior r(t) e melhor r(t).

6. Será mostrado o Bank Account em T de cada uma das 3 trajetórias para cada
data base.

7. Para cada data base será mostrado as 3 trajetórias para que seja possível
compreender os resultados gerados da operação.

• Backtest para a precificação de diferentes indexações do CDI

1. Levantar os preços de ajuste dos contratos futuros de DI como input para o
modelo para cada uma das datas base, a curva considerada será de até 2 anos.
Esta curva será utilizada para se fazer o hedge do produto precificado.

2. As 6 datas base consideradas serão: 04.01.2016, 01.07.2016, 02.01.2017, 03.07.2017,
02.01.2018, 02.07.2018.

3. Para cada data base será encontrado 12 preços, sendo 8 os preços Bid/Ask
encontrados pelo modelo, e 4 os preços considerados como de mercado através da



Capítulo 4. APLICAÇÃO DO MODELO 41

equação 3.6. A precificação será sobre um produto com 4 diferentes indexações
do CDI sobre o principal de BRL 100.000,00, onde em cada uma delas teremos
um α diferente, sendo: α = 0.5, α = 0.9, α = 1.5, α = 2.0.

4. Para cada α em cada uma das datas base, será escolhido o portfólio mais
vantajoso em comparação ao preço considerado como de mercado.

5. Na otimização de cada portfólio, os λi também estarão limitados pelo intervalo
−2 ≤ λi ≤ 2 .

6. Será mostrado os λi ótimos encontrados para cada data base e para cada α.

7. Os portfólios considerados como mais vantajosos em cada data base para cada
α, serão simulado até seu vencimento completo utilizando 3 trajetórias r(t):
CDI realizado, pior r(t) e melhor r(t).

8. Será mostrado o Bank Account em T de cada uma das 3 trajetórias, para cada
data base, e para cada α.

9. Para cada data base e para cada α, será mostrado as 3 trajetórias no mesmo
gráfico para melhor análise dos resultados gerados.
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5 RESULTADOS

Neste capítulo será mostrado os resultados obtidos dos backtests explicados na
seção 4.4. No primeiro backtest iremos simular os resultados de portfólios cujos λi foram
otimizados com intuito de maximizar a diferença entre um portfólio precificado pelo modelo
e seu próprio valor de mercado. Já no segundo backtest será mostrado os resultados dos
portfólios que tiveram seus λi otimizados com intuito de fazer o hedge estático para um
produto com diferentes indexações α do CDI.

5.1 Resultados do backtest para arbitragem
Conforme comentado em 4.4, iremos maximizar a função 3.16 para cada data base.

A tabela 11 mostra os preços obtidos em t0 em cada uma das datas bases, o que na
verdade é a maior diferença encontrada entre a precificação de um portfólio pelo modelo
e o seu preço de mercado. Nesta tabela também possui os resultados do Bank account
no vencimento de cada portfólio, simulando o que aconteceria com este portfólio em 3
trajetórias r(t), sendo elas a pior, a melhor, e o CDI realizado. E por último o retorno do
bank account simulado pelo CDI em relação à diferença inicial encontrada em t0.

Tabela 11 – Diferenças de preço em t0 e resultados em T dos backtests de arbitragem de
cada portfólio.

Resultado em T
Data base Diferença em t0 Pior r(t) Melhor r(t) CDI Retorno (%)
02.01.2014 -0 -0 0 0 0%
01.07.2014 90 110 530 340 278%
02.01.2015 -0 -0 0 0 0%
01.07.2015 23 30 224 163 609%
04.01.2016 -0 -0 0 -0 0%
01.07.2016 295 364 2,540 1,453 393%
02.01.2017 9,055 11,126 70,780 -6,616 -173%
03.07.2017 2,910 3,478 26,310 -2,224 -176%
02.01.2018 -0 -0 0 -0 -0%
02.07.2018 -0 -0 0 -0 -0%
02.01.2019 -0 -0 0 -0 -0%
01.07.2019 -0 -0 0 0 0%

Das 12 datas simuladas, em apenas 5 datas o modelo encontrou diferença significante
entre o preço de mercado e o preço obtido pelo modelo em seu pior cenário. Nas outras 7
datas base encontrou-se uma diferença menor que a quarta casa decimal. De acordo com o
esperado pela construção matemática do modelo, é possível notar que o resultado na pior
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trajetória nada mais é do que a diferença encontrada em t0 atualizado por r(t) durante
o período. Apesar das diferenças encontradas pelo modelo, ainda sim houve resultados
negativos para as datas base 02.01.2017 e 03.07.2017, quando simulados pelo CDI realizado.
Para entender melhor o que aconteceu, vamos analisar o primeiro gráfico da Figura 11.

A data base 02.01.2017, onde encontramos a maior diferença em t0, acabou tendo
o pior resultado de todas as datas base simuladas. Isso pode ser explicado pela grande
diferença de decrescimento do CDI até o dia 300o versus o que o modelo considerava como
pior cenário possível. Neste caso o parâmetro f− foi violado em mais da metade do período
de vida do portfólio.

Entre aproximadamente o dia 300o e 437o, há uma inflexão sobre o que seria a pior
trajetória. Neste período é vantajoso para o portfólio que o bank account seja atualizado
por taxas maiores. É interessante notar que neste período o portfólio é composto pela
posição vendida em 2 quantidades de cada um dos vértices J18 e N18, que vencem no dia
310 e 373 respectivamente, bem mais próximos que a posição comprada no vértice V18
em 1,3673. Neste período Vr é negativo, majoritariamente composto pela posição V18 que
possui prazo maior de vencimento, aproximadamente 137 dias à frente. Isso acontece pois
a derivada deste produto em relação à taxa é maior para vencimentos mais longos.

Após o vencimento da posição em V18, há outra inflexão na pior trajetória, pois a
única posição restante é a vendida no vértice F19, porém esta posição possui magnetude
menor que a quarta casa decimal. De maneira geral, entre t0 e aproximadamente o dia
300o, a trajetória do CDI realizada foi bem pior do que o estimado pelo modelo. Após
isso até aproximadamente o dia 437o, a dívida no bank account é atualizada por um CDI
constante de aproximadamente 6% ao ano. Neste período, seria ainda pior para o portfólio
caso o CDI subisse, dado que a dívida tomada para se comprar o vencimento V18 seria
atualizada por taxas maiores, fora a dívida remanescente no bank account pela diferença
do CDI realizado e da pior trajetória estimada pelo modelo.

Uma possível melhoria na estratégia que não foi implementado neste trabalho, seria
considerar o rebalanceamento do portfólio com o passar do tempo. Com isso seria possível
reavaliar o portfólio ótimo considerando as variações da curva, e também poderia haver um
shift para baixo na pior trajetória pois r0 estaria menor. Vale lembrar também que nos dias
entre reuniões do COPOM não há variação do CDI, quando pela precificação do modelo
é considerado que dr

dt
será o pior todos os dias. O que fica de dúvida é o que aconteceria

nesses dias sobre as chamadas de margem diárias no cenário de quando se encontra uma
arbitragem inicial. Possivelmente neste período haveria chamadas de margem positivas
considerando todo o portfólio, já que o CDI encontra-se constante e o modelo considera
uma trajetória que varia diariamente. De maneira bem parecida, a análise feita para a
data base 02.01.2017 também pode ser utilizada para a data base 03.07.2017.

Outra data interessante de se analisar é a 01.07.2016, onde a diferença encontrada
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em t0 foi de BRL 295 e o resultado final pelo CDI foi de BRL 1.453, tendo um retorno
de 393% no período versus a arbitragem inicial encontrada. A última posição relevante
deste portfólio é no vencimento K17, 208 dias à frente, fora ele a maior concentração do
portfólio estão em vencimentos mais curtos, de até 85 dias à frente. Analisando o gráfico
da Figura 10, é possível notar que o CDI realizado transitou dentro do que é chamado de
the yield envelope até aproximadamente o dia 180o. Após isso o CDI transita em um nível
menor do que a pior trajetória r(t), porém a mesma se inverte várias vezes com o passar
do tempo, o que torna mais difícil a análise. Mas no geral, dado que o portfólio estava
concentrado em vencimentos mais curtos, foi possível ter um bom resultado.

O retorno positivo de maior relevância versus a arbitragem inicial encontrada foi o
da data base 01.07.2015, onde a diferença encontrada em t0 foi a menor, sendo BRL 23,
porém o resultado final foi de BRL 163, havendo um retorno de 609% no período. Este
portfólio se concentra em vencimentos mais curtos de até 106 dias à frente, e analisando o
gráfico da Figura 10 podemos ver que o CDI se manteve constante durante o maior período
de vida do portfólio, enquanto a pior trajetória seria taxas menores, porém havendo alguns
zig zags durante o caminho.
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Figura 10 – Comparação das trajetórias r(t) pior, melhor e CDI realizado, de 02.01.2014
a 01.07.2016
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Figura 11 – Comparação das trajetórias r(t) pior, melhor e CDI realizado, de 02.01.2017
a 01.07.2019
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Tabela 12 – λi ótimos para backtest de arbitragem, de 02.01.2014 a 01.07.2016

02.01.2014 01.07.2014 02.01.2015

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

G14 22 0 Q14 23 -2,0 G15 21 -0
H14 42 -0 U14 44 -2,0 H15 39 -0
J14 61 -0 V14 66 0,0413 J15 61 -0
K14 81 -0 X14 89 -0,0811 K15 81 -0
N14 122 -0 F15 131 0,116 N15 122 -0
V14 188 -0 J15 192 -0,1204 V15 187 -0
F15 253 -0 N15 253 0,0762 F16 250 -0
J15 314 -0 V15 318 -0,0863 J16 311 -0
N15 375 -0 F16 381 0,0451 N16 374 -0
V15 440 -0 J16 442 0,0092 V16 439 -0
F16 503 -0 F17 501 -0

01.07.2015 04.01.2016 01.07.2016

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

Q15 23 -2,0 G16 20 -0 Q16 21 -2,0
U15 44 -2,0 H16 39 -0 U16 44 -2,0
V15 65 0,9928 J16 61 -0 V16 65 -2,0
X15 86 -0,258 K16 81 -0 X16 85 -2,0
Z15 106 0,1168 M16 102 -0 Z16 105 -0,0138
F16 128 -0,0031 N16 124 -0 F17 127 0,008
G16 148 0,0039 Q16 145 -0 G17 149 -0,0046
H16 167 -0,0033 U16 168 -0 H17 167 -0,8675
J16 189 0,0027 V16 189 -0 J17 190 2,0
K16 209 -0,0013 X16 209 -0 K17 208 -1,1312
M16 230 0,0017 Z16 229 -0 M17 230 -0
N16 252 -0,0041 F17 251 -0 N17 251 0
V16 317 0,0157 G17 273 -0 V17 315 0
X16 337 -0,0157 H17 291 -0 F18 376 -0
F17 379 0,0034 J17 314 -0 J18 437 0
J17 442 -0,0007 N17 375 -0 N18 500 -0
N17 503 0,0001 V17 439 -0

F18 500 -0
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Tabela 13 – λi ótimos para backtest de arbitragem, de 02.01.2017 a 01.07.2019

02.01.2017 03.07.2017 02.01.2018

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

G17 22 -2,0 Q17 21 2,0 G18 22 -0
H17 40 -2,0 U17 44 -2,0 H18 40 -0
J17 63 -2,0 V17 64 -2,0 J18 61 -0
K17 81 -2,0 X17 85 -2,0 K18 82 -0
M17 103 -2,0 Z17 105 -2,0 M18 103 -0
N17 124 -2,0 F18 125 -2,0 N18 124 -0
Q17 145 -2,0 G18 147 -2,0 Q18 146 -0
U17 168 -2,0 H18 165 -2,0 U18 169 -0
V17 188 -2,0 J18 186 -2,0 V18 188 -0
X17 209 -2,0 K18 207 -2,0 X18 210 -0
Z17 229 -2,0 M18 228 -2,0 Z18 230 -0
F18 249 -2,0 N18 249 -0,7029 F19 250 -0
J18 310 -2,0 V18 313 2,0 J19 311 -0
N18 373 -2,0 F19 375 -0 N19 373 -0
V18 437 1,3673 J19 436 0 V19 439 -0
F19 499 -0 N19 498 0 F20 503 -0

02.07.2018 02.01.2019 01.07.2019

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

Q18 22 -0 G19 22 -0 Q19 23 -0
U18 45 -0 H19 42 -0 U19 45 0
V18 64 -0 J19 61 -0 V19 66 -0
X18 86 -0 K19 82 -0 X19 89 0
Z18 106 -0 M19 104 -0 Z19 109 -0
F19 126 -0 N19 123 -0 F20 130 0
G19 148 -0 Q19 146 -0 G20 152 -0
H19 168 -0 U19 168 -0 H20 170 0
J19 187 -0 V19 189 -0 J20 192 -0
K19 208 -0 X19 212 -0 K20 212 0
M19 230 -0 Z19 232 -0 M20 232 -0
N19 249 -0 F20 253 -0 N20 253 0
V19 315 -0 J20 315 -0 V20 318 0
F20 379 -0 N20 376 -0 F21 381 -0
J20 441 -0 V20 441 -0 J21 442 0
N20 502 -0 F21 504 -0 N21 504 0
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5.2 Resultados do backtest para diferentes indexações do CDI
Neste segundo backtest iremos analisar se os preços gerados pelo modelo são factíveis

de negócio com o preço considerado como de mercado. Além disso, iremos analisar os
resultados destes portfólios assim como foi feito na seção 4.3. Na Tabela 14 temos para
cada data base e cada α: os preços, portfólio escolhido e resultados nas mesmas três
trajetórias r(t).

É possível perceber que em todos os casos o modelo gerou preços factíveis de negócio
com o mercado quando se faz o hedge estático. Nas datas 02.01.2017 e 03.07.2017 podemos
perceber que houve grande diferença entre a precificação do modelo e a do mercado. Similar
ao backtest de arbitragem, essas duas datas foram as de maior diferença encontrada, porém
em ambos os casos o resultado final da operação foi negativo. A expectativa de mercado
extraída da curva futura de DI considerava um decrescimento no CDI mais acentuado do
que o permitido por f− no modelo, e por isso foi encontrado grande diferença nos preços e
no backtest de arbitragem.

Tabela 14 – Backtest da precificação de diferentes indexações do CDI

Preços Resultado
Data base α Bid Ask Mercado Portfólio Pior r(t) Melhor r(t) CDI

04.01.2016 0,5 93.292 93.072 93.001 Bid 0,1% 0,4% 0,3%
0,9 98.747 98.527 98.609 Bid 0,1% 0,4% 0,3%
1,5 106.929 106.709 107.658 Ask 0,2% 0,7% 0,5%
2,0 113.747 113.527 115.827 Ask 0,2% 1,1% 0,6%

01.07.2016 0,5 94.456 93.866 94.030 Bid 0,3% 2,4% 1,4%
0,9 99.116 98.527 98.812 Bid 0,3% 2,4% 1,4%
1,5 106.106 105.519 106.443 Ask 0,4% 2,3% 1,4%
2,0 111.932 111.346 113.249 Ask 0,4% 1,9% 1,3%

02.01.2017 0,5 103.676 85.566 94.767 Ask 11,5% 73,4% -7,0%
0,9 107.964 89.854 98.962 Ask 11,2% 71,4% -6,7%
1,5 114.395 96.285 105.602 Ask 10,9% 67,4% -6,0%
2,0 119.755 101.645 111.474 Ask 10,4% 64,1% -5,5%

03.07.2017 0,5 98.928 93.108 95.970 Bid 3,4% 26,4% -2,2%
0,9 102.106 96.286 99.208 Ask 3,5% 26,5% -2,2%
1,5 106.874 101.054 104.269 Ask 3,5% 26,5% -2,1%
2,0 110.847 105.027 108.682 Ask 3,5% 26,1% -2,1%

02.01.2018 0,5 96.873 96.762 96.787 Bid 0,0% 2,1% 1,1%
0,9 99.422 99.304 99.373 Ask 0,1% 2,2% 1,1%
1,5 103.235 103.127 103.381 Ask 0,1% 2,2% 1,1%
2,0 106.426 106.314 106.843 Ask 0,1% 2,3% 1,2%

02.07.2018 0,5 96.679 96.275 96.442 Bid 0,2% 4,9% 2,1%
0,9 99.504 99.100 99.306 Ask 0,3% 4,9% 2,1%
1,5 103.740 103.337 103.762 Ask 0,3% 5,0% 2,2%
2,0 107.268 106.868 107.626 Ask 0,3% 5,3% 2,3%
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É interessante notar que em todos os casos o modelo gerou um preço Bid maior
que o preço Ask, e que dos 24 backtests, em apenas 7 o portfólio com maior vantagem
inicial seria o comprado no indexado ao CDI, em todos os outros 17 o portfólio de maior
vantagem foi o vendido no produto.

Quando analisamos os backtests onde α > 1, em todos os casos a maior vantagem
foi para a posição vendida no percentual do CDI, no qual possue um viés negativo causado
pela subestimação do valor a se pagar no vencimento. Embora em todas as datas o portfólio
escolhido tenha sido o Ask para quando α > 1, nas datas 02.01.2017 e 03.07.2017 também
seria possível o negócio na posição comprada, e que curiosamente são as datas onde f− foi
subestimado.

Ao que parece, ao se maximizar a função 3.16 o fator de maior relevância para a
otimização dos λi é na verdade a diferença entre a expectativa da curva de mercado versus
as possíveis piores trajetórias limitadas aos parâmetros do modelo, sendo extremamente
importante a boa parametrização. Podemos perceber isso ao comparar os gráficos de
uma mesma data base com o backtest de arbitragem, onde em geral são bem similares.
Analisando as tabelas dos λi podemos perceber também semelhança com as posições geradas
no backtest de arbitragem. Quando analisamos apenas uma data base com diferentes α,
e comparamos as trajetórias r(t) geradas pelo modelo para cada α, podemos perceber
grande semelhança entre eles, assim como a posição nos futuros de DI também são bem
parecidas.

De maneira geral não pareceu haver grande vantagem nos preços gerados pelo
modelo, onde com exceção das datas 02.01.2017 e 03.07.2017, a maior diferença encontrada
versus o preço de mercado foi de 2,3% do principal, na data base 04.01.2016 com α = 2.

Os preços gerados para as datas do ano de 2017 geram grandes diferenças contra o
mercado, porém na verdade houve uma má parametrização, o que explica os resultados
negativos quando simulados pelo CDI realizado.

Para se fazer a análise dos resultados ao final do período, pode se usar o mesmo
racional de análise para o backtest de arbitragem. Entretanto a análise não é muito diferente
dado que os portfólios são bem parecidos. Podemos inferir que no geral foi possível precificar
um produto que paga um percentual α do CDI de maneira competitiva, gerando preços
que façam sentido e utilizando a curva futura de DI para se fazer o hedge estático. Vale
lembrar também que os resultados possivelmente poderiam ter sido melhores caso houvesse
rebalanceamento das posições conforme o passar do tempo.
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Figura 12 – Comparação das trajetórias r(t) pior, melhor e CDI realizado, de 04.01.2016
a 01.07.2016
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Figura 13 – Comparação das trajetórias r(t) pior, melhor e CDI realizado, de 02.01.2017
a 03.07.2017
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Figura 14 – Comparação das trajetórias r(t) pior, melhor e CDI realizado, de 02.01.2018
a 02.07.2018
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Tabela 15 – λi ótimos encontrados para α = 0.5

04.01.2016 01.07.2016 02.01.2017

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

G16 20 2,0 Q16 21 -2,0 G17 22 -2,0
H16 39 -2,0 U16 44 -2,0 H17 40 -2,0
J16 61 1,6438 V16 65 -2,0 J17 63 -2,0
K16 81 -2,0 X16 85 -2,0 K17 81 -2,0
M16 102 2,0 Z16 105 -0,0145 M17 103 -2,0
N16 124 -2,0 F17 127 0,0065 N17 124 -2,0
Q16 145 1,0179 G17 149 -0,0024 Q17 145 -2,0
U16 168 0,1858 H17 167 -0,8689 U17 168 -2,0
V16 189 -0,9786 J17 190 2,0 V17 188 -2,0
X16 209 2,0 K17 208 -1,131 X17 209 -2,0
Z16 229 -0,75 M17 230 0 Z17 229 -2,0
F17 251 -2,0 N17 251 -0,4998 F18 249 -2,0
G17 273 1,0437 V17 315 0 J18 310 -2,0
H17 291 -0 F18 376 -0 N18 373 -2,0
J17 314 -0 J18 437 0 V18 437 1,3673
N17 375 0 N18 500 -0 F19 499 0
V17 439 -0
F18 500 0

03.07.2017 02.01.2018 02.07.2018

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

Q17 21 2,0 G18 22 2,0 Q18 22 2,0
U17 44 -2,0 H18 40 -0,8428 U18 45 2,0
V17 64 -2,0 J18 61 0 V18 64 2,0
X17 85 -2,0 K18 82 -0 X18 86 -0,1065
Z17 105 -2,0 M18 103 -0 Z18 106 -2,0
F18 125 -2,0 N18 124 0 F19 126 -2,0
G18 147 -2,0 Q18 146 0 G19 148 -2,0
H18 165 -2,0 U18 169 -0 H19 168 -2,0
J18 186 -2,0 V18 188 1,1469 J19 187 -2,0
K18 207 -2,0 X18 210 -2,0 K19 208 2,0
M18 228 -2,0 Z18 230 0,3649 M19 230 2,0
N18 249 -1,215 F19 250 2,0 N19 249 1,0534
V18 313 2,0 J19 311 -2,0 V19 315 -0
F19 375 -0 N19 373 -2,0 F20 379 0
J19 436 -0 V19 439 1,9982 J20 441 -0
N19 498 0 F20 503 -0 N20 502 0
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Tabela 16 – λi ótimos encontrados para α = 0.9

04.01.2016 01.07.2016 02.01.2017

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

G16 20 2,0 Q16 21 -2,0 G17 22 -2,0
H16 39 -2,0 U16 44 -2,0 H17 40 -2,0
J16 61 1,6438 V16 65 -2,0 J17 63 -2,0
K16 81 -2,0 X16 85 -2,0 K17 81 -2,0
M16 102 2,0 Z16 105 -0,0139 M17 103 -2,0
N16 124 -2,0 F17 127 0,0062 N17 124 -2,0
Q16 145 1,0179 G17 149 -0,0024 Q17 145 -2,0
U16 168 0,1858 H17 167 -0,8694 U17 168 -2,0
V16 189 -0,9786 J17 190 2,0 V17 188 -2,0
X16 209 2,0 K17 208 -1,1258 X17 209 -2,0
Z16 229 -0,5703 M17 230 -0,0461 Z17 229 -2,0
F17 251 -2,0 N17 251 -0,0581 F18 249 -2,0
G17 273 1,264 V17 315 0 J18 310 -2,0
H17 291 0,0005 F18 376 -0 N18 373 -2,0
J17 314 0 J18 437 0 V18 437 1,3673
N17 375 -0 N18 500 0 F19 499 -0
V17 439 -0
F18 500 0

03.07.2017 02.01.2018 02.07.2018

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

Q17 21 2,0 G18 22 2,0 Q18 22 2,0
U17 44 -2,0 H18 40 -0,868 U18 45 2,0
V17 64 -2,0 J18 61 0,0001 V18 64 2,0
X17 85 -2,0 K18 82 -0,0001 X18 86 -0,1089
Z17 105 -2,0 M18 103 0 Z18 106 -2,0
F18 125 -2,0 N18 124 0,0001 F19 126 -2,0
G18 147 -2,0 Q18 146 -0,0002 G19 148 -2,0
H18 165 -2,0 U18 169 0,0001 H19 168 -2,0
J18 186 -2,0 V18 188 0,9437 J19 187 -2,0
K18 207 -2,0 X18 210 -2,0 K19 208 2,0
M18 228 -2,0 Z18 230 1,1215 M19 230 2,0
N18 249 -0,6105 F19 250 2,0 N19 249 1,6553
V18 313 2,0 J19 311 -1,9494 V19 315 -0
F19 375 -0 N19 373 -2,0 F20 379 0
J19 436 -0 V19 439 1,9936 J20 441 -0
N19 498 0 F20 503 0 N20 502 0
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Tabela 17 – λi ótimos encontrados para α = 1.5

04.01.2016 01.07.2016 02.01.2017

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

G16 20 2,0 Q16 21 -2,0 G17 22 -2,0
H16 39 -2,0 U16 44 -2,0 H17 40 -2,0
J16 61 1,6439 V16 65 -2,0 J17 63 -2,0
K16 81 -2,0 X16 85 -2,0 K17 81 -2,0
M16 102 2,0 Z16 105 -0,0187 M17 103 -2,0
N16 124 -2,0 F17 127 0,0095 N17 124 -2,0
Q16 145 1,0179 G17 149 -0,005 Q17 145 -2,0
U16 168 0,1858 H17 167 -0,8677 U17 168 -2,0
V16 189 -0,9786 J17 190 2,0 V17 188 -2,0
X16 209 2,0 K17 208 -1,1312 X17 209 -2,0
Z16 229 -0,7051 M17 230 0,0943 Z17 229 -2,0
F17 251 -2,0 N17 251 -0,595 F18 249 -2,0
G17 273 0,9977 V17 315 0 J18 310 -2,0
H17 291 0 F18 376 -0 N18 373 -2,0
J17 314 -0 J18 437 0 V18 437 1,3777
N17 375 -0 N18 500 0 F19 499 0
V17 439 -0
F18 500 0

03.07.2017 02.01.2018 02.07.2018

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

Q17 21 2,0 G18 22 2,0 Q18 22 2,0
U17 44 -2,0 H18 40 -0,843 U18 45 2,0
V17 64 -2,0 J18 61 0,0001 V18 64 2,0
X17 85 -2,0 K18 82 -0,0001 X18 86 -0,0948
Z17 105 -2,0 M18 103 0,0001 Z18 106 -2,0
F18 125 -2,0 N18 124 0 F19 126 -2,0
G18 147 -2,0 Q18 146 -0,0001 G19 148 -2,0
H18 165 -2,0 U18 169 0,0002 H19 168 -2,0
J18 186 -2,0 V18 188 1,1395 J19 187 -2,0
K18 207 -2,0 X18 210 -2,0 K19 208 2,0
M18 228 -2,0 Z18 230 0,3833 M19 230 2,0
N18 249 -1,2403 F19 250 2,0 N19 249 1,0412
V18 313 2,0 J19 311 -2,0 V19 315 -0
F19 375 0 N19 373 -2,0 F20 379 0
J19 436 -0 V19 439 1,9864 J20 441 -0
N19 498 -0 F20 503 -0 N20 502 0
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Tabela 18 – λi ótimos encontrados para α = 2

04.01.2016 01.07.2016 02.01.2017

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

G16 20 2,0 Q16 21 -2,0 G17 22 -2,0
H16 39 -2,0 U16 44 -2,0 H17 40 -2,0
J16 61 1,6439 V16 65 -2,0 J17 63 -2,0
K16 81 -2,0 X16 85 -2,0 K17 81 -2,0
M16 102 2,0 Z16 105 -0,0195 M17 103 -2,0
N16 124 -2,0 F17 127 0,0096 N17 124 -2,0
Q16 145 1,0179 G17 149 -0,0051 Q17 145 -2,0
U16 168 0,1858 H17 167 -0,8675 U17 168 -2,0
V16 189 -0,9786 J17 190 2,0 V17 188 -2,0
X16 209 2,0 K17 208 -1,1313 X17 209 -2,0
Z16 229 -0,9292 M17 230 0,1415 Z17 229 -2,0
F17 251 -2,0 N17 251 -1,1423 F18 249 -2,0
G17 273 0,7214 V17 315 0 J18 310 -2,0
H17 291 0 F18 376 -0 N18 373 -2,0
J17 314 -0 J18 437 0 V18 437 1,3674
N17 375 0 N18 500 -0 F19 499 -0
V17 439 -0
F18 500 0

03.07.2017 02.01.2018 02.07.2018

Cód. Dias p/
vencimento λi Cód. Dias p/

vencimento λi Cód. Dias p/
vencimento λi

Q17 21 2,0 G18 22 2,0 Q18 22 2,0
U17 44 -2,0 H18 40 -0,8442 U18 45 2,0
V17 64 -2,0 J18 61 0,0003 V18 64 2,0
X17 85 -2,0 K18 82 -0,0002 X18 86 -0,0832
Z17 105 -2,0 M18 103 0,0001 Z18 106 -2,0
F18 125 -2,0 N18 124 0,0002 F19 126 -2,0
G18 147 -2,0 Q18 146 -0,0004 G19 148 -2,0
H18 165 -2,0 U18 169 0,0006 H19 168 -2,0
J18 186 -2,0 V18 188 1,3563 J19 187 -2,0
K18 207 -2,0 X18 210 -2,0 K19 208 2,0
M18 228 -2,0 Z18 230 -0,3225 M19 230 2,0
N18 249 -1,7651 F19 250 2,0 N19 249 0,5295
V18 313 2,0 J19 311 -2,0 V19 315 -0
F19 375 -0 N19 373 -2,0 F20 379 0
J19 436 0 V19 439 1,9751 J20 441 -0
N19 498 0 F20 503 0 N20 502 0
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6 CONCLUSÃO

Neste capítulo serão apontadas as principais conclusões sobre a implementação,
validação e aplicação do modelo Epstein-Wilmott ao mercado brasileiro.

O modelo não probabilístico proposto por Epstein e Wilmott (1998) é bem mais
simples do que os modelos estocásticos de juros mencionados na revisão da literatura.
Apesar de ter quatro parâmetros, os mesmos são fáceis e intuitivos de estimar, onde seria
possível considerar alguma expectativa econômica ou de mercado. Neste trabalho não
foi feito nenhum estudo de sensibilidade sobre os parâmetros; estes foram escolhidos de
maneira arbitrária com uma regra geral.

Apesar das aproximações explícitas na implementação pelo método de diferenças
finitas, foi possível gerar preços que fazem sentido e podem ser validados em um backtest do
que aconteceria com este portfólio em seu pior cenário. O que era esperado dos resultados
pela construção matemática do modelo foi comprovado através dessas simulações, em que,
caso a pior trajetória para um determinado portfólio ocorra, os preços iniciais garantem
um resultado zerado ao final da operação.

Para se precificar um produto indexado ao CDI cujo payoff depende da trajetória
realizada, fez-se uma aproximação no grid que gera um viés, perdendo-se o efeito juros
sobre juros. Apesar desta aproximação, ainda assim foi possível validar o modelo para
a precificação do produto, de forma que os resultados continuam fazendo sentido com a
construção matemática do modelo.

A precificação de um produto em seu pior cenário gera preços Bid/Ask muito
distantes e que não seria possível haver qualquer negociação com o mercado; porém,
quando se faz o hedge estático é possível gerar preços que são factíveis de negociação, tanto
na precificação de um ZCB quanto na de um produto indexado ao CDI. Quando há o
hedge estático, o novo portfólio gerado possui uma pior trajetória r(t) diferente, já que
a não linearidade do problema faz com que a precificação de produtos em separado seja
diferente da precificação conjunta. Esta nova pior trajetória r(t) é condicionada em forma
de zig zag de acordo com as inflexões de V (r, t) durante a vida do portfólio.

O modelo também pode ser usado para testar arbitragem entre um determinado
portfólio de futuros de DI e as limitações da evolução do CDI. Caso em que, ao se precificar
um portfólio nulo, o valor a ser maximizado será a diferença entre um portfólio avaliado
pelo modelo através de sua pior trajetória e o valor de mercado deste mesmo portfólio.
Apesar de ter sido possível encontrar uma arbitragem inicial, não necessariamente houve
um resultado positivo em todas as simulações ao final da operação, pois a parametrização
correta é de extrema importância.



Capítulo 6. CONCLUSÃO 59

Das doze datas testadas para arbitragem, em apenas cinco o modelo encontrou
diferenças significantes, porém em duas delas ocorreram resultados negativos causados
pela subestimação de f−. Nestas duas datas base havia uma expectativa de mercado sobre
cortes agressivos na SELIC, o que, pela parametrização do modelo não seria possível,
dado que tais variações estavam abaixo do percentil 0,1 da série de variação anual do CDI
utlizada para calcular os parâmetros.

Este trabalho não considerou nenhum tipo de rebalanceamento do portfólio durante
seu tempo de vida, uma estratégia que possivelmente poderia melhorar os resultados
obtidos. Logo após a precificação e tomada de posição inicial haveria um período vantajoso
onde o CDI se manteria constante, porém a pior trajetória r(t) precificada pelo modelo
estaria variando todos os dias. Uma vez que há um período vantajoso nesses dias iniciais,
possivelmente haveria chamadas de margem positivas considerando todo o portfólio, mas,
para comprovar esta hipótese seria necessário fazer a simulação. Além disso, caso houvesse
o rebalanceamento, talvez fosse possível encontrar uma diferente arbitragem causada pelas
movimentações dos preços e das novas expectativas futuras de mercado.

Para o backtest na precificação de um produto com diferentes indexações α do
CDI, o objetivo inicial foi comparar os preços ótimos gerados pelo modelo quando se há
o hedge estático, com os preços considerados como de mercado. O modelo gerou preços
em todos os casos que tornariam possível a negociação com o mercado, porém nas datas
base 02.01.2017 e 03.07.2017, os preços ficaram subestimados por conta do parâmetro f−,
o que ocasionou um resultado negativo ao final da operação quando simulado pelo CDI
realizado. Foi possível perceber grande semelhança entre a composição de portfólios para
uma mesma data base quando se precifica com diferentes α. Tal semelhança implica em
piores trajetórias r(t) parecidas para uma mesma data base, o que é facilmente percebido
quando comparamos os gráficos dos r(t) gerados pelo modelo.

É interessante notar que inclusive há semelhança entre o portfólio utilizado para se
fazer o hedge estático deste produto com os portfólios gerados no backtest de arbitragem
quando comparamos a mesma data base. Possivelmente o grande potencial de melhoria
nos preços ofertados pelo modelo é dado pela capacidade de encontrar um portfólio que
possui maior diferença entre a precificação pelo modelo e a precificação do mercado pela
curva futura de DI. De maneira geral, com exceção das datas base 02.01.2017 e 03.07.2017,
o hedge estático pareceu funcionar, garantindo ao final das simulações resultados positivos,
embora inexpressivos. Isso já é uma grande vantagem versus outros modelos por não haver
a necessidade de se fazer um delta hedge dinâmico.

O modelo Epstein-Wilmott parece ser robusto e funcionar de maneira adequada
desde que os parâmetros tenham sido bem escolhidos. Ainda é necessário fazer mais testes
com diferentes produtos e com mais datas para que se possam tirar conlusões melhores
sobre a capacidade de encontrar preços vantajosos versus o mercado.
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6.1 Pesquisas futuras
Uma melhoria inicial na aplicação deste modelo seria utilizar um método de

resolução mais robusto e que possua um erro menor do que o método de diferenças finitas
explícito. Neste trabalho o método foi escolhido pela facilidade de implementação, porém
seria possível utilizar uma solução mais sofisticada.

Outra possível melhoria seria a respeito das premissas adotadas referentes aos
produtos utilizados neste trabalho. Os contratos futuros de DI possuem chamadas de
margem diária, porém isso foi desconsiderado na aplicação do modelo e na simulação do
bank account. Além disso poderia ser feita uma melhor aproximação do payoff do produto
indexado ao CDI, diminuindo-se o viés da perda do efeito juros sobre juros.

Para se ter um melhor embasamento sobre a capacidade do modelo em gerar preços
vantajosos e que garantam um resultado positivo, seria necessário fazer mais testes, tanto
com outros produtos quanto em mais datas base, e também analisar a sensibilidade dos
preços em relação aos parâmetros.

Com intuito de deixar as simulações mais fiéis à realidade, poderiam ser incluídos
custos de transação e preços Bid/Ask considerados como de mercado, pois neste trabalho
considerou-se um preço único como de mercado e que também foi usado como comparação
para os preços gerados pelo modelo.

Talvez a melhoria mais relevante seja incluir uma estratégia de rebalanceamento
diário das posições, na qual todo dia seria feita a otimização do portfólio, encontrando-
se novos λi e ajustando-se as posições. Em conjunto com o rebalanceamento diário, as
chamadas de margem diárias também poderiam ser incluídas no cálculo do bank account,
o que permitiria comprovar o que aconteceria nos dias iniciais quando se encontra uma
arbitragem inicial e o CDI se mantém constante até a próxima reunião do COPOM. Outra
opção seria fazer algum ajuste no modelo para incluir jumps nos dias seguintes às reuniões
do COPOM, porém, em todos os outros dias entre reuniões, f(r, Vr) seria zero, não havendo
qualquer variação na taxa.
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