
FUNDAÇÃO GETULIO VARGAS
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Resumo

Este trabalho se dedica ao exerćıcio emṕırico de gerar mais restrições ao modelo de apreçamento

de ativos com séries temporais desenvolvido por Hansen e Singleton JPE 1983. As restrições vão,

desde um simples aumento qualitativo nos ativos estudados, à uma extensão técnica proposta a

partir de um estimador consistente do fator estocástico de desconto. As estimativas encontradas

para a aversão relativa ao risco do agente representativo estão dentro do esperado, na maioria

dos casos, já que atingem valores já encontrados na literatura, além do fato destes valores serem

economicamente plauśıveis. A extensão teórica proposta não atingiu os resultados esperados,

parecendo melhorar a estimação do sistema marginalmente.

Palavras-chave: 1.Preços. 2.Macroeconomia. 3.Análise de Séries Temporais



Abstract

This work is dedicated to the empirical exercise of generating more restrictions on an asset

pricing model with time series developed by Hansen and Singleton JPE 1983. The restrictions

go from a simple qualitative increase in the studied assets to a proposed extension derived

from a consistent estimator of the stochastic discount factor. Estimates found for the relative

risk aversion of the representative agent are as expected, in most cases, reaching values already

found in literature, besides the fact that these values are economically plausible. The theoretical

extension proposal did not achieve the expected results beacause it seems to improve the systemic

estimation marginally.

Keywords: 1.Prices. 2.Macroeconomics. 3.Time Series Analisys
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1 Introdução 11

2 Revisão de literatura 13

3 Resumo teórico 15
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Caṕıtulo 1

Introdução

A evolução da literatura de apreçamento em econometria se deu tendo como norte a solução

de puzzles que se manifestavam quando tentávamos estimar modelos teóricos e obter valores

para parâmetros chave das preferências do agente representativo. Basicamente, a estimação dos

parâmetros gerava resultados que, de acordo com a teoria, tinham falhas estruturais simples e

que, com estas, viriam perda de credibilidade ou a exposição de um aparente viés.

A percepção de parte da literatura que sucedeu estes trabalhos dos anos 80/90 era de que

estes resultados ”ruins”advinham da imposição de uma fórmula funcional bastante restritiva para

as preferências do agente representativo. Esta imposição geraria, por definição, uma fórmula

funcional expĺıcita (e também muito restritiva) para o fator estocástico de desconto em função

de uma medida de consumo agregada, de uma taxa de desconto e da aversão relativa ao risco do

agente representativo. Isto induziu a literatura a flexibilizar as preferências e, por conseguinte,

flexibilizar a fórmula funcional do fator estocástico de desconto imputanto mais parâmetros no

modelo e obtendo ”fits”nos dados mais consistentes e resultados que dialogassem bastante bem

com a literatura teórica.

Essencialmente, o que parte da literatura percebeu foi que, impondo fórmulas funcionais

fechadas e restritivas para as preferências, estamos perdendo informações valiosas presentes na

dinâmica das variáveis que são ignoradas na estimação. A pergunta que viria a seguir seria: O que

aconteceria se impuséssemos restrições aos modelos criticados que devolvessem essa informação

perdida e que corrigissem, de certa forma, a estimação?

Nosso exerćıcio emṕırico ,então , tem como objetivo analisar as implicações da adição de

restrições relacionadas com a dinâmica do fator estocástico de desconto a modelos clássicos

de apreçamento. Para isso, selecionamos um bom exemplo do que foi feito na literatura de

apreçamento nos anos 80 e 90, Hansen and Singleton [1983] e desenvolvemos uma extensão teórica

que permitisse esta adição. Para captar a dinâmica do fator estocástico de desconto optamos

por usar um estimador consistente com propriedades teóricas e emṕıricas bastante robustas e

consistentes desenvolvido em Araujo and Issler. Neste sentido, podemos dizer que este trabalho

se reservou na junção destes dois trabalhos através de uma extensão teórica bastante simples.
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Nosso objetivo inicial seria medir as mudanças que esta nova forma de estimar geraria nos

parâmetros do modelo canônico estimado pela literatura. Neste sentido, todos os resultados

foram dispostos de forma que ficasse evidente os movimentos dos parâmetros β (Taxa de desconto

do agente) e γ (aversão relativa ao risco) na medida que mudávamos a estimação do modelo

desenvolvido em Hansen and Singleton [1983] para nossa extensão teórica utilizando o estimador

consistente do fator estocástico de desconto.



Caṕıtulo 2

Revisão de literatura

A literatura de apreçamento de ativos em econometria é bem rica e cresceu nas últimas

décadas norteada pela necessidade de desvendar e entender alguns puzzles que foram descobertos

ao longo do caminho. O mais famoso deles é o equity premium puzzle de Mehra and Prescott

[1985]. Neste trabalho, os autores apontam a inconsistência teórica das estimações feitas até

ali para a aversão relativa ao risco do agente representativo e o prêmio de risco do retorno

de mercado. Outros trabalhos também encontraram uma baixa performance de apreçamento,

usando diferentes tipos de estimação, mas baseados no mesmo modelo neoclássico básico de

agente representativo impondo preferências com aversão relativa ao risco constante. Entre eles

estão Grossman et al. [1987] e nossa literatura de referência. Hansen and Singleton [1983].

Estes resultados desencadearam uma reação da academia para desvendar a origem da baixa

performance dos modelos de apreçamento. As soluções propostas foram as mais diversas e se

basearam, essencialmente, em mudanças nas preferências, como em Epstein and Zin [1989],Hall

[1985] e em Attanasio and Weber [1989], ou extensões do modelo com mercados incompletos.

Particularmente, em Epstein and Zin [1989], os autores propõe uma função de utilidade onde

a aversão relativa ao risco se separa da elasticidade de substituição intertemporal. Todos os

modelos até então impunham que estes parâmetros estavam ligados. Como estamos dialogando

com uma literatura anterior ao referido trabalho, este será o nosso caso.

Uma outra vertente começou a estudar que propriedades o fator estocástico de desconto

deveria ter para que o apreçamento fosse satisfatório. Isto, teoricamente, ajudaria a escolher

preferências que gerassem fatores estocásticos de desconto que tivessem estas propriedades. Te-

mos como exemplos Hansen and Jagannathan [1997] e Hansen and Richard [1987]. Nesta linha,

encontrar um estimador consistente para o processo do fator estocástico de desconto parece um

bom caminho a se seguir,como foi feito em Araujo and Issler.

Outra variante do modelo básico que foi fortemente trabalhada é a escolha da medida de con-

sumo ideal. Existe uma longa discussão sobre a separabilidade das preferências do agente repre-

sentativo entre bens duráveis, não duráveis e variações destes dois agregados, como não duráveis

acrescido de serviços. Esta linha de pesquisa foi, basicamente, desenvolvida em Hall [1981]
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e Flavin [1981]. Este último trabalho inaugurou um novo puzzle, o excess smoothness(excess

sensitivity) of consumption.

Em nossas estimações vamos usar o Método Generalizado dos Momentos(GMM) que foi

utilizado, nesta literatura, inicialmente, em Hansen and Singleton [1982].



Caṕıtulo 3

Resumo teórico

Toda esta literatura parte da equação básica de apreçamento, qt = Et[Mt+1Xt+1], onde qt é

um vetor de preços dos N ativos presentes na economia, Xt+1 é um vetor de variáveis aleatórias

que representam payoffs dos respectivos ativos e Mt+1 é o SDF, fator estocástico de desconto

(também conhecido como IMRS - Intertemporal Marginal Rates of Substitution). Esta equação

pode ser derivada de diversas formas. Na seção 2.1, derivaremos um modelo simples que resultará

nela. Nas seções seguintes, introduziremos os modelos anaĺıticos, as principais referências, as

fórmulas usadas na construção do estimador consistente do SDF e explicaremos como iremos

proceder no sentido de calcular nossos modelos e testes.

3.1 Modelo econômico

Iniciamos nossa análise a partir do modelo básico de agente representativo cujo problema

consiste na escolha dinâmica (ou sequêncial) de consumo de um único bem {Ct}t e de N ativos

{At+1}t observando os preços pt e qt em equiĺıbrio. O Agente representativo otimiza sua utilidade

esperada. Sua utilidade é bem comportada, sendo assim o agente resolve o seguinte problema:

Max
Ct,At+1

∑
t

βtEt[u(Ct)]

s.t. PtCt + qtAt+1 ≤ (qt + dt)At + ωt

(3.1)

Em que At é um vetor com as posições nos N ativos no peŕıodo t, β é um fator de desconto

intertemporal, ωt é a renda exógena do indiv́ıduo no peŕıodo t, qt é um vetor de preços do ativo

no peŕıodo t e dt é o vetor de ganhos de detentores de ativos no mesmo peŕıodo. Diante do

problema acima podemos escrever o Lagrangeano:

L = Et(
∑
t

βt[u(Ct)− λt[PtCt + qtAt+1 − ωt − (qt + dt)At]]) (3.2)

Obtemos as seguintes condições de primeira ordem:



16

[Ct] : Et(β
t[u′(Ct)− βtλtPt]) = 0 ,∀t (3.3)

[Ant+1] : Et(−βtλtqnt + βt+1(qnt+1 + dnt+1)λt+1) = 0 ,∀t ,∀n (3.4)

Usando (3) em (4) podemos, finalmente, chegar na equação de apreçamento:

1 = Et[β
u′(Ct+1)

u′(Ct)

(qnt+1 + dnt+1)

qnt

Pt
Pt+1

] = Et[β
u′(Ct+1)

u′(Ct)

Xn
t+1

qnt

Pt
Pt+1

] ,∀n ,∀t (3.5)

Em que Xn
t+1 é o payoff do ativo n no peŕıodo t+1. Podemos ainda reescrever:

1 = Et[β
u′(Ct+1)

u′(Ct)

(1 + int+1)

(1 + πt+1)
] = Et[β

u′(Ct+1)

u′(Ct)
Rnt+1] ,∀n ,∀t (3.6)

Em que it é a taxa retorno nominal do ativo e πt é a taxa de inflação. Podemos então

escrever:

1 = Et[β
u′(Ct+1)

u′(Ct)
(1 + rnt+1)] ,∀n ,∀t (3.7)

Em que rt é a taxa de retorno real do ativo.

Podemos definir Mt+1(Ct+1, Ct) = β u
′(Ct+1)
u′(Ct)

variável aleatória que chamaremos de fator

estocástico de desconto (SDF). Podemos então escrever a fórmula de apreçamento básica usando

o SDF.

1 = Et[Mt+1(Ct+1, Ct)R
n
t+1] ,∀n ,∀t (3.8)

Observe que não impusemos qualquer restrição ou fórmula funcional para Mt(Ct+1, Ct).

Este termo depende exclusivamente de parâmetros das preferências e da série de consumo.

Impondo qualquer tipo de fórmula paramétrica iremos gerar algum tipo de viés na estimação dos

próprios parâmetros caso ela não seja a verdadeira. Neste sentido, estimar os parâmetros destas

preferências de forma direta pode gerar algum tipo de perda de informação oriunda da imposição

do modelo usado já que a fração do fator estocástico que a função imposta não consegue explicar

vai direto para o erro. Neste estudo esperamos resgatar esta informação perdida.

Mais à frente, na direção de replicar os resultados de Hansen and Singleton [1983], iremos

impor preferências CRRA( Constant Relative Risk Aversion) através da escolha de sua formula

funcional para representar as preferências do indiv́ıduo representativo. Esta função dada por

u(Ct) =
C1−γ
t

1−γ ,sendo γ é a aversão relativa ao risco e o SDF correspondente é MCRRA
t =

β u
′(Ct+1)
u′(Ct)

= β(Ct+1

Ct
)−γ .

Alguns resultados interessantes podem ser derivados desta simples equação (8) impondo

estrutura às preferências(como monotonicidade e semi-concavidade) mas sem impor uma fórmula

funcional. Alguns destes resultados, estão relacionados com a ausência de possibilidades de

arbitragem. Como esta equação foi exaustivamente estudada vou colocar aqui apenas os que irei

usar sem derivá-los. Seguindo Mas-Colell et al. [1995] ou Hansen and Richard [1987], podemos

garantir, por exemplo, sob algumas hipóteses fracas e geralmente usadas que:
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Proposio 3.1.0.1 Ausência de arbitragem ⇒ ∃ Mt ≥ 0 ∀ indiv́ıduo

Ausência de arbitragem pode ser entendida como a possibilidade de ganhos positivos não

aleatórios pagando preço nulo. Este conceito teórico é muito usado na literatura para impor

restrições aos SDFs ou até mesmo em modelagens mais complexas usando cálculo estocástico.

Em nosso trabalho, além de impor restrições na hora de avaliar nosso estimador, este conceito

tem um papel importante na construção do mesmo garantindo, no limite, a consistência e a

unicidade do processo estocástico a ser estimado.

3.2 Medida de distância do conjunto de SDFs admisśıveis

Aqui vamos expor os principais resultados derivados em Hansen and Jagannathan [1997].

Este trabalho é emblemático pois nos possibilita comparar a qualidade de estimadores para o

fator estocástico de desconto. Uma vez estimada nossa série, podemos ainda testar a qualidade

de nosso estimador na precificação de diferentes tipos e classes de ativos.

Comecemos com algumas definições:

Definio 3.2.0.1 (Λ|Γ) é o espaço das variáveis aleatórias com os dois primeiros mo-

mentos condicionais a Γ(conjunto de informação) finitos. Nestes termos, o produto in-

terno < h, h >= E(hh|Γ) = EΓ[hh] pode ser definido. O que define a norma ||h|| =< h, h >1/2

tal que h ∈ (Λ|Γ).

Observe, primeiramente, que este espaço é completo o que nos permite afirmar que é um

Espaço de Hilbert.

Definio 3.2.0.2 P é o subespaço de (Λ|Γ) tal que P = [cX : c ∈ Rn, n é o número de ativos]

Definio 3.2.0.3 Conjunto de SDFs admisśıveis em (Λ|Γ),

Ξ = [M ∈ (Λ|Γ) : Π(p) = EΓ[Mp] e p ∈ P ]

Definio 3.2.0.4 Função de apreçamento, Π(.) : P → R tal que

Π(p) = EΓ[Mp] = EΓ[McX] = cq

Em Hansen and Jagannathan [1997] os autores desenvolvem uma medida de ”qualidade”do

SDF que nada mais é do que uma medida da distância, sob a métrica escolhida acima, para o

conjunto Ξ. Seja ξ nossa proxy para o SDF, M. O primeiro resultado interessante dos autores é

o fato de que esta medida pode ser escrita de duas maneiras(Este resultado se deriva do teorema

de Reiz):

δ+2
= Min M∈Ξ, M≥0 ||ξ−M || = Max p∈P, ||p||=1 |E[ξp]−E[Mp]| = Max p∈P, ||p||=1 |Πα(p)−Π(p)|

(3.9)



18

Observando este resultado, percebemos que esta medida é equivalente a distância entre a

tentativa de apreçamento da proxy e o apreçamento verdadeiro. Usando este resultado, os

autores desenvolvem uma classe de estimadores para esta medida.

De acordo com Hansen and Jagannathan [1997], temos um estimador consistente para δ+.

Tomando ξ(β), onde β é um vetor de parâmetros, e definindo o operador (.)+ = max[., 0], tal

estimador será:

δ̂+ = MinβMaxλ[[1/T ]
T∑
t=1

[(ξt+τ (β))2 − (ξt+τ (β)− λ′xt+τ )+2 − 2λ′qt]]
1/2 (3.10)

Para usarmos inferência estat́ıstica no sentido de verificar se a distância da proxy para Ξ é

estatisticamente próxima de 0, precisamos de uma teoria que aponte uma distribuição assintótica

para este estimador, que, de acordo com Hansen et al. [1995] será tal que:

T (1/2)δ̂(δ̂ − δ)
2σ̂

⇒D N(0, 1) (3.11)

Onde σ̂ é o estimador robusto a autocorrelação serial de Newey West da seguinte variável:

ut, T = (yt+τ )2 − (yt+τ − l̂
′
Txt+τ )+2 − 2q

′
t l̂T (3.12)

Onde l̂T é o argmax de (10)

Esta medida é largamente usada na literatura para comparar modelos de apreçamento de

ativos e para estudos de Monte Carlo. Um bom exemplo desta metodologia é Otrok et al. [2002].



Caṕıtulo 4

Propriedades do Estimador de SDF

Utilizado

Comecemos com algumas hipóteses:

Hiptese 1 Ausência de oportunidades de arbitragem no apreçamento de ativos de maneira

instantânea valendo para todo peŕıodo ou fração do mesmo.

Hiptese 2 Seja Rt = (R1;t;R2;t; ...;RI;t)
′

um vetor Nx1 contendo todos os retornos (um mais a

taxa de retorno) dos I ativos da economia e considere o processo estocástico vetorial {ln(MtRt)}∞j=1.

Na dimensão (t), assumimos que {ln(MtRt)}∞j=1 é estacionário em covariâncias e ergótico com

os dois primeiros momentos finitos uniformemente em i.

Este estimador utilizado será:

M̂t =
R̄Gt

1
T

∑T
j=1 R̄

G
t R̄

A
t

(4.1)

Onde R̄At é a média aritimética dos retornos de todos os ativos e R̄Gt a média geométrica do

rećıproco dos retornos de todos os ativos.

O teorema que garante a consistência do estimador foi provado em Araujo and Issler e o

enunciado é o seguinte:

Teorema 1. Observando as hipóteses 1 e 2 , na medida que N,T → ∞ con N divergindo tão

rápido ou mais que T, a realização do SDF no peŕıodo t, Mt, pode ser consistentemente estimado

usando M̂t.

Observe que as hipóteses necessárias para consistência são bem fracas. Observe também que

este estimador é uma função bastante simples apenas dos retornos dos ativos da economia. Outra

propriedade importante é que nenhuma observação deste estimador possui valores negativos

atendendo a proposição 2.1.2(Isto não é uma coincidência pois, por definição, este estimador só
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pode apresentar valores não negativos). A hipótese que temos que ter mais cuidado é a de que

N tem que ir mais rápido para o infinito que T. Mas ela passa a fazer sentido se considerarmos

que todo portfólio, composto de combinações arbitrárias de ativos presentes na economia, deve

ser apreçado da mesma forma que os ativos (usando o mesmo Mt))e , desta maneira, pode ser

tratado como um novo ativo, gerando um aumento no conjunto de ativos suficientemente alto.

As figuras a seguir mostram o comportamento de M̂t ao longo do tempo e se comparado com

crescimento da série de consumo de não duráveis Ct+1

Ct
:

Figura 4.1: Série de tempo de M̂t

Descrição: Processo estocástico estimado para o fator estocástico de desconto
através do estimador para o peŕıodo 1992-2014. Observe que por definição do
estimador as observações são sempre maiores que zero de acordo com a teoria e
com a proposição 1.
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Figura 4.2: Relação entre M̂t e o MCRRA
t (β, γ)

Descrição: Relação entre observações do processo estocástico e observações do
fator esocástico de desconto teórico derivado da CRRA como uma função do
crescimento do consumo. A fórmula funcional em vermelho é de MCRRA

t =

β
u′(Ct+1)

u′(Ct)
= β(

Ct+1

Ct
)−γ(β = 1, γ = 1.5).

No gráfico acima foram usados os parâmetros das preferências CRRA parecidos com os

obtidos na literatura. Neste gráfico fica evidente como o uso de uma preferência discricionária

pode ser danoso para a estimação.



Caṕıtulo 5

Modelo de apreçamento de ativos

com séries temporais

Nossa intenção aqui é desenvolver e apresentar exatamente o modelo que foi estimado por

Hansen and Singleton [1983] e, em seguida, propor uma mudança com mais equações (conse-

quentemente mais restrições). Como os próprios autores afirmam em sua conclusão, esse modelo

tem limitações, seja por depender de hipóteses sobre a distribuição dos processos estocásticos,

seja por impor um tipo de preferência de maneira discricionária e propõe estimações por GMM

como em Hansen and Singleton [1982] ou preferências mais gerais como em Epstein and Zin

[1989]. Defendem seu trabalho focando o objetivo da validação do uso extensivo de preferências

CRRA na direção de determinar o grau de aversão ao risco do indiv́ıduo representativo, como

foi feito pela literatura até então.

Sabemos de tais limitações, mas queremos propor uma extensão, não só para este modelo,

mas para qualquer modelo vetorial estrutural que fixe preferências a priori. Esta extensão seria,

basicamente, adicionar mais equações que relacionem o SDF teórico e as outras variáveis e

estimar o SDF usando um estimador consistente como M̂t. Neste contexto, este estudo vai usar

Hansen and Singleton [1983] para verificar se esta extensão realmente gera ganhos na estimação.

Comecemos com a hipótese básica de Hansen and Singleton [1983]:

Hiptese 3 Seja Yt = (ln(Ct+1

Ct
), ln(R1t), ln(R2t), ..., ln(RNt)). O processo estocástico {Yt}∞j=1|Ψ ∼

N(µn, σ
2) onde Ψ é um conjunto de informação tal que Ψt ⊂ It e onde It é o conjunto de in-

formação do indiv́ıduo representativo no peŕıodo t.

Podemos definir gct+1 ≡ ln(Ct+1

Ct
) e rn,t+1 ≡ ln(Rnt) ∀ n e ln(β) ≡ ρ. Observe que esta

hipótese, basicamente, impõe que ln(Ct+1

Ct
Rt) é normalmente distribuido, ou seja, que Ct+1

Ct
Rt

é lognormal. Neste sentido, temos que a equação de apreçamento, pela lei das expectativas

iteradas, e pelo fato de que E(MtRt|Ψt) = eµn+σ2
n/2, pode ser escrita da seguinte maneira:

1/β = Et((
Ct+1

Ct
)−γRt) = Et(E((

Ct+1

Ct
)−γRt|Ψt)) = Et(e

µn+σ2
n/2) (5.1)
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Isto posto, podemos escrever:

− ρ = lnEt[e
µn+σ2

n/2] (5.2)

Da equação acima, podemos escrever:

µn = −ρ− σ2
n/2 (5.3)

Et[(−γ)gct+1 + rn,t+1 − µnt] = 0 (5.4)

Por fim, podemos escrever:

(−γ)gct+1 + rn,t+1 + ρ+ σ2
n/2 + εn,t = 0 (5.5)

Em que εn,t ∼ N(0, σ2
n). Agora, seja Yt = (gct , r1,t, r2,t, ..., , rN,t)

′. Os autores ainda postulam

uma última hipótese:

Hiptese 4 E(gct+1|Ψt) = a(L)′Yt + τc, ou seja, gct+1 é uma função linear dos lags dos retornos

e dele mesmo e de um rúıdo branco.

Usando a hipótese 4 podemos escrever:

gct+1 = a(L)′Yt + τ + et (5.6)

Usando também a equação (18), podemos escrever o seguinte sistema linear vetorial estru-

tural:

A0Yt+1 = A1(L)Yt +K + Vt (5.7)

ou, alternativamente:

1 0 0 0 0

−γ 1 0 0 0

: 0 1 ... 0

. 0 ... ... 0

−γ 0 0 0 1


·



gct+1

r1,t+1

:

.

rN,t+1


=



a(L)′

0

:

.

0





gct

r1,t

:

.

rN,t


+



τc

−ρ− σ2
1/2

:

.

−ρ− σ2
N/2


+



et

ε1,t

:

.

εN,t


(5.8)

Essa é exatamente a equação usada em Hansen and Singleton [1983]. Diante dela, gos-

taŕıamos de propor uma mudança que, impondo restrições adicionais ao mesmo sistema, em

tese, atuaria no sentido devolver ao sistema qualquer tipo de informação perdida oriunda da

estimação do modelo potencialmente ”errado”. Lembrando que nosso objetivo é estimar os

parâmetros das preferências de forma mais consistente e eficiente posśıvel. Diante disto, relem-

bre que ln(Mt) = −ρ− γ ln(Ct+1

Ct
) e defina ln(Mt) ≡ mt ∀t.
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Agora observe que podemos escrever Et[M̂t] = Mt, pela consistência, o que nos permite

dizer que Mt = M̂t + ιt, onde ιt é um erro de média zero. Usando uma expansão de taylor de

primeira ordem em torno de M̂t, podemos escrever ln(M̂t + ιt) = ln(Mt) = ln(M̂t) + M̂t+ι∗

M̂t
≈

ln(M̂t) + ∆%M̂t. Definindo m̂t ≡ ln(M̂t) podemos escrever:

m̂t = εn,t −∆%M̂t − rn,t − σ2
n/2 = ε∗n,t − rn,t − σ2

n/2 (5.9)

m̂t = −ρ− γgct −∆%M̂t = −ρ− γgct + ι∗t (5.10)

Agora estamos prontos para montar o modelo de apreçamento com séries temporais ”au-

mentado”apenas assumindo que ∆%M̂t tem média nula o que parece razoável e do fato de que

a média estimada de M̂t é aproximadamente 1,001.

A∗0Y
∗
t+1 = A∗1(L)Y ∗t +K∗ + V ∗t (5.11)

ou, alternativamente:

1 0 0 0 0 0

γ 1 0 0 0 0

−γ 0 1 0 0 0

: 0 0 1 ... 0

. 0 0 ... ... 0

−γ 0 0 0 0 1


·



gct+1

ˆmt+1

r1,t+1

:

.

rN,t+1


=



a(L)′

0

0

:

.

0





gct

m̂t

r1,t

:

.

rN,t


+



τc

−ρ
−ρ− σ2

1/2

:

.

−ρ− σ2
N/2


+



et

ι∗t

ε1,t

:

.

εN,t


(5.12)

O objeto de nosso estudo é a comparação de (25) com (21). Os resultados esperados vão na

direção de uma diminuição do desvio padrão da estimação dos demais parâmetros. Outro ganho

esperado é a diminuição da necessidade de muitos ativos para obtensão de resultados significati-

vos para γ. Sabemos que a inclusão de muitos ativos pode gerar sobreidentificação do sistema.

Principalmente se estes ativos forem muito persistentes e, consequentemente, precisarem de mais

lags para eliminar a autocorrelação serial dos erros.

Inicialmente esperávamos que, inclúındo esta nova restrição, aproximaŕıamos o valor de γ do

valor coerente diante do equity premium puzzle, ou seja, teŕıamos valores de γ mais altos do que

a literatura encontrou até aqui. Não foi o caso como veremos nas próximas seções.



Caṕıtulo 6

Descrição dos dados

Os dados foram obtidos através de diferentes fontes que aqui descreveremos. No sentido de cons-

truir a série de M̂t, usamos 1478 ativos e todos os retornos foram calculados usando as séries

de preços e dividendos distribúıdos por estes ativos retirados da Bloomberg. A escolha destes

ativos foi feita tomando listas de ativos de conhecimento comum na internet e que já foram

usadas na literatura. Primeiramente, tomamos a lista de ativos que compõe o ı́ndice S&P 5001.

Em seguida tomamos uma lista com todos os mutual funds da NYSE retirada do EODDATA2.

Desta lista com mais de 25.000 fundos, escolhemos aleatoriamente 500. Finalmente, tomamos

todos os Real Estate Investiment Trusts(REITs) que constavam na Bloomberg e todos os Real

Estate Mutual Funds listados no site da associação nacional dos REITs 3. Destes aproximada-

mente 1.500 ı́tens listados, t́ınhamos alguns ativos que apareciam em mais de uma destas listas.

Retiramos estes ativos e ficamos finalmente com nossos 1.478.

Usamos dados mensais que vão de julho de 1992 ao último mês de 2014 totalizando 269

observações. Observe que o número de ativos é aproximadamente 5 vezes o número de meses

(T=299, N=1478). Isto nos credencia a usar esta base para construir M̂t. Diante disso tudo,

parece óbvio que nossa seleção de ativos foi baseada apenas em Equity. Analizando qualitati-

vamente os ativos selecionados, acreditamos que, em termos de Equity, representam, com certa

fidelidade, os ativos dispońıveis ao agente representativo americano.

Não inclúımos t́ıtulos de d́ıvida e bonds de governos e empresas por alguns motivos. Entre

eles está o fato de que muitos dos 500 mutual funds selecionados tem exclusivamente estes ativos

nas carteiras e estes ativos, em geral, são de dif́ıcil acesso(com exceção dos t́ıtulos do governo

americano) ao americano médio e não figuram de maneira expressiva no portfolio do mesmo.

Não inclúımos commodities, opções, swaps e outros derivativos pelos mesmos motivos. Outro

motivo é que não encontramos listas abrangentes e completas na rede para que pudéssemos

realmente tomar uma amostra aleatória dos mesmos.

Para a segunda parte do trabalho, pretend́ıamos testar M̂t fora da amostra. Neste sentido

pegamos ı́ndices representativos de retornos de diferentes tipos de ativos. Todos eles foram

1http://en.wikipedia.org/wiki/List of S%26P 500 companies
2http://eoddata.com/products/default.aspx
3https://www.reit.com/investing/investing-tools/us-real-estate-mutual-funds
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retirados da Bloomberg ou do FRED4. Além destes ı́ndices, retiramos do FRED a série do

consumo de não duráveis nos Estados Unidos e a série do CPI. As séries usadas neste estudo

são:

� (SEP) Standard and Poors 500 (S&P500)

� (GLD) Preço do Ouro no London Bullion Market (GOLDAMGBD228NLBM)

� (TBLL) Bank Of America & Merill Lynch US Treasury Bill Index(G0BA)

� (IMV) Dow Jones United States Real State Index (DJUSRE)

� (CMDT) Bloomberg Commodity Index (BCOM)

� (BNDS) Moody’s AAA Bonds Index (MOODCAAA)

� Consumer Price Index for All Urban Consumers: All Items (CPIAUCSL)

� (ND) PCE: Nondurable Goods(PCEND)

� (NDS) PCE: Nondurable Goods + Services(PCEND + PCES)

4https://research.stlouisfed.org/fred2/tags/series



Caṕıtulo 7

Resultados

7.1 Construção do estimador do SDF

Computamos a série (13) usando a amostra descrita acima.

Criamos uma rotina no Matlab capaz de computar a variável (10) e a estat́ıstica (11) para

um conjunto de ativos arbitrário. Usando ela, conseguimos montar a Tabela 1. Nela estão

dispostas as distâncias para o conjunto de SDFs admisśıveis para diferentes grupos de ı́ndices

compostos pelos listados na última seção. Através de seus resultados fica clara a capacidade

relativa de nosso estimador de apreçar determinados tipos de ativos, como ações e treasury bills

e imóveis e a dificuldade em outros. Não conseguimos rejeitar a hipótese nula de que δ+ é 0

ao ńıvel de significância de 5% quando colocamos na análise somente ações e tbills. Quando

inclúımos imóveis ainda não rejeitamos nossa hipótese nula, mas, quando inclúımos ativos de

natureza diferente no grupo, somos capazes de rejeitá-la.

Tabela 7.1: Distancia para Ξ

Stocks,Tbill +RE +CMDTY + Gold e AAABonds

δ+ 0.0045 0.0048 *0.0079 *0.0298
(11) 1.3726 1.4963 1.7490 2.0567

Descrição: * – Rejeitamos a hipótese nula de distância zero para o conjunto de
fatores estocásticos de desconto admisśıveis(δ+ = 0) a 5%.
Nesta tabela testamos a qualidade do estimador na precificação de diversas
classes de ativos. Fica evidente que na precificação de ações e t́ıtulos pré fixados
o desempenho é alto mas na medida que adicionamos ativos mais complexos e
de menor liquidez no grupo de ativos a serem precificados, começamos a ter
problemas.

Observe que Araujo and Issler realizou o mesmo teste de proximidade do conjunto Ξ mas

procedeu de maneira diferente. Neste trabalho o estimador foi testado para diferentes grupos de

ativos separados pela rentabilidade e não por sua tipologia, como o nosso. Neste sentido, nosso
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esforço aqui foi expandir a compreensão e a análise do estimador de maneira que entendamos

melhor sua eficácia relativa na medida que transitamos entre os diferentes tipos de ativos.

Outro motivo para não termos procedido da mesma forma que a literatura original é que o

nosso principal objetivo é replicar e tentar acrescentar análises relevantes a uma literatura que

usa somente o primeiro grupo de ativos da tabela. O que deixa este grupo no centro de nossa

análise. Se nosso estimador de SDF não fosse capaz de apreçar ações e treasury bills teŕıamos

problemas no sentido de usá-lo para tentar impor restrições ao modelo de apreçamento com

séries temporais como queŕıamos. Mas não é o caso. Nossa série M̂t parece apreçar de forma

bastante eficiente estes ativos.

Pode parecer preocupante o fato de que não somos capazes de rejeitar a hipótese nula usando

um ńıvel de significância mais alto (como 10%). Apesar disto, os valores registrados de δ+ são

muito baixos. Isto acontece porque a distribuição em torno de δ+
0 = 0 não tem caldas muito

pesadas e sua variância é muito pequena. Para diferentes combinações de ativos, os resultados são

bem parecidos. Na medida que aumentamos o número de tipos de ativos análisados, passamos

a rejeitar a hipótese nula. O que temos que ter em mente é que nosso estimador, dadas as

Hipóteses 1 e 2 é consistente e eficiente, e se existir um único fator estocástico para todos os

indiv́ıduos e todos os ativos da economia, como diz a Proposição 2.1.1., M̂t deve convergir para

este. Dado isto, quando rejeitamos a hipótese nula, não estamos apenas rejeitando as Hipóteses

1 e 2, mas também as hipóteses necessária para garantir a validade da proposição, que não são

tão fracas assim.

7.2 Outros testes de consistência para o estimador

Se assumirmos que a série TBLL é uma boa proxy para o retorno de um suposto ”ativo livre

de risco”, podemos construir um segundo teste de validação do nosso estimador consistente do

fator estocástico de desconto. Tomemos a equação básica de apreçamento (8). Lembrando que

ela deve valer para qualquer ativo, especificamente para o ativo livre de risco, podemos escrever:

1 = Et[Mt+1R
f
t+1]⇒Mt+1 −

1

Rft+1

+ ut = 0 (7.1)

Onde Rft+1 é o retorno real do ativo livre de risco e ut é um erro de média zero impreviśıvel

por componentes autoregressivos. Esta equação impõe que o estimador de Mt seja uma versão

mais errática(com mais variância) do rećıproco de Rft , ou seja, que estas duas variáveis devem

compartilhar ciclos. Olhando para esta equação fica claro que deve haver uma combinação linear

destas duas variáveis que seja impreviśıvel(ut).

Seja Υ = ( 1

Rft
, M̂t,

1

Rft−1

, ˆMt−1,
1

Rft−2

, ˆMt−2,
1

Rft−3

, ˆMt−3, ...) o vetor com instrumentos que nada

mais são que defasagens das variáveis em questão. Colocando no arcabouço GMM podemos

escrever:
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Et[Mt+1 − α
1

Rft+1

⊗Υ] = 0 (7.2)

Onde α é um parâmetro a ser estimado e que, teoricamente, deveria ser muito próximo de 1.

O resultado da estimação das equações de momento (27) por GMM estão dispostos na Tabela

2 e na Figura 3.

Tabela 7.2: GMM em (27 1 lag de intrumentos)

Est Valor SE z-estatistic Pvalor Pvalor(teste J)

α̂ 0.989218 0.002326 425.2187 0.0000 0.176225
Descrição: Resultados da estimação por GMM de(27). Estes apontam para a
conclusão de que o processo estocástico estimado através do estimador é uma
versão menos errática do rećıproco do retorno do ativo livre de risco. Isto
é mais um indicativo da qualidade do estimador em termos de propriedades
teóricas atendidas.

Figura 7.1: Residos e Fit de (27)

Descrição: Séries ajustadas parecem caminhar juntas , mesmo com variabili-

dade distintas, sugerindo uma relação de curto prazo não despreźıvel.

Observe que o teste J não foi capaz de rejeitar a hipótese nula de identificação exata. Neste

sentido os instrumentos parecem ser ortogonais a equação conjuntamente. Outro resultado

interessante é que , como previsto, α atingiu valores muito próximos de 1 e ficou extremamente

significativo. Os reśıduos não tem autocorrelação serial alguma e todas as evidências parecem

confirmar que nosso estimador é mesmo uma versão mais errática do rećıproco do retorno real

do ativo livre de risco.
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7.3 Replicando o modelo de apreçamento de ativos com séries

temporais

A primeira coisa a ser feita em uma análise de séries temporais é a escolha do número de

lags. Todas as escolhas neste trabalho foram feitas usando a mesma análise. Primeiramente

verificamos qual é a defasagem ótima dos modelos na forma reduzida usando diferentes critérios

de informação. Em seguida escolhemos o que tivesse menos autocorrelação serial, prezando por

um certo grau de parcimônia para não exagerar no número de defasagens.

Começamos por rodar um VAR na forma reduzida de ND, SEP e TBLL de maneira que

nos aproximemos ao máximo da análise feita em Hansen and Singleton [1983]. Neste contexto

escolhemos o número de defasagens (5). A série de TBLL se mostrou muito persistente. Temos

muita autocorrelação serial como mostra o resultado do teste LM a seguir na Tabela 3:

Tabela 7.3: LM test para 5 lags

Lags LM-Stat Prob

1 14.10187 0.1187
2 21.56225 0.0104
3 19.27126 0.0230
4 19.13314 0.0241
5 15.26223 0.0840
6 12.45663 0.1888
7 2.398405 0.9835
8 10.16759 0.3371
9 12.67929 0.1777
10 9.692267 0.3760
11 12.21722 0.2013
12 12.45098 0.1891

No referido trabalho, os autores estimaram por FIML o sistema (21). Fizemos o mesmo

usando treasury bills e ações. Não tivemos resultados significativos para os parâmetros do

modelo como podemos ver na Tabela 4. Além disto, pontualmente, γ apresenta valores muito

altos se comparado com a literatura.

Tabela 7.4: Estimação de (21) por FIML usando SEP e TBLL

Valor SE z-estatistic Prob

γ̂ 13.22555 78.83128 0.167770 0.8668
ˆ−ρ− σ2
s&p/2 0.040824 0.268115 0.152264 0.8790

ˆ−ρ− σ2
tbll/2 0.044315 0.267924 0.165401 0.8686

Resolvemos, então, tirar da análise os treasury bills e analisar o modelo separadamente, assim

como foi feito pelos autores. Neste caso não temos autocorrelação serial e escolhemos 1 grau de

defasagem. Os resultados estão dispostos na Tabela 5.
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Tabela 7.5: Estimação de (21) por FIML usando só SEP

Valor SE z-estatistic Prob

γ̂ 3.398564 2.068073 1.643348 0.1003
ˆ−ρ− σ2
s&p/2 0.007635 0.007384 1.034025 0.3011

Este mesmo sistema foi estimado pelo trabalho de referência usando ı́ndices de retorno de

ações ponderados da NYSE e da Dow Jones Industrial List. Encontramos um valor relativamente

alto para a aversão relativa ao risco do agente representativo se comparada com Hansen and

Singleton [1983]. Este valor é pouco significativo, pois não rejeitamos a hipótese nula de γ̂ = 0

a um ńıvel de significância de 10%. Aqui entra a nossa extensão teórica.

Para resolver o problema da baixa precisão do γ̂, provavelmente incluiŕıamos mais ativos e

mais equações. Teŕıamos que justificar quais ativos escolher e quantos. Teŕıamos que selecionar

ativos com baixa persistência evitando autocorrelação serial. Isto acabaria por diminuir a credi-

bilidade do resultado. Se estimarmos os sistema (25), diminúımos o desvio padrão da estimação

de γ̂ sem passar por estas etapas. Os resultados estão na Tabela 6.

Tabela 7.6: Estimação de (25) por FIML só SEP

Valor SE z-estatistic Prob

γ̂ 2.134420 1.191836 1.790867 0.0733

β̂ 1.002156 0.004921 203.6368 0.0000
ˆ−ρ− σ2
s&p/2 0.003308 0.004898 0.675328 0.4995

Agora γ̂ passa a ser significativo à 10% e seu valor se aproxima da literatura. Infelizmente, o

efeito relativo que esta mudança de modelo gerou foi bem abaixo das nossas expectativas. Mas

ainda sim, é um exerćıcio válido. Observe que β está muito próximo do valor que a literatura

vem encontrando ao longo dos últimos anos e é extremamente significativo.

No que se segue, tudo que faremos diferente do modelo estimado acima será no sentido de

melhorar nossa estimação do parâmetro γ. Iremos usar GMM para que possamos lidar com

a autocorrelação serial de maneira robusta e deixar de postular hipóteses fortes embutidas no

arcabouço de FIML. Outro ponto é que, de acordo com Hansen and Singleton [1982], o GMM

parece diminuir o desvio padrão dos parâmetros estimados se comparado com FIML. Outra

mudança será o aumento do número de ativos no sentido de expor nosso modelo a outros tipos

de choques e ajustar os parâmetros de maneira a simulá-los. A última mudança será estimar o

sistema (25), aumentado, e verificar se obtemos ganhos de estimação.

7.4 Mais restrições com GMM

Tomemos o modelo mais completo e restrito posśıvel usando todos os ativos listados na

Seção 3. Rodando o VAR reduzido com defasagens ótimas dadas pelo critério de Akaike (3
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lags), podemos observar muita autocorrelação serial pois além de Treasury Bills, temos ainda

outras séries que se provaram persistentes. Vamos tomar o fato de que a estimação por GMM

e da sua matriz de pesos baseada em Newey West é robusta o suficiente e estimar os modelos

assim mesmo. Rodamos os sistemas (21) e (25) para duas medidas diferentes de consumo e para

1 e 3 defasagens. A Tabela 7 sumariza estes resultados.

Tabela 7.7: Modelos Restritos, Todos os Ativos

Sistema Consumo Lags JxT df pvalor γ̂ β̂ ˆ−ρ− σ2
s&p/2

(21) ND 3 50,00 125 0,999 1.010737** - -0.000848

(0.032008) (0.000781)

(25) ND 3 51,65 167 0,999 0.981181** 1.006414** -0.000899*

(0.021257) (0.000533) (0.000472)

(21) NDS 3 50,03 125 0,999 2.676405** - 0.006463**

(0.071411) (0.000733)

(25) NDS 3 52,08 167 0,999 2.475250** 0.999833** 0.005624**

(0.050569) (0.000529) (0.000515)

(21) ND 1 34,8649 41 0,7389 1.265470** - -0.000696

(0.149851) (0.001917)

(25) ND 1 42,8773 55 0,8827 1.568314** 1.005223** 0.000314

(0.072287) (0.001526) (0.001598)

(21) NDS 1 36,2199 41 0,6828 6.099194** - 0.019855**

(0.802730) (0.003515)

(25) NDS 1 39,1888 55 0,9471 6.603266** 0.983832** 0.022064**

(0.718464) (0.001369) (0.003073)

Usando o número de lags ótimos, obtivemos estimativas de β e γ que são bastante significati-

vas e estão dentro do que já foi encontrado pela literatura, inclusive por nossa literatura básica.

Quando tentamos as variantes do modelo com mais lags no sentido de reduzir a autocorrelação

serial, ou tivemos que usar um número pouco conservador de defasagens, ou o sistema não era

identificável para o Eviews.

Os testes de sobreidentificação são de baixo poder. Um número pouco conservador de lags,

consequentemente de instrumentos, prejudica nossa análise substancialmente. Este é o motivo

de termos rodado modelos com apenas uma defasagem, também. Lembrando que isto é sub

ótimo sob o ponto de vista dos critérios de informação.

Sabemos que a estimação de VARs com autocorrelação serial é bastante problemática. Sendo

assim, como exerćıcio, retiraremos as séries persistentes ficando apenas com SEP. Usando apenas

este ativo conseguimos eliminar a autocorrelação com poucas defasagens. Além disto, iremos

reportar o resultado dos modelos com 1 3 e 5 defasagens , parecido com o que foi feito em

Hansen and Singleton [1983], de maneira que fique clara a relação entre lags e a significância

dos parâmetros do modelo. Os resultados estão dispostos nas Tabelas 8.
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Tabela 7.8: Testes de sobreidentificação(Somente com SEP)

Mdl Sistema Consumo Lags JxT df pvalor γ̂ β̂ ˆ−ρ− σ2
s&p/2

Mdl1 (21) ND 1 0,3693 1 0,5434 2.564777* - 0.004725

(1.538314) (0.006082)

Mdl2 (25) ND 1 8,7866 5 0,1179 1.753964* 1.005422** 0.000494

(0.930516) (0.004252) (0.004173)

Mdl3 (21) NDS 1 0,2074 1 0,6488 8.445738* - 0.029201

(5.121219) (0.020580)

Mdl4 (25) NDS 1 7,0353 5 0,2180 12.04857** 0.963639** 0.028287**

(3.750798) (0.014721) (0.009461)

Mdl5 (21) ND 3 3,6825 5 0,5960 1.079936 - -0.002249

(1.226434) (0.005098)

Mdl6 (25) ND 3 18,2234 17 0,3749 0.970738 1.008807** -0.004083

(0.785093) (0.003787) (0.003721)

Mdl7 (21) NDS 3 4,6279 5 0,4630 1.697480 - 0.000614

(3.275998) (0.013980)

Mdl8 (25) NDS 3 12,1448 17 0,7913 3.089819* 0.998759** 0.000650

(1.717361) (0.007883) (0.003087)

Mdl9 (21) ND 5 8,7017 9 0,4653 2.001563 - 0.001165

(1.127806) (0.004643)

Mdl10 (25) ND 5 24,7946 29 0,6889 1.747587** 1.004569** -0.001757

(0.640564) (0.003226) (0.003228)

Mdl11 (21) NDS 5 7,1750 9 0,6189 0.087603 - -0.005984

(3.224329) (0.013625)

Mdl12 (25) NDS 5 21,9666 29 0,8216 2.270811 1.001661** 0.002842

(1.436026) (0.006667) (0.006359)

Os critérios de informação mais comuns nos dizem que os modelos mais interessantes para

serem analisados são Mdl1, Mdl6, Mdl7 e Mdl12 que correspondem a modelos com defasagens

ótimas para a respectiva combinação de variáveis endógenas. O modelo Mdl12 ficou muito

próximo da significância mı́nima mas não fomos capazes de rejeitar a hipótese nula de γ = 0 nos

ńıvel usuais. Mdl7 não foi capaz de gerar resultados significativos para γ. O mesmo aconteceu

para Mdl6. As estimativas de β em todos os casos em que ele estava isolado(sistemas (25))

foram extremamente significativas. Em modelos com defasagens ótimas geraram valores de γ

entre 2,5 e 0,97, o que está totalmente em linha com a literatura.

Podemos ainda analisar os resultados das tabelas 5 e 6 relacionando com Mdl1 e Mdl2.

Observe que estimando por GMM reduzimos os desvios padrão do mesmo sistema estimado.

Isto também aconteceu em Hansen and Singleton [1982].
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Os testes da Tabela 8, surpreendentemente, não reportam qualquer rejeição de hipóteses

nulas de sobreidentificação dos sistemas estimados. O que, de certa forma, valida nossa análise.

Os resultados mais significativos que obtivemos foram obtidos usando um número de equações

muito grande e muitos lags, o que gerou a necessidade de muitos instrumentos para identificação.

O número excessivo de instrumentos, em um teste de baixo poder, é um fator que torna nossos

resultados menos contundentes.

7.5 Conclusão

Felizmente, independente do modelo, lag ou estimador, os valores encontrados para γ são sem-

pre significativos, economicamente plauśıveis e bem parecidos com nossa literatura base Hansen

and Singleton [1983] quando lidamos com defasagens ótimas. A única exceção foi quando usa-

mos apenas TBLL e SEP juntos. Encontramos valores muito diferentes da literatura e não

significativos.

Como extensões deste trabalho, proporia um aumento da base de ativos que foi usada para

estimar M̂t, qualitativo e quantitativo, e uma análise mais profunda da eficácia relativa do

mesmo no sentido de apreçar diferentes tipos de ativos. Outra extensão posśıvel é compor uma

mudança do modelo para preferências que tenham hábitos e que separem a aversão relativa ao

risco da elasticidade de substituição intertemporal e adicionar equações ao sistema como foi feito

aqui.

O uso do estimador consistente do SDF se mostrou útil no sentido de aumentar a significância

dos parâmetros sendo estimados e no sentido de aumentar a qualidade da estimação e seu

poder explicativo. Isto fica evidente nos testes de significância dos parâmetros dos modelos.

Infelizmente, este aumento é marginal o que limita o uso de nossa extensão teórica. Propomos o

uso desta extensão teórica apenas no caso em que não queiramos escolher arbitrariamente ativos

para compor o modelo e precisemos de certo ganho de significância nos parâmetros do modelo.
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