
COMPETiÇÃO MONOPOLÍSTICA E SUAS RELAÇÕES 
COM COMPETiÇÃO PERFEITA 

Sergio Ribeiro da Costa Werlang 

Este artigo visa discutir as propriedades de economias de com­
petição monopolistica que têm muitos agentes. No contexto de equi­
líbrio geral,  trata-se em detalhes a idéia de correspondência in­
versa de demanda generalizada, assim como os mecanismos de multi­
plicação de economias . são apresentados dois problemas centrais: 
(I) será que quando " cresceu a economia, esta se aproxima de uma 
economia de competição perfeita?; (.2) é verdade que os equilíbrios 
de competição perfeita podem ser tão bem aproximados como se quei­
ra por equilibrios de competição monopolística? Finalmente, tra­
ta-se do problema de custos fixos . 

s Ur�MARY 

This article discusses the properties of monopolistic corrpetitive 
economies with many economic agents . In the context of general 
equilibrium , the idea of inverse correspondence of generalized 
dernand is treated, as is the mechanism for multiplying economie s .  
Two central problems are presented: (1) is i t  possible that when 
an economy "grows" I it approaches a perfectly competi tive econonw?; 
(2) is it true that perfectly competi tive equilibria can be as 
closely approximated as we wish by monopclisticly competi tive ones? 
Finally, the problem of fixed costs in discussed. 
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INTRODUÇÃO 

Este artigo (l )  visa discutir as propriedades de economias de 
competição monopolIstica que têm muito agentes . 

Na seção inicial é mostrado, num contexto de equilíbrio par­
cia l ,  o problema que será pormenorizadamente analisado adiante . 

Na segunda seção trata-se de enfocar a generalização da noção 
de competição monopolística para equilíbrio geral. Na primeira s� 
seção discute-se em detalhes a idéia de correspondência inversa de 
demanda generalizada, assim como os mecanismos de multiplicação das 
e conomias . Estes assuntos são mostrados com cuidado , dado que a 
maior parte da literatura os considera como pontos pacIficos1 tor­
nando extremamente difícil um primeiro contato com o tema. Mais 
adiante , na mesma seção, são apresentados os dois problemas cen­
trais que motivaram o desenvolvimento desta teoria: ( i) será que 
quando " cresce" a economia , esta se aproxima de uma economia de com 
petição perfeita? ou, em outras palavras , será que o poder de mo­
nopólio diminui no " longo prazo"?; (ii) é verdade que os equilí­
brios de competição perfeita podem ser tão bem aproximados como se 
queira por equilíbrios de competição monopolística? A importância 
desta segunda questão também é vista devidamente no texto . 

A última seção trata do problema de custos fixos , o que torna 
a decisão da entrada ou não no mercado , um complicador extra à teo 
ria. Não se demonstram teoremas , pois todos são complexos . 

o grau de conhecimento matemático requerido para as duas pri­
meiras seções é o de um curso de análise no IR n, em particular um 
bom conhecimento do teorema das funções implicitas. Já a terceira 

(1) Este trabalho foi apresentado pelo autor como tese para a obtenção do grau 
de Nestre em Economia Matemática no nfPA (Instituto de Natemática Pura e 
Aplicada) . 
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seçao exige um esforço matemático bem maior, motivo pelo qual se 
adiciona o apêndice I .  

Finalmente o apêndice 11 mostra que os modelos da segunda se 
çao podem ser tratados de acordo com os da última seção. 

I .  COMPET I ÇAO MDN O P O LIS T I CA E M  EQUI LIsRI O PARC IAL  

1 . 1  - HI STOR I CO 

A teoria da competição imperfeita baseia-se em três grandes 
obras: Cournot [2J, Chamberlin [1J e Robinson [20J . Nestas são 
discutidos os modelos de monopólio, oligopólio e competição rnono­
pOlística . O livro de Cournot, que data de 1838 ,  é a primeira ap1i 
cação séria da matemática à economia e, por isso, impressionante­
mente claro. Possui uma exposição obj etiva e descreve com perfei­
ção o modelo de monopólio, exatamente como é conhecido hoje em dia 
[2 , capo 5J. Em [2 ,  capo 7] Cournot descreve seu famoso modelo de 
oligopólio, não com este nome, mas como uma tentativa de formali­
zação da idéia de competição. Do ponto de vista teórico este mode­
lo de oligopólio é o mais importante existente . Sua idéia fundamen 
tal é que cada participante do oligopÓlio escolhe a quantidade a 
ser produzida de modo a maximizar seu lucro, supondo que as outras 
firmas mantenham inalterados seus níveis de produção . O equilíbrio 
do mercado é atingido no ponto em que todas as empresas que forma 
o oligopólio estão nesta situação . t interessante que se veja como 
o próprio Cournot define seu modelo: 

"De modo a tornar a idéia abstrata de monopólio compreensível, 
nós imaginamos uma fonte de água mineral e um proprietário. Imagi­
nemos agora dois proprietários e duas fontes de água mineral cujas 
qualidades são idênticas, e que , devido às suas localizações simi­
lares , ofertam o mesmo mercado em competição. Neste caso o preço é 
necessariamente o mesmo para cada proprietária. Se p é este preço, 
D = p ( p) as vendas totais, Dl as vendas da primeira fonte e 02 as 
da segunda , então Dl + D2 = D. Se, para facilitar o raciocínio , 
nós desprezarmos o custo de produção , os respectivos lucros dos 
proprietários serão pOl e pD2, e cada um deles independentemente 
procurará ter este lucro o maior possível .  
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Nós dizemos cada um independentemente, e esta restrição é ab­
solutamente essencial como ficará claro adiante; pois se eles en­
trassem em entendimento de modo a obter para cada um o maior lucro 
possível, os resultados seriam inteiramente diferentes , e não di­
feririam, no que concerne aos consumidores , daqueles obtidos em se 
tratando de um monopólio . "  

E evidente que a hipótese de que nao haverá reação dos outros 
elementos do Oligopólio é absolutamente irrealista se se tratar de 
um mercado com poucas firmas participantes . No entanto , quando o 
número destas é grande, esta hipótese é perfeitamente plausível. 

Quase um século depois , em 1933, as duas outras obras são es­
critas . Joan Robinson ocupa-se em criticar o esquema tradicional 
da concorrência perfeita, desenvolvendo em detalhe a teoria do que 
hoje conhece-se por monopólio.  Edward Chamberlin, por sua vez, ana­
lisa o que denomina de competição monopolística, que seria uma te� 
ria intermediária entre competição perfeita e monopólio. Uma aná­
lise mais fria desta "nova" noção [22 ,  pág. 65J, [21 ,  pág. 484J e 
[9, pág. 235J,  revela que nada mais é do que a aplicação da idéia 
original de Cournot a produtos diferenciados , por meio de gráfi-
cos o Algumas pessoas [6 , pág. 58] argumentaram que o modelo de Cham 
berlin é mais completo que o de Cournot ,  entre outras por permitir 
esta diferenciação. Obviamente este ponto não é relevante, pois a 
generalização do modelo de Cournot é imediata, como se verá adian 
te . O grande mérito de Chamberlin foi ter divulgado, de maneira 
menos sintética, as idéias de cournot, e de ter conclusões sobre o 
comportamento não competitivo. Urna excelente discussão dos mode­
los de competição imperfeita é vista em [8J . Este artigo de Hart é 
fundamental para quem deseja 
Robinson e Chamberlin . (Na 

compreender bem as argumentações de 
realidade Hart mostra que muitas delas 

são falsas , conseqüência do estilo pouco rigoroso dos dois 
res . ) 

auto-

Seja como for, há uma enorme diferença entre estes dois li­
vros e o de Cournot. Este 6 de leitura extremamente agradável e 
direta, com inúmeras novas idéias . Aqueles são confusos e prolixos, 
com poucas idéias novas. � bom ressaltar que nenhuma das três o­
bras é atual .  De fato, o estado da arte é incrivelmente mais desen 
volvido . 
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Muitos outros modelos de oligopólio foram propostos . Tratar­
se-ã aqui apenas do de Cournot. A respeito destes outros modelos 
veja os excelentes resumos elementares de [9J e [21J.  

Há ainda um ponto a ser destacado no que tange ao modelo de 
Cournot. A sua hipótese de atitude das empresas (ou seja,  cada uma 
querendo melhorar a sua posição tomando como dadas as ações das ou 
tras empresas) foi desenvolvida independentemente por Nash [14J, 
que definiu uma classe de jogos não cooperativos . 
ria dos jogos e sua importância para a teoria dos 
[6J. 

Um estudo da teo 
oligopólios é 

Isto posto, tendo sido bem desenvolvida a teoria da competi-
ção monopolística no equilíbrio parcial ,  faltava a extensão para 
modelos de equilibrio geral. A primeira tentativa mais séria foi a 
de Negishi [16J, em 1961 .  O problema só foi retomado em 197 2 ,  onde 
Gabsewicz e Vial [7] colocam-no na forma como hoje é conhecido. 

As seções seguintes tratam do modelo de Cournot em equilíbrio 
parcial e suas conseqüências. No capítuJo 2 introduz-se competição 
monopolistica no equilíbrio geral e scio provados vários resultados 
que mostram a estreita relação entre estes equilibrios e os de com 
petição perfeita . No capítulo 3 é mostrada a teoria mais moderna , 
e são enunciados a lguns resultados sem demonstração , pois es� são 
muito técnicas . 

1.2 - O MODELO DE COURNOT 

Seja Q(p) a função de demanda, que se admitirá decrescente cem 
p .  Pode-se inverter a função e obtém-se P(Q) . Suponha n firmas , 

n 
. . .  , n ,  com t qi = Q 

i=l 
cada uma produzindo qi' i=l , e com funções 

de custo Ci (qi) ' Cada participante escolhe sua produção de modo 
a maximizar seu lucro, supondo que as outras empresas mantenham fi 
xas suas produções : 

* 

n 
( "  q).) · qi j�l 

Seja qi(ql ' . ,. ,  qi-l' qi+l' . . .  , qn) o valor de qi que re-

solve o problema acima (supor-se-á que existe e é único apenas por 
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clareza) . Em geral a quantidade que uma firma produz depende das 
quantidades produzidas pelas outras n-l firmas. Ter-se-á o equi­
líbrio do mercado quando todas as firmas simultaneamente estiverem 
resolvendo o problema acima. Mais precisamente, (q!tq21 o • •  , qnl 
ê equilIbrio do mercado se e só se :  

ExemElo 1.1, Seja Q �-Sp ,  " e B > O. Invertendo: 
" - �. Chame " A 1 B . Tem-se então P(Q) = A BQ . P = il il e il 

-

Suponha que os custos das empresas seja: Ci ( qi ) = aigi + biqf, i=ü , 2. 

o lucro da empresa i ( lembrando que Q = ql + q2) ê: 

Para que se ache o máximo lucro da empresa 1 ,  dada a produção da 

empresa 2 ,  tem-se 
OL1 .- = O bq1 

. 

Do mesmo modo: O. 

ÓL1 * 
De oq1 

O resulta: q1 

hLz * 
de bqz 

O tem-se :  qz 

óZL. Já , -Z (B + bi) que -Z- < 
bqi 

A - a1 B 
Z (B + b1) Z (B + b1) qz ' e 

A - aZ B 
2 (B  + bz) Z (B + b2) q1 ' 

* 
O, 

* são, segue-se que q1 e qz de fato, 

* 
pontos de máximo. Observe que a função de reação de 1 ( ql) é fun-

ção apenas de q2 e vice-versa, como era de se esperar. 

Graficamente : 
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Figura 1. 1 

o ponto E é o equilíbrio do mercado , com q1 e q2 dados por: 

2(B + b2) (A - a1) - B(A - a2) 
q1 4(B + b1) (B + b2) - B2 

2(B + b1) ( A  - a2) - B (A - a1) 
q2 4(B + b1) (B + b2 ) _ B2 

Exemplo 1 . 2: Seja a mesma demanda do exemplo anterior, e suponha 
n firmas, todas com custo marginal constante igual a 
c > O (Ci ( qi) = Cqi) • 

Em concorrência perfeita ter-se-ia preço 

c = A - BQ Q 

n 

custo margina l :  

A - C -- B-

Q E 
j=l 

(A - BQ) qi 

* qi (ql' " "  qi-l' qi+l' . . .  I qn) 

A solução do equilíbrio de mercado é :  

total do mercado é Q = n 
n + 1 

A - C -- B-

A - B E qJo - C 
j�i 

2B 

A - C 
B ( n  + 1) r e a produção 

Note que quando n cresce este valor tende ã solução de competi-

çao perfeita, que é :  A - C 
B 

o exemplo acima mostra uma característica que é interessante: 
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uma economia de competição monopolistica ao crescer tenderá à com­
petição perfeita? A resposta a essa questão depende do que se en­
tende por "crescimento" de uma economia .  Se se subentende o aumento 
apenas do número de firmas , como no exemplo 1 . 2 ,  a resposta é nao 
(em geral) . Isto porque se a firma possui uma curva de custo mar­
ginal em forma de U (como normalmente se supõe) , e a produção de 
algumas firmas tende a zero (pois a demanda P {Q) é dada) , não se 
poderia ter preço = custo marginal no limite como sendo equilíbrio 
de concorrência perfeita, pois o custo marginal em zero é decres­
cente e a condição de segunda ordem não seria obedecida. O exemplo 
seguinte, devido a Novshek [17J ilustra o fato. 

Exemplo 1 .3 :  Sejam n firmas com curvas de custos dadas por: 

� 
1 2 

gi E: [O ,  lJ qi - 2" gi se 
Ci (qi) 

2 + 1 
gl E [ 1 ,  +oo[ gi 2" gi se 

Suponha ainda P (Q) = 3 - 2Q. Fazendo-se as contas , como nos exem 
pIos anteriores, obtém-se as funções de reação: 

q� (ql' . . . , qi-l' qi+l' . . .  , qn) = { �(í - j�i 
qj ) se 

j�i 
qj E: [O t 

3/4J 
O em caso contrário 

Observe que uma solução para este equilíbrio de mercado ê :  

Neste caso 3 
4' Se as firmas tomassem.o preço como da-

do (quer dizer, se as firmas estivessem em um mercado de competi­
ção perfeita) a produção de cada firma ou seria zero ou maior ou 
igual a 1 (o  trecho q cl 1 é onde os custos marginais são cres-
centes) . Para esta demanda, fazendo-se as contas , vê-se que o e­
quilíbrio competitivo se dá com uma firma produzindo e Q = 1. Daí, 

como 1 � 1 ,  4 não vale o resultado análogo ao do exemplo 1 . 2 .  
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Por esse exemplo vê-se a necessidade de  se  introduzir um ou­
tro mecanismo de multiplicação da eoonomia .  O mais adequado deles 
é a multiplicação do setor de consumo . De fato, Hart [8J mostra 
que o motivo para que o poder monopolistico se extingua é que a de 
manda se torne cada vez mais elástica, e não que a quantidade pro­
duzida de cada firma tenda a zero. Somente no caso de ser o custo 
marginal crescente em zeror ter-se-á o resultado do exemplo 1.2, � 
ra o aumento exclusivo do número de firmas, tendo sido fixado o se 
tOr de consumo. 

Pergunta-se agora: Como se repete o setor de consumo? 
Embora isto seja objeto dos próximos capítulos, é interessante que 
se vej a ,  num contexto de equilíbrio parcial,  como isto pOde ser fe!. 
to . É bom notar desde já que o valor da produção total deve cres­
cer a infinito se o número de consumidores for aumentando indefi­
nidamente , uma vez que é razoável que se suponha que um indivíduo 
mantenha seu consumo uniformemente longe de zero. Portanto não ê � 
dequado que se olhe para a produção total do mercado , mas sim para 
a produção média por setor de consumo (ou seja ,  se se repete o se­
tor de consumo n vezes , olha-se para Qtotal/n) . Como se compor-

ta uma firma neste caso? primeiro deve-se descrever como se com­
porta a demanda inversa Pn(Q) do setor de consumo repetido n ve­
zes. A demanda do setor repetido é simplesmente multiplicada por 
n. Daí Q = nF(p) é a nova demanda, onde P(p) é a demanda origi­
nal. Portanto Q/n 2 P(p) �> Pn (Q) = P (Q/n) j á  que a função 
P (. ) é a inversa de P ( · ) .  A firma típica procura maximizar o lu­
cro, dadas as produções das outras firmas. Em resumo, (ql' . . .  , qk) 
é equilíbrio de Cournot com k firmas na n-ésima repetição se 
qi resolve : 

Pelo visto acima, Pn(Q) = P(Q/n) 
solver: 

Portanto isto é o mesmo que re 

Como se está interessado nas 
Sumo, seja Yj e 

quantidades médias por setor de 
Yi "" qi/n . 

con-
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Deseja-se , portanto , CY!I Yk) que solucione 

Dividir o problema acima por uma constante positiva nao o altera. 
Faça-o com n, e o equilíbrio de mercado passa a ser solução de: 

max P (  E y. + Y { ) 'Y4 
J" �i J 

• • Yi r 

Se se define: 1 
n Ci {nYi) '  obtém-se finalmente que a 

i-ésima firma resolve: 

Este resultado pode ser usado para calcular os limites quando o se 
tor de consumo é repetido n vezes . 

1.3 - E QUI LTB RIO OE COURNDT COM LIVRE E NTRADA 

A primeira vista pode parecer estranho que se possa falar em 
oligopólio com livre entrada. Porém estas noções não são em abso­
luto incompatíveis . Para isto basta que se suponha que haja uma in 
finidade de firmas prontas para entrar em atividade, mas apenas um 
número finito destas o faz, pois se mais uma entrasse no mercado , 
não teria lucro, ou teria prejuízo. Em outras palavras, (Yl' • • •  , Yk) 1-
é equilíbrio de Cournot com livre entrada se: 

( i) Yi é tal que soluciona: 

k 
p( E YJo + Yi) · Yi - Ci(Yi) ;  

j=l 
j�i 

k 
( i i) V Y " O PC E y" + y) y - CCy) 

j=l J 

para toda CC·) que seja função de 
mas inativas.  

� O I 

custo de uma das fir-

Agora será apresentado um teorema do gênero do que se quer. 
Este é devido a Novshek [17]. Suponha que valham as seguintes hipóteses: 
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( CO) A função inversa de demanda ê P (y) 1 com P € C2([O, +=[) e 
pl < O Vy tal que p (yl � O .  Também exist y* > O tal que 
P (y*) C { ll (veja FQ: C ( l) é o custo médio mínimo) . 

(FO) As firmas são todas idênticas e do tipo {o se y 
C (y) 

Co + V (y) � Y , O, 

onde Co à O ,  V Y , O, V E C2 e V , V' � O, " à O. 

Ainda o custo médio é mínimo para y o que se c,, '1segue median 
te uma mudança da unidade de medição de y .  

� claro que se pode interpretar * y 
sendo o equilíbrio de competição perfeita 
eia-se assim o :  

(que aparece em CO) como 
(e livre entrada) . Enun 

Teorema 1.1: Valem as hipóteses CO e PO . Seja En o conjunto dos � 
quilíbrios de Cournot com livre entrada da economia com setor de 

* consumo repetido n vezes ( permite-se n E lR+ l .  Seja :':ln uma se-
qüência de produções totais medias por setor de consumo, 

Então: :!in E IR: tal que "In > n En 'I 4>. Além disso lim Yn = y*. 
ta seqüência Yn começa em n+l ,  pois só se pode garantir r:::n t- ,� 
a partir daí) . 

Neste caso o famoso resultado de Chamberlin de que competição 
monopolistica seria ineficiente no longo prazo não vale. O teorema 
acima ilustra o tipo de problema que se discutirá, embora tenha sido 
enunciado para o caso de livre entrada. No mundo real nem sempre 
este é o caso, pois muitas vezes há barreiras à entrada. Estes mo­
delos serão vistos nos próximos capitulas , num contexto de equilí­
brio geral. 

1 1 .  COMPE T I ÇÃO MONO P O LlsT I CA E E QUILTBRI O GE RAL: 

UM PRI ME I RO MODELO 

1 1 . 1  - A DEMAN DA IN V E RS A  GEN ERALIZADA 

Muito tempo decorreu nü transição para equilíbrio geral das 
idéias de competição monopolistica. O principal problema consis� 
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tia em definir como os consumidores reagiriam a uma alteração das 
quantidades produzidas . Seria preciso um modelo que levasse em 
conta as car?��;rIsticas conhecidas do equilíbrio geral :  produtos 
quaisquer 1 CCl'l lemandas interdependentes . Isto se consegue com a 
noção de demanda inversa generalizada, que é definida adiante. 

'ameça-se a discutir o problema com uma economia com um núme­
ro finito de agentes . Ao mesmO tempo coloca�se o problema de modo 
a permitir a repetição dos setores de consumo e produção, que, co­
mo foi notado no capitulo anterior, é fundamental . 

Os consumidores são representados por correspondências de de­
manda , que são obtidas de modo usual ao se escolher os pontos de 
maior satisfação no seu 
contido em lR�, sendo 9. 
suas possibilidades de 

espaço de consumo (admite-se este espaço 
o número de bens da economia) e dentro de 

gastos. A renda do indivíduo , que determina 
suas possibilidades de gasto, é determinada pelo valor, a preços 
de mercado (que serão não negativos), da sua dotação orçamentária, 

W E IR� 
+ e pela fração dos lucros das firmas que lhe compete, 

" ej p·Yj ' sendo Yj E: IR� a produção da firma j ,  p o vetor de 
jsJ 
preços de mercado , 8j a fração da firma j possuída pelo indiví­
duo em questão e J um conjunto finito de nomes das firmas . Des­
te modo, se se olha para um indivíduo, obtém-se o conjunto das ce� 
tas de mercadorias que este demanda, que é a correspondência de de 
manda : 

x lR.\!. X lR + • IRt + 

(p,R) f----<.� X (p , R) 

Se a renda for definida como acima, ter-se-á : R =p·w + r 8j p·Yj . 
j e:J 

Caso se tenha R < O obviamente X(p,R) = � V P à o. 

Admite-se que o setor de consumo da economia ê formado por ml 
indivíduos do tipo 1 ,  . . .  , mk indivIduas do tipo k, onde indiví­
duos do mesmo tipo possuem: 

(i) Hesmos conjuntos de consumo Xi ' i 1 ,  .. . , k; 

(ii) Mesmas preferências que determinam a mesma demanda Xi i 

(iii) Hesma dotação inicial Wii 
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( iv) Hesmas participações nas firmas r e ij' Supõe-se também que 

as firmas distribuam seus lucros (ou perdas) entre os CDn 
k 

sumidores , o que quer dizer que 1: roi 6ij  "" 1 Vj E,J. 
i=1 

As firmas são descritas por conjuntos de possibilidades de pr� 
dução Y C R�. Como de hábito, coordenadas negativas se interpre-
tam como fatores de produção ( insumos) e coordenadas 
mo produtos. Também economia possui 

positivas 
uI firmas 

co-
do 

tipo 1, . • •  , nh 

supor-se-á que a 
firmas do tipo h ,  onde firmas do mesmo tipo po� 

suem: 

(i) mesmo conjunto de possibilidades de produção Yj C 1Rp-;. 
j=1, " "  h .  Neste caso pode-se tomar o conjunto J, dos 
nomes das firmas , como a seguir: 

J = { ( j ,r l  E JN* x lN*; j f: h e 

Assim, dada a caracterização básica dos agentes de uma econo­
mia, passa-se a descrever como estes interagem. Vai-se partir de um 
dado conjunto de { ml' . • .  , mk} cons��idores e de um dado conjunto 
de { nl' . • •  , nh } firmas , como acima. 

Definição 2.1 : Um equilíbrio de trocas na economia definida aci-

ma, é um par � IR (nl + '" +nhj� (V, (Yj r) ) E. 1R+ x Cindica-se Yj r  p� 

ra a r-ésima firma do j-ésimo tipo), onde: 

V i , r  

k 
L 

i=l 

ffii L 
r=l 

h 
L 

j=l 

h 
L 

j=l 

tal que: 

Yj r  � O (1)" 

(1) f interessante notar que es te concei to equivale ao de equilíbrio de compe­
tição perfei ta (ou de Walras) em uma economia de trocas na qual os indiví­
duos do tipo i possuem dotações iniciais 

h n" 
L LJ e Wi + j=l r=l i (jr) Yjr" Esta outra forma de ver o problema ê utili-

zada por Novshek e Sonnenschein [18]. 
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Em linguagem corrente a expressão acima equivale a dizer que 
as firmas fornecem produtos de modo que a demanda é atendida , po­
dendo sobrar produção. 

Denote Y = (Yjr) E. IR 
(uI + . , . + nh) 9., 

Seja Q (y )  {p  E IR!; (p,y) é equilíbrio de troca}.  

Seja  C = {y E. IR (uI + ••• + nh) t; Q (y) " �} . 

Nada garante que C � �. 

Definição 2 . 2, Se C " 0 a corresEondência de demanda inversa 

generali zada é: p C • 1R� + 
Y • P (y) Q (y) 

Obviamente que no contexto acima, em toda sua generalidaãe, n� 
da se pode fazer. P.assa-se a supor que: 

(Cl) As preferências são tais que xi (p ,R) ê único ou é um 
conjunto vazio (por exemplo, se as preferências forem es 
tritamente convexas. Para este conceito ver Varian 
[22 , capo 3J) 

Neste caso faz sentido definir-se a função excesso de demanda 
em termos das produções médias de cada tipo de empresa . 

ções médias 
manda é :  

k 
E ( p ,y) = � 

i=l 

Já que 

Seja 
dos diversos 

mixi (p ,  

Yj = 

P'wi 

_1_ 
nj 

to onde tem-se equilíbrio 

sagrega" Yj (ou seja tal 

. . . , o vetor de produ-
tipos de firma. A funs:ão excesso da de-

h k h 
+ " nj a ij p,yj ) - E miwi - E DjYj" 

j =l i=l j=l 

Yjr  vê-se que E { p ,y) f: o em um po!}. 

de troca . A existência de Yj r  que IIde_ 

1 n· 
que Yj = EJ 

Yjr) depende de hipó-nj n=l 
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teses sobre Yjo Supõe-se que estas hipóteses sâo sempre satisfei­
tas (por exemplo, se Yj é convexo, com O E Yj ' Vj , então isto se 
verifica) . 

Note que E (p ,y )  depende do número de empresas de cada tipo, 
bem como do número de indivíduos de cada tipo. Seria interessante 
que se estivesse livre disto quando a economia é multiplicada. Por 
isso dois mecanismos de repetição são introduzidos nos lemas que 
se seguem: 

Lema 2 . 1 :  Seja P(y, mlr • • •  , lnJe, Dl' . • .  , %' (eij» {PIE: IR�; E(p,y) !:. O} 

A demanda inversa generalizada da economia 
«mj I • • •  I rnk) I (uI' . . .  I uh) '  (8ij ) 1 (ou seja, da economia des­
crita inicialmente com as hipóteses simplificadoras da definição 
2.3 :  Cl e C2) . Suponha que o número de agentes é alterado para: 

* * * * 
( (ml , . . .  , mk1 ,  (nl , . . .  r nh» e que as participações nos lucros 

* 8ij Então, desde que a 0'., S > o tais que passem para: 
( i )  affii ' Vii 

(ii )  * nj c:mj ' V j ;  
. * S8ij  I Vi , j .  (iii)  8ij  = 

E se se chamam • m e m I 

* n e n , e e e* respectivamente a 
* * * * 

(ml, . . . , Ilk.) e (ml , "" �)' (nl, . . •  , Drt) e (nl' . . .  , lh)' (8ij) 

Tem-se: P (y ,  • m , n* , 8 *) P (y ,  m, n ,  8) 

Demonstração: p E: P (y ,  m, n ,  8) � 

k 
� E mixi (p ,P'Wi + i=l 

h 
� 

j=l 

k 
e" n· y·) - � 
lJ J J i=l 

h 
� 

j=l 
nj Yj 

Multiplicando a expressão acima por a, e escrevendo 

k 
..- � 

i=l 

e 

* 
mi Xi (P,P'wi + 

h 
� 

j=l 

vem que: P E  P (y ,  m ,  n ,  8 )  

k 
P 'y,) - � 

J i=l 

� O 

Como os consumidores devem repartir todos os lucros ( ou prejuízos) 
das empresas entre si ,  tem-se: 
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k * * * E mi 8ij 1 -9 ( já  que 6ij  i=1 

1 * aii = B C; - 6 ij  cr 

Daí segue-se que pE: P ( y ,  m ,  

"'-
k * E 

i=1 
mi xi (P ,P-wi 

P E: P ( y ,  * m * n , 

h * + ); e .. 
j�l 1) 

8 *) • 

21 

k 
B8ij l E roi (l B 6ij  1 = 

1=1 

n ,  81 <'9> 

* k * h 
n; Yj �O nj p·Yj l - ); roi Wi -, ); <9> 

i=1 )�l 

QED. 

Este lema permite que se defina P (y) independentemente do es­
tágio de repetição da economia , desde que se tenha em mente que o 
mecanismo de multiplicação da economia original é o descrito pelas 
suas hipóteses. g claro que só faz sentido falar em repetição se  
a > 1 .  Pode-se pensar também em a inteiro, mas isto não é sempre 
necessário.  Portanto, se se deixa a correspondência P{y} fixa e o 
número de firmas aumenta de modo proporcional (como no item ( ii) 
acima), está implícito que o setor de consumo também se modifica 
proporcionalmente , e ( il e liii) valem. Observe ainda que a hipó­
tese ( iiil  não é tão má. Ela apenas significa que a nivel indivi-
dual mantém-se a mesma a renda proveniente dos lucros das 

sas, j á  que z e'j n. P'y.· 
j ]. J J 

empre-

Em muitos problemas interessa olhar apenas a produção média to 
tal do setor produtivo. 

Lema 2 . 2 :  Suponha que eij h 
1 e que valham (i l  e (i i) do 

); n· 
j�l ) 

lema anterior. Então: a demanda inversa generalizada depende ap� 
nas da produção média total da economia ( l) : 

Y 1 
-h-o 

"n) 
j�l 

(1) Novamente dado um y E. IR't, a existência de uma I t  des agregação" 
d� hipóteses específicas sobre os conjuntos de possibilidades de 
çao. 

depende 
produ-
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Demonstração : Seja N 
h 
í: nj" Então 

j=l 

REVISTA D E  ECONOMETRIA 

1 
N* 

1 .  
aN 

Daí (iii) do lema 2. 1 vaIeI e portanto a demanda inversa genera­
lizada depende apenas das produções medias (Yl' o • •  , Yh) Contudo 

observando vê-se que este é idêntico a p 'y onde 

y é a produção média agregada total .  Do mesmo modo o termo 
h 
í: njYj = Ny ,  e portanto depende também apenas de y ,  j á  que ao 

j=l 
multiplicar-se por a tem-se N*y .  Daí segue-se o resultado do Lema . 

QED. 

A repetição da economia como acima torna-se então simples (p� 
lo menos na presença de cl e C2 , que está-se supondo nestes resul­
tados) I pois é suficiente que se tenha fixa a correspondência 
p(y) em valores médios por firma ou globais, conforme valham as hi 
póteses do lema 2 . 1 ou 2 . 2 .  

1 1 . 2  - EQUILrBRIO DE COMPETIÇÃO MON O P OLrSTICA 

Para que fosse possível a definição do mOdelo de equilíbrio 
de Cournot em equilíbrio geral (que pelas considerações feitas no 
capítulo I será chamado de equilíbrio de competição monopolística), 
houve a necessidade de definir-se a correspondência de demanda in­
versa generalizada . Contudo resta um problema : já que em geral es-
ta não é 
zir(l) , 

uma função , 
qual será o 

e supondo 
preço que 

que as empresas passem a produ­
os consumidores escolherão de P(y ) ?  

Uma vez que isto não possui uma solução aparentemente simples, ad� 
ta-se uma hipótese: se houver 
ralizada (isto é ,  uma função 

uma escolha da demanda inversa gene­
p : C  -+ R! tal que p (y )  E:: P(y» , que 

seja contínua em * y , quando as firmas alteram ligeiramente a pr� 
dução para y supõe-se que os indivíduos mudarão os preços de acor­
do com esta seleção contínua.  Mais geralmente , seja p (y )  uma esco­
lha de P(y) . 

(1) De agora em diante, y E IRhQ, 
pondo válidas as hipóteses do 

ê o vetor de produções medias por firmas, su­
lema 2 .1 .  



NOV E�IBR O  OE 1982 .. 23 

Na figura 2 . 1  vê-se algumas escolhas de uma correspondência P(y) I 

tais que p ( y*) = p* . As escolhas 2 . 1.b e 2 . 1 . c  apresentam uma 
diferença básica de 2 . I . a .  

_ < ( * *) (1) Sao maximais cont�nuas por p ,  y . 

p (y) 

p (y) 

2.1 . a  

_- r-i - , I ( , , 
cJl 
l >'< '�) I . CP. Y I " I - I -

'-l.... 

2 .Lc 

p (y) 

y 

p (y) 

y 

Figura 2 . 1  

~ 
( * 'P1-­

P 'F ) , , , 

"
-

-
-

'� 
2.l.b 

---

2. 1.d 

y 

y 

Definição 2 . 4" :  Diz-se que (Yj r) ,  j=l ,  _ . 0 '  h ,  r=l , . .  " nj é um 
equilíbrio de competição monopolística (ou de Caurnot) em relação 

à seleção p: C � IR; se: 

(1) Seja Dpe C o maior conexo que contenha y* (a seleção p(y) ê tal que 
p(y*) = p*) e no qual p(y) seja contínua. A seleção p(y) será maximal CDn 
dnua por (p>", y*) se tí seleção q(y) , tal que q(y*) '" p* e Dq:::' Dp 
com Dq f- Dp' 
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(i) Y E: C; 
� . 1 " (ii) p(y) 'Yjs - P (Y_J I  n. ( �  Yjr + Yjs) }' YJSI V yJS  E Yj J r;is 

tal que (Y-J" -.!. (1: Yjr 
+ YJ

�
S» E Cf Vj E.{l, . . OI h }  e nj r.#-s 

Vs E: { l ,  o • •  , Dj } ; 

nl nh 
{ .lo. 1 onde : y (Yl ' • • •  , Yh) L Ylr' . .. , - L Yhr) e nl r=l nh r=l 

Y-j (Yl ' . . .  , Yj-l ' 

[Nesta notação y =: (Y_j ' 

Supor que haja uma escolha continua é cômodo, mas nao se pre� 
ta a alguns tipos de análise. Por exemplo, será que se pode "em g!:: 
ral" ter uma escolha de P (y) por um ponto (p* , y*) tal que esta se 
ja contínua (localmente)? � claro que isto requer um formalismo di 
ferenciáve!. Para que se possa usar este tipo de análise e neces­
sário que se suponha: 

(C3) Os consumidores são localmente nao saciáveis . Deste mo­

do vale a lei de Walras , ou seja, p . E {p,y)  = 0  V P E IR!. 
o (C4) C = �. 

Por s implicidade suponha que o primeiro bem tem preço 1. O 
comportamento dos consumidores e das firmas permite que se possa 
normalizar por uma constante o vetor de preços . Se se sabe que o 
preço do primeiro bem é diferente de zero, então basta dividir o 
vetor todo por ele. Um bem que se pode pensar como numerário é o 

lazer. Assim um vetor de preços será da forma (I , p) € { I }  x R;-l . 
t Seja Ti_I : IR -+ IR i-I a projeção nas 

Seja Z(p ,y) lTt_l (E( (l , p) ,y) ) . 

Lema 2.3: Suponha (l , p) 
trocas � Z (p, y) = O .  

t E IR++. Então: 

t-l últimas coordenadas . 

((l,p) , y) é equi líbrio de 

Demonstração : (�) Seja zl o excesso de demanda global pelo nu 
merário (bem 1) . O par «l ,p) , y) é equilíbrio de trocas 
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<t==> (Z1' z (p , y» b. O. Como vale a lei de tvalras (por C3) tem-se 
que 1-z1 + p·Z (p,y)  O, o que força Z1 = O e Z ( p , y) = O já que 

� ( l , p) E JR++ 

�) Z (p ,y) "" O ==t> p·Z (p ,y) = O. Da lei de Walras 

z1 O =9 ( zl' Z (P ,y» = O ==>  ( ( l , p) , y) é equilíbrio de trocas . 

Definição 2.5 :  

h 

- 9-Suponha ( lrpJ E IR++ 

QED. 

e que V 1=1 , ... , k tem-se 

L nj 6ij ( l ,p )'Y � O ( todos os indivíduos possuem ren­
j=l 

das estritamente positivas) . Vale o lema 2 . 3 .  Assim (CI,p) ,y) é di 
to equilíbrio de trocas regular ( crítico) se: 

( i )  Z (p,y)  = O ;  

(ii)  3S � 1 inteiro tal que Z (p ,y} é CS em uma vizinhança 
( { lrpl ,y) f 

o � de onde y E: Cf que é r jl por C4; 
( iii )  Dp Z ( p,y )  é não singular (singular) . 

Agora pode-se assegurar a existência de uma escolha contínua 
ao redor de ( ( l , p,l ,y) . 

Lema 2.4: Suponha que «l, p) , y )  é um equilíbrio de trocas regu-
lar . Então: existe uma vizinhança de y ,  V (y )  , tal que 3 esco-

lha q (y) E. Cl VY E V (y) . Ainda mais esta é tal que q (y) = ( l , p) 
e qualquer outra escolha de p (y) contínua em y e tal que avalia-
da em ( l , p) obtém-se y coincide localmente em y com q (y )  . 

Demonstração: O teorema das funções implícitas aplicado a Z (p ,y) 
dá que 3: p (y) E: CS tal que p (y}  p e Z (p (y} ,y) ::::: O em uma 
vizinhança V (y) , além de ser p (y) localmente única. Deste modo 
defina 

q (y) 
{ ( l , p (y» se y E. V (y) 

uma escolha qualquer de P (y) se y � V (y) . 
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1 1 .3 - EQUILTBRIO DE COMPETIÇAD PERFEITA 

Seja Sj (p) = {Y € Yji p . y � p. y' \l'y ' E Yj } ' definida por 

p E �!. Esta é conhecida como a correspondência de oferta da fir 
ma do tipo j .  Define-se a oferta agregada média da economia como 
sendo: 

S(p) 

Definição 2 . 6 :  (p* ,y* ) E IR! x lRh9. é dito equilíbrio de compe­

tição perfeita (ou de Walras ou Walrasiano) se:  

p* E. P (y* ) e y* E. S (p* ) .  

Fazem-se agora algumas hipóteses adicionais em relação aos 
conjuntos Yj : Vj 

(Fl) O E: Yj 
(F2) Yj é fechado ; 

(F3 )  Yj é limitado superiormente (aaj � O tal que 
Y E. Y j =9 Y � aj ) ;  

o 
(F4 )  e se x e y E Yj 9CXX + ( l-a )y  E Yj Va  E:JO , l[ 

(Diz-se neste caso que Yj é estritamente convexo) . 

valendo FI-F4 t tem-se Sj (p) 'I \Õ V'p E IR ++, e além disso 

é função contInua de P E IR;+ (ver Varian [22J). 

Passa-se a definir o limite de equilíbrios de competição mo­
nopollstica. 

Definição 2 . 7 :  Seja Ect 1 a Elli * , a a-ésima repetição da economia 
do lema 2.1. Seja dada uma escolha p (y) da correspondência de de 

manda inversa generalizada. Seja (p,y)  tal que y e 

a 1 anl a 1 anh " p lim p , onde y ( ctnl 
I Ylr ' ... , I Yhr) e 

ct+oo r=l anh r=l 

3a * * ;, * a E. :IN ; V a a (y jr) é equilíbrio de competição monopolísti-
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ca em relação a p,  para Ea e pU = p(ya) .  Diz-se então que 
(p,y )  é um equilíbrio limite de competição monopolística. 

Perceba que o conceito acima definido prescinde de algo muito 
importante: qual é a economia que está por trás desta noção de e­
quilíbrio limite? Como o número de firmas e de consumidores está 
aumentando, pOde-se imaginar que deve ser uma economia com "mui­
tos" agentes. porém, formalmente, esta é uma noção de equilíbrio 
desvinculada de uma economia. Por esta razão é que este modelo é 
apenas preliminar. Para que se possa ser rigoroso,  é necessário 
que seja dito o que se entende por "muitos". Isto será visto na pr.§. 
cima seção na qual definir-se-á a economia com um contínuo de age� 
teso Devido ao fato deste primeiro modelo envolver apenas concei­
tos elementares de matemática é que foi apresentado . No Apêndice 
11 pode-se ver a reconstrução deste na linguagem da seção 111. 

Paz-se necessária a introdução de uma hipótese técnica (que, 
diga-se de passagem, é extremamente razoável) : 

(HTl) Supõe-se que os equilíbrios de competição monopolística 
são tais que P ' Yj r  � O Vj,r (nenhuma firma tem prejul 
zo) . 

Esta hipótese é assegurada desde que (Y_j t 1 1: 
nj 

(s�r Yj s» E Ct 

h 
Vj , r .  Por isso é que se supoe a lgumas vezes que lT 

j=l Yj C C .  

A interpretação econômica disto seria que o setor de consumo é gra� 
de em relação ao setor produtivo . 

Também é possível demonstrar o teorema supondo que cada Yj s� 
j a  inferiormente limitado. 

Teorema 2 . 1 :  Vale Cl-C4 , FI-F 4 ,  HTI . Suponha (PtY) equilíbrio 
o 

_ t limite de competição monopolística, Y E:. Ct p E: IR++, e a sele-

ção p(y) , contínua em y. Então : 
perfeita. 

(p,y) é equilíbrio de competição 

Demonstração : Suponha por absurdo que (p,y)  não é equilíbrio de 

competição perfeita. Já que + Yj e " Yjr  e 
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yjr E. Yj , tem-se yj E Yj (Yj é convexo) e portanto Yj E Yj (r::ois 

Yj é fechado) . Como (p,y) não é equilíbrio de competição perfeita 

8:j I 
* * -"'" Yj E. Yj e 8 > O tais que P ' Yj = P Yj + 8 (A) • Mas 

u - **  **  p + p '"'" �u tal que pU »0 Vu � u ( j á  que p » O) • Além 
disso o conjunto dos pu e p é limitado (pois pu 

+ p) . Por outro 

lado Yj é superiormente limitado. Seja a* tal que Va � a* (yjrl é 

equilíbrio de competição monopolística para Eu em relação a p (y) . 

Seja ao = max { a* , a* * } . Como vale HTl Va�ao pOyjr > o .  Daí yjr 

está em um conjunto limitado . Observe que 

+ y .  

Por outro lado, sendo (yjr l equilíbrio de competição monopolística 

para Eu , segue-se que 

" " desde que esta produção (Y_j l Yj + 

e este valor tende a y ,  segue-se que Haoo tal que V �CDo va 

le + _1 (y* . 

_ 

u)) E. °c YJ' r . nj J Tomando a média de {B} em rela-

çao a r e o limite em 

do em vista (A) . 

� * L - -a obtem-se p Yj - P Yj '  que é absurdo ten-

Com este teorema vê-se um resultado razoável:  no caso de con­
j untos de possibilidades de produção convexos , com hipóteses nao 
muito fortes , pode-se demonstrar um resultado que contradiz a fa­
mosa análise de Chamberlin : no longo prazo (equivale a dizer: qua� 
do a economia cresce) a competição monopolística produz as mesmas 
quantidades que um mercado de concorrência perfeita. Para Chamber­
lin isto não aconteceria, e mesmo no longo prazo competição mono­
polistica seria ineficiente . 

Tendo em vista o teorema demonstrado , surge uma pergunta : Se­
rá que sua reciproca vale? (Quer dizer: será que todo equilíbrio 
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de competição perfeita pode ser aproximado por uma seqüência de e-
quilibrios de competição monopolistica?) . Â primeira vista este 
problema não parece ter a importância do outro, já que, se as eco­
nomias do mundo se assemelham mais ao modelo monopolístico (onde 
alguns'agentes , as firmas , possuem uma atitude ativa sobre outros , 
os consumidores, que agem passivamente , tomando os preços como da 
dos) I então é razoável que se saiba se se pode esperar que o poder 
de monopólio das firmas é cada vez menor , à proporção que a econo­
mia fl aumenta 11 • 

Porém há uma outra razao meto lógica para que se  encare a re­
cIproca seriamente . Uma vez que o modelo de competição perfeita é 
tão utilizado na prática (por exemplo na análise oferta x procur�, 
qual será seu poder explicativo da realidade, se se sabe que este 
não é válido? � claro que todo equilíbrio de competição perfeita 
que puder ser aproximado por equilíbrios monopolísticos tem algum 
poder explicativo, sobretudo nas "grandes" economias tI) . 

Serão necessárias novas hipóteses para este teorema . A noção 
mais útil para isto é a de equilíbrio de competição perfeita regu­
lar. 

Definição 2 .8 :  O equilíbrio de competição perfeita ttl,p*) , y*) é 
dito regular se: 

(a)  :3: aberto A C C 
tais que 

e B C .... i-I 1['1,+ ' com y* E A e p*E B 

(i )  O gráfico da correspondência P restrita a Ax ({I}xB) 
é o de uma função C2, ( l ,p) : A  -+ {I} x Bi 

( ii)  A correspondência de oferta S é cl em Bi 

(b) A função p (S (q» -q, definida em uma vizinhança de 
tem posto máximo em q = p * , ou seja ,  vale: 
posto (Dp(y*) 'DS (p* ) - li_I) = i-1. 

* p 

(1) Tudo is to desde que se suponha que o comportamento dos agentes econômicos 
seja semelhante ao modelo monopolístico descrito. Outros modelos onde al­
guns agentes agem ativamente sobre outros passivos. e também não cooperati­
vamente entre si são estudados. Um exemplo interessante de outro modelo po­
de ser visto em [12J. 
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Para uma observação que s e  seguirá precisa-se d o  seguinte re­
sultado: 

Lema 2 . 5 :  Sejam M e N matrizes roXn e nXID , respectivamente, COm 
rn e n inteiros quaisquer. Então : 

MN - Im é não singular <-? NM - In é não singular. 

Demonstração : Basta mostrar um dos lados , pois o raciocínio a ser 
empregado independe de m e n. Assim mostra-se (�): 
por absurdo suponha NM - In singular =",>::Iv E IRn -j O tal que 
NMv = v .  
MuI tiplicando por M, MN(Mvl = Mv. Mas Mv " O, pois se 
Mv O "'>v = O (já que v = N(Mvl I. Daí MN - Im é singular, pois 
"U Mv E lRm tal que u " O e MNu = u .  QEO. 

Como corolário imediato deste lema vem que 
Dp {y* ) .DS(p*) -19.._1 é não singular -0- DS(p*) . Dp(y*) - Iw..é não sin 
guIar. 

oemonstrar-se-á agora um lema que garante que se pode tomar 
equilíbrio de competição perfeita como em 2 . 8 .  Introduz-se mais 
uma hipótese sobre os conjuntos Yj: 

(F5) OYj possui curvatura Gaussiana estritamente positiva. 

Valendo F5 ,  por um raciocínio análogo ao de Debreu [4J pode-

se provar que cada Sj (p) é de classe Cl em p» O .  
S(p) também é Clt e portanto: 

Deste modo 

Lema 2.6: Valem CI-C4, FI-F5. Seja «l , p*) ,y)  um equilíbrio de 
competição perfeita que é um equilíbrio de trocas regular, onde 
z (p,y) é de classe C2 próximo a (p,y) . Seja Zc (p) = z (p,S  (p) ) . 
Então: Dp Zc(p) é não singular � «l,p* ) , y* ) é regular. 

Demonstração: Com as hipóteses acima e o lema 2 . 4 ,  basta verifi-
car o item (bl 

* * OpZc(p I = O Z(p , p 

da definição 2 . 8 .  
* * s (p*1 I . os (p*1 é S(p Ii + D Z(p , nao singular. Co-y 

mo «l , p* ) ,y* ) é equilíbrio de trocas regular isto significa que 

Dp Z(p* , S(p*» é invertível .  Multiplicando ambos os 
'Jualdade acima por [DpZ(p* ,S(p*»J-l, lembrando que 
e que pelo teorema das funções implícitas têm-se : 

lados da i­
y* = S (p* ) 
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* * J
_l * - IOpZ (p ( y  ) ,y ) • 0yZ ( p (y*) ,y  ) .  Daí segue-se o 

resultado. QED . 

Apesar destas definições é necessário que se introduza ainda 
mais hipóteses para que sej a demonstrada a recIproca do teorema 2 .l .  
Ou se  faz isto sobre as preferências, deixando os preços uniforme­
mente longe de zero, ou sobre a tecnologia .  Kevin Roberts [19J, 
sob o qual se baseia fortemente este capitulo , o faz com hipóteses 
sobre as preferências. Aqui opta-se por fazê-las sobre a tecnolo­
gia. Este é o método de Mas-Colell [12J: 

(F6)Y
j 

é inferiormente limitado V j=l ,  . , . ,  n .  

Teorema 2.2 : Valem CI-C4 e F!-F6. Seja «l , p) I y) um equilíbrio 
limite de competição monopolística com relação à escolha da deman­
da inversa generalizada dada pelo item Ca) ( i) da definição 2 .8 .  

Demonstração : O esquema da demonstração é simples: mostrar-se-á que 
se uma firma resolve seu problema de maximização do lucro monopo­
lístico, então também soluciona um esquema menos complicado. Dado 
isto demonstra-se que há equilibrio na economia como um todo. 
Suponha dados os níveis médios de produção y*. ,  e Y� ( nivel depro -J J -
dução média das firmas do mesmo tipo) , então a firma (j ,s) escolhe 

o 
Yjs  de modo que resolva o seguinte problema (onde supõe-se y*e:C) : 

com 

* * * maxTT( y  'Yjs) = p (Y_j ' Yj + 

e 

(A) 

Sem perda de generalidade pOde-se supor que se está em o c, j á  que 
o * y*  E. C e (Yjs - Yj ) está limitado (devido a F3 e F6) e a pode 

ser tomado grande o suficiente. Portanto , * se y é suficienteme!]. 
te próximo a y ,  então , para a grande , também ter-se-á 

próximo a y .  Daí, sendo o equilíbrio 

regular, pOde-se diferenciar (A) em relação a Yjs  (desde que a se­
j a  grande) : 

lTy. JS 
(B) p + 
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TI Yjs Yjs  
(C) 

Observe que: (i) para a grande o bastante, uma vez que PYj"Yj s  é 

limitado , tem-se �YjS  � O a solução de (B) está em OYj" Do 

mesmo modo �Y. vai para zero com a ,  e portanto a curvatura 
JS Yjs  

das curvas isolucro também vaa a zero . Pode-se ver na  figura 2.2. 
Segue-se que o mesmo ponto será escolhido da linearização do probl� 
ma (A) I pois vale F5:  

HIPERPLANO TANGENTE 
/ 

,,:--�,� ISOLUCRO 

______ bYj 

Figura 2.2 

Dai, se Yjs  resolve (A) I também resolve: 

max com 

Contudo este é o mesmo problema que uma firma enfrenta em competi­

ção perfeita quando os preços sao �Yjs ( y* , Yjs) :  

y. = s. (lTy (Y* , 9J,s» JS J js 
pois o equilíbrio é regular e a é grande o bastante . Logo basta que 
se ache * y , com grande o bastante , tal que: 

* * (Y , Yj}l para que se encontre um equilíbrio 
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de competição monopolIstica para Ea (onde firmas do mesmo tipo a­
gem identicamente) . Usando a equação (B) isto é o mesmo que mos-
trar que existe uma solução * y tal que: próxima de y 

(E) , onde (pensa-

se em 13 pequeno , pois interessa 
com a E:]N* I l grande") . Com S 
lIbrio de competição perfeita. 

apenas exibir um tal equilíbrio 
O obtém-se, já que (p,y) é equi-

v j , Y j 

por conseguinte basta que se possa usar o teorema das funções im­
plícitas , para que se mostre que, n1.lIfla vizinhança de y* 

= y e f3 =0 
existe uma única função CCl) y*C(3) que dã a solução de (E) . O fa­
to de yj E: Yj segue-se da definição de Sj (. ) I e de que 

Yj E. Sj (0). Também y*«(3l E:. C para S pequeno , j á  que y*(Sl é 

próximo de y para 6 próximo de zero e _ o 
Y E C . Falta apenas ap1l 

car o teorema das funções implícitas a (E) no 
Para isto é suficiente que OS(p) 'Op(Y) - Ih� 

ponto 8 = O,  y* = y. 
tenha posto máximo . 

Isto ocorre pois ((l,p )  ,y) é regular e se aplicam as observações 
que se seguem à definição 2.8. Vale portanto o teorema. QED. 

Este teorema encerra o que se propunha a ver. Na seção se­
guinte apresentam-se modelos alternativos . 

1 1 1 . COMPETIÇAo MONOPOLIsTICA E EQUILIsRIO GERAL: 
ECONOIHA LIMITE COM UM CONHNUO DE AGENTES 

1 1 1 . 1 - ECONOMIA COM UM CONTINUO DE AGENTES 

Este modelo é um pouco mais complicado que o anterior , mas po.§. 
sui a característica de mostrar a economia que sustenta a noção de 
equilíbrio limite de competição monopolística (e de equilíbrio de 
competição perfeita) . 

A pr�meira diferença que surge é a especificação do setor de 
consumo. Vai-se supor que o setor de consumo é dado por uma cor-
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, respondência p :  C 1-4 IR + f onde y E C é a produção agregada 
Y � P (y) da economia medida em termos "por firma" . Pode-se sempre 
pensar em uma situação onde valham as hipóteses do lema 2 . 2 .  Na 
verdade , o processo de aumento do número de agentes não será como 
no lema acima. Não importa . � possível ver que se se pensa em um 
setor de consumo como especificado de forma tradicional, e um meca 
nismo de multiplicação de acordo com o lema 2 . 2 ,  então o processo 
de aUmento da economia coniol.'me o presente modelo é obedecido . 

Quanto às firmas , outras hipóteses serão consideradas , prin­
cipalmente para permitir que haj a custos fixos. Os conjuntos de 
possibilidades de produção Y c: ffi �  são da forma Y = y U {O } , on­
de : 

(F7)  s: K C IR 9., cubo compacto fixo < independente de y) tal que 
Y C K i  

( F8) Y é fechado; 

(F9)  Y é convexo; 
, (FlO) Y f\ IR+ C { O } ;  

(FlI) Seja Sy (p) :;;;: {y E: Y ; P ' Y  � p. y l  V y '  E Y} ,  definida p� 
� ra p E IR + "  Então Sy (p )  é função localmente lipschitzi� 

na com constante de Lipschitz C (p )  ( independente deY), 

Vp E: IR t ++ 

o axioma (FII) é o único que merece maior atenção. Se forem 
válidos para Y os axiomas 
pois em IRn toda função 

F4 
C1 

e F5 ,  então ter-se-á que FII vale, 
é localmente lipschitziana (é claro 

que não se pode assegurar que C (p )  seja independente de Y se o 
número de diferentes Y for infinito ) . Uma condição necessária e 
suficiente para valer FII ( para C (p )  dependendo de Y) é visto em 
Vial [23] .  

Da  maneira como foi definido acima, a forma geral de um con­
j unto de possibilidades de produção Y será: 



NOVEt,I BRO  O E  1 98 2  3 5  

o 

Figura 3 . 1 .  

Observe ainda que a forma de Y corresponde, de fato, à pre­
sença de custos fixos . Isto porque Y pode ser visto como Y + a ,  
onde a � O e y- é um conjunto de possibilidades de produção com 
as hipóteses convencionais . Como a � O isto significa que é ne­
cessário " gastar" algo (utilizar alguns insumos ) para que se possa 
começar o negócio. t claro que coloca-se Y = Y U { D }  pois há se� 
pre a opção da firma não entrar em produção . Um aspecto interes­
sante é que, em geral, Y assim definido não é convexo , como nor­
malmente se supõe. 

Seja X = (Y C lRt , y safisfaz F7-Fll, com I< e C (pl fixados 
a priori } .  Pode-se munir X com a topologia da convergência fe-
chada (ver apêndice ri . Deste modo X se torna um espaço métri-
co compacto. 

Passa-se agora a definir o setor de produção da economia que 
possui um contínuo de agente s .  

O conj unto dos nomes das f irmas é o intervalo [O , lJ, com a 
o-álgebra de Sorel 6 e a medida de Lebesgue À .  

produção contínuo é uma função Borel-Definição 3 . 1 :  O setor de 
mensurável f : [O , l] -)- x .  Para cada B E:.  [0 , 1] o conjunto de pos-
sibilidades de produção da firma B é f ( S l  = f ( S )  V { O } . 

Definição 3 . 2: Uma produção para esta economia é urna função Bo­
reI-mensurável y : [O , lJ -)- lR 1- ,  tal que y { S )  E f ( G )  exceto em 
um conjunto d2 i} I S  com medida dE: Lebesgue nula eD [0 , ( j á  que 
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( [ O , lJ, S ,  À )  é um espaço de  probabi lidade , 
y I S) E f I S)  quase certamente - q . c . )  . 

dir-se-á que 

Definição 3 . 3 :  O conjunto agregado de possibilidades de produção é 

Y( = S f ( 8 )  dÃ :;:;: { S ydÀ i Y é produção} .  

Note que este conjunto é convexo , fechado , não vazio e 
contido no fecho convexo de K e { O }  (ver Apêndice I )  . 

está 

� bom que se perceba qUe as quantidades de W são agregadas e 
medidas em termos médios (por firma) . 

A correspondência de oferta agregada S: IRt -r !Ri é definida 
por: 

S (p) := {x E:. Yr i P - Y  � p -y . Vy l E. yr} .  

Definição 3.4: A economia COm um contínuo de agentes é um par 
E = ( f ,  P) . 

Como a correspondência P ( -) é definida em termos por firma, 
f E: P não são independentes , pois a especificação de P ( . ) depen­
de do setor de produção , dado por f ( · } . 

As duas definições seguintes são análogas das definições 2. 6 
e 2 . 8. 

* * t Definição 3 . 5 :  ( p  , y ) E. IR +  x é um equilíbrio de compe-
tição perfeita (ou de Walras , ou Walrasiano) para € se:  

e 

Definição 3 . 6 :  (p*,  y*) é equilíbrio de competição perfeita re­
gular para € se :  

la) 3: A,B abertos de 
tais que: 

l i )  O gráfico de P 

com , A C C ,  B C  ffi++ 

restrito a A x B é 
uma função C2 , p : A  + B ;  

( ii) A correspondência de oferta agregada é 

o gráfico de 

c1 em B i  
(b) A função cl : p ( S (q» ) -q ,  definida em uma vizinhança de p* 

tem derivada com postos máximo em q = p* isto é:  

posto ( Dp (y* ) ·DS (p* ) -I) = 9,-1 . 
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Na definição acima o posto máximo é �-l  pois está-se supog 
do que vale C3,  e portanto vale a lei de Walras . 

Os conceitos que serão definidos adiante são uma generaliza­
ção da noção de demanda negativamente inclinada. Para uma economia 
tradicional esta generalização foi feita por Novshek e Sonnens­
chein [18J. 

Definição 3 . 7 :  As firmas de € sao propriamente 
relação ao equilíbrio de competição perfeita (p* , 
tem s * E ]O , l[ ,  t E ] O / S*[ e y � O tais que: 

( i )  

( íi )  

( iii )  

• y 
> O 

* max p ' Y  
O se  8 

y E f ( 8 ) 
< O 
f - Y 

y ( 8 )  que resolve max p * 

V a E: J S' 

d (p • ';; ( 8 )  ) 
d8 

-

< 

Note que não 

y E: f ( 8 )  

t ,  a ' + te; 

O V8 E:. )l* -

se exige que 

� 8 * - t 

< 8* 

S * 

> 8 * 

• S* + t 

y é função 

t ,  8* + te · 

* = y ( 8  *) . y 

ordenadas em 
y* ) se exis-

cl 

Definição 3 . 8 :  Seja (p* , y*) um equilíbrio de competição perfei­
ta regular,  e sejam as firmas de € propriamente ordenadas em re­
lação a (p* ,  y*) .  Defina lf ( r) = p (y* + r y ( S * + r» ·Y { S* + r) , 
onde p ( . ) é uma seleção de P ( · )  dada tal que p { y*) = p* e é loca! 
mente contínua num entorno de y*  (e  portanto coincide localmente 
com a escolha dada pela definição 3 . 6 ) , e y ( . )  é como na defini­
çao 3 . 7 .  Diz-se que (p* , y* ) satisfaz a propriedade forte ( fra­
ca) de demanda negativamente inclinada se :  

1f ' (0 )  < O (�) . 

Fnrevia-se por DNI forte ( traca) . 
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1 1 1 . 2  - ECONOMIAS FINITAS 

Uma economia finita é definida de modo análogo ao da seçao an 
terior. 
função 

Se se denota In { l ,  . . .  , n }  o setor 
f : In + X e uma produção é uma função 

de produção 
y :  In � lR 9, 

é uma 
tal 

que y(j ) E: f (j ) Vj E In" O valor agregado médio de produção é :  
! 
n " y(j ) . o setor de demanda é o mesmo da subseção II! .l  em 

j E: In 
termos médios por firma, o que significa que se pensa em uma eco­
nomia tradicional com o setor de consumo repetido n vezes . 

Definição 3 . 9 :  Uma produção y :  In + R9. é um equilíbrio de com­
petição monopolística (ou r'le cournotl , de estratégia pura, em rela­

, ção à seleção p : C  <+ IP+ e e só se: V j E: In l y(j )  resolve 

max y(i) + y» .y  suj eito a Y E' f(j )  e y(i) +y )  E: C .  

Suponha urna economia finita, € = (f,P) , f : In + X dada . Vai­
se admitir agora que as firmas possuam produções aleatórias, emre­
lação a um espaço de probabilidades fixo, ( Q ,  u ,  Q) . Agora o símbo 
lo y representa uma variável aleatória com valores em 1R 51,  (ou 
seja :  uma função y :  Q � R51, Borel-mensurável) , e uma produção é 
uma coleção de variáveis aleatórias { y { l ) , . . . , y(n) } sendo: 
(i )  {y ( I) , . • .  , y (nl } sao variáveis aleatórias independentes e (ii) 
y(j ) só atinge valores em r (jl Vj E. In . Naturalmente, neste ca­
so, a produção agregada é uma variável aleatória. 

Definição 3 . 10 :  Uma produção (aleatória) y: In + lR� é um equilí­
brio de competição monopolistica (ou de Cournot) de estratágia mis­
ta em relação à seleção p :C  � IR� se '1j  E In '  y(j ) for solução 

do problema: max E p(!( E �(i) + Y» ' y n ir!j 
(se x é variável aleató 

ria ,  então EX d�f � X(w) dQ(w» sendo y uma produção aleatõ-

ria que toma valores em f(j) e uma variável aleató-

ria que atinge valores em C .  
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ver-se-á como uma seqüência de economias finitas aproxima a 
economia contínua . 

seja En (fn , p) , fn : In � X uma seqüência de economias 
finitas e E � (f ,P l  uma economia contínua . Seja "n a medida 
definida em X por: VB E B ( X) (= a-álgebra de Barel de X , gera-

da pela topologia da convergência fechada) 'Ih (B) = k'# {jE: mifn (j) E B}. 

Seja v a medida definida por v = Àof-1 , onde À é a medida de 
Lebesgue de [ O , lJ .  

Definição 3 .1 1 :  Diz-se que En tende a E (e escreve-se En -+ e:: ) se : 

(i )  \In -+ v fracamente I quando n -+ � ;  

(ii) suppvn � suppv na topologia da convergência fechada , 
quando n � 00 (para a definição de suporte de uma medida 
veja o Apêndice I) . 

Definição 3 . 12 :  Seja y uma produção agregada média não aleató­
ria (ou uma variável aleatória constante) . Seja Yn uma seqüência 
de produções agregadas médias aleatórias. Diz-se que 

Yn tende a y (e escreve-se Yn + y) se as funções Yn(w) tendem 
a y(w) Y uniformemente a menos de um conjunto de probabilidade 
zero . Mais formalmente , Yn + Y se '1s > o 3: N tal que 
Vn '  N Q (  II Yn - Y 11 < E )  1 .  

Definição 3 . 13 :  Uma vaviável aleatória é dita degenerada se é cons 
tante quase certamente . 

1 1 1 . 3  - APRDXIMAÇAO DE EQUILIBRIO DE CD MPETIÇAO P ERFEITA 
POR EQUILIBRIO DE CDMPETI ÇAD MONOPDLIsTICA 

Teorema 3 . 1 .  (Mas-Collel ) : Seja s = (f /P) uma economia continua . 

Seja (p* , 
t p :C + [{ + 

contínua 

tais que 

y* ) um equilíbrio de competição perfeita regular e 

uma seleção de P tal que p(y* ) = p* e ê localmente 

em * Seja { sn}�=l Y uma seqüência de economias finitas 

En � E .  Então: a N ;  V n  ' N H Yn que é equilíbrio de com-
petição monopolística de estratégia mista para En em relação a 
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p ,  tal que: 

( i l  lo n 
• Y ; 

(ii l  lim ; [# { j E: In; O < Q (Yn ( j l  = O I  < llJ  O ; 
n+oo 

( iii )  yn ( j )  é não degenerada <=> O < Q ( yn ( j )  O I  < 1 ;  

( iv) As firmas j tais que 
era esperado zero. 

o < Q {Yn ( j )  :;:; O) < 1 têm lu-

Demonstração: Ver Mas-Colell [13J 

Este resultado é extremamente interessante : no caso de equi­
líbrios de competição perfeita regulares , tem-Se a existência de 
um equilíbrio de competição monopolística (com estratégia mista) 
na cauda de qualquer seqüência de economias finitas gue aproxime a 
economia contínua , com a propriedade de que as produções médias te� 
dero à produção de competição perfeita. Mais ainda, as firmas margi 
nais ( com O < Q (Yn e j )  = O )  < 1) só conseguem lucros inesperados . 

Apesar de ser muito rico, o teorema acima nada nos garante s� 
bre equilíbrios de competição monopolística com estratégia pura. A 
esse respeito tem-se os resultados a seguir, que mostram uma liga­
ção muito íntima entre a existência destes tipos de equilíbrio e o 
conceito de DNI ,  no caso de equilíbrios de competição perfeita r� 
guIares.  As demonstrações estão publicadas em [24 J .  

Teorema 3 . 2 .  (Novshek e Sonnenschein) : Suponha que OiY \fYEsupp(v) . 

Seja (p* , y*) um equilíbrio de competição perfeita regular para E 
e p uma seleção para P tal que p (y* ) = p* e é localmente con­
tínua em y* . Sejam as firmas de E propriamente ordenadas em re­
lação a (p* , y*) .  Seja { En}�=l uma seqüência de economias fini-

tas . Então: Se não vale DNI fraca, 3: U vizinhança de (p* ,y*) em 

lR2t e 3: N tal que 

{ (p (� 

onde 

Z Yn ( j » ; Y : ln + IRQ, 
jE"In 

brio de estratégia pura para En relativo a p } .  

é equilí-
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:t: importante para o resultado acima que a convergência se dê 
ao longo de uma superfície C2 . Precisa-se de algumas hipóteses adi 
cio�ais sobre a função de oferta . "  para isto vej a  [24J.  

Pode-se entender o resultado como : se  falha a DNI fraca em 
(p* 

I y*) I então não há equilíbrio de estratégia pura perto (p* , y*) 
quando n é grande . Este é um poderoso teorema de não existên­
cia .  Infelizmente a caracterização da existência de equilíbrio de 
estratégia pura na cauda como sendo (p* , y*) DNI não vale. Contu­
do tem-se: 

Teorema 3 . 3 .  (Novshek e Sonnenschein) :  Seja (p* , y* ) um equili-
brio de competição perfeita regular para € e p uma seleção de P 
tal que p (y* )  = p* e é localmente contínua em y* . Seja as firmas 
de € propriamente ordenadas em relação a (p* , y*) .  Então: Se (p\y*) 
satisfaz DNI forte e algumas hipóteses de não degenerescência 

para 

com e equilíbrios de estratégia pura 

em relação a p, tais que e * í: Yn { j }  +y . 
jEInq q 

Mais ainda, a escolha é robusta emum sentido apropriado. Ver [24J. 

Observe que este teorema é de fato muito fraco. 
Isto porque: (i )  nq + 00 não significa que nao exista n '  tal que q 
nq , + 00 e em Snq ' não haj a equilíbrio de estratégia pura que a-

proxime * na média; ( ii) nao y pode assegurar, como no teorema 
3 . 1 ,  que para qualquer {sn}n""l com cn + E possua equilíbrios de es 

tratégia pura na cauda . 

Cabe aqui mencionar o modelo de Novshek e Sonnensch,ein [lS] . 

Neste tem-se algumas diferenças básicas: 

( i )  A economia limite possui retornos constantes de escala; 

( i i )  O equilíbrio é de competição monopolística com livre en­
tra�a, que se define de modo análogo à seção 1 . 3 ;  

( iii )  Os tipos básicos de firmas disponíveis são em número fi­
nitoi 

(iv) Há uma outra definição de DNI ( fori�e e fraca) 
equilíbrio (p* , y*) nã� mais é regular i 

j á  que o 
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(v) Só permitem equilíbrios de estratégia mista onde a prod� 
ção aleatória é concentrada em um ponto, ou é do tipo co� 
centrada em dois pontos , onde um deles é zero . 

Com estas diferentes hipóteses , provam três teoremas . O pri-
meira diz que a cauda de qualquer seqüência de economias possui 
equilíbrios de competição monopolística como em (v) , dedes que va­
lha DNI forte, para um conjunto genérico dentre as economias limi­
tes com retornos constantes de escala .  O segundo diz que os equi­
líbrios de competição monopolística com livre entrada e de acordo 
com (v) (que pelo primeiro teorema sabe-se que os há na cauda de 
qualquer seqüência que tenda para uma economia no conjunto genéri­
co citado aCima) , tendem para o equilíbrio de competição perfeita 
(que é DNI forte) . O terceiro afirma que o limite de uma seqüên­
cia como acima é um equilíbrio de competição perfeita com DNI fra­
ca. Hã ainda um outro resultado de não existência, forte como o 
Teorema 3.2, que diz que para n grande não existe equilíbrio de 
competição monopolística com livre entrada e como em (v) se falha 
DNI fraca. 

Em resumo, os resultados acima mostram que, no caso de livre 
entrada e estratégias mistas como em (v) , há uma grande interrrel� 
ção entre DNI e teoremas de limite e existência.  

Outro ponto importante a destacar é que este artigo foi o pr� 
meiro de toda a série de artigos recentes sobre o assunto, e é dos 
mais relevantes . 

Para concluir é indispensável frisar que esta é uma coletânea 
dos resultados mais marcantes desta área, mas não pretende ser uma 
exploração exaustiva do assunto . Contudo ouso dizer que é auto-su­
ficiente, no seguinte sentido: um leitor com conhecimentos básicos 
de matemática, que j á tenha alguma vez na vida visto equilíbrio g� 
ral de competição perfeita pode acompanhar sem tropeços o texto. 
Gostaria também de dizer qu': este foi fortemente influenciado por 
Mas-Collel [12J, que recomendo especialmente pelos exemplos apre­
sentados . 
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APcN D I CE I 

ALGUMAS DE F I N I ÇDES  E RES ULTADOS MATE MKTI CDS 

As definições e os resultados aqui apresentados podem ser en­
contrados em [lOJ .  

1 .  Seja ( M , d) um espaço métrico separável localmente compacto. 

Seja T {y C Mi Y é fechado} . Sej a {Yn}�=l uma seqüência de 

elementos de T .  

1 . 1 . lim 00 V sup Yn (\, Yi n=1 i=n 

1 .  2 .  lim inf Yn v 00 Yi = (\, 
n=1 i=n 

1 .  3 .  Diz-se que a seqüência {Yn}�=l converve a Y se 

lirn sup Yn lim inf Yn = Y .  

1 . 4 .  Esta noção de convergência gera uma topologia em T ,  que ê cha 
mada de topologia da convergência fechadal que torna T um 
espaço metrizável e compacto. 

2 .  Seja (Nr T )  um espaço topológico. Mune-se M da a-álgebra 
0 (M) gerada pela topologia T .  Esta a-álgebra é chamada a a-álge­
bra de Barel de M (sempre que T esteja claramente subentendida) . 

3 .  Seja ( N r  d) métrico e \ln medidas em (M, !5 (M» . Diz-se que 

vn + v n a  topologia fraca quando f fd\)n + J fd\) Vf : M + IR con­

tinua e limitada. 

4 .  Seja  (M, T)  espaço topológico, e v uma medida sobre (Mt S (� ) .  
Seja Z o conjunto dos fechados FCM que são tais que v {pC) = 0 .  

Seja S fi F .  :t: claro que (i )  S E  Z I desde que M sej a métrico 
FEZ 

separável i ( ii )  VF E. Z I F ::>  S .  
Diz-se que S é o suporte de v e se denota S suppv . 

5 .  Ac n e dito átomo em (,\1 ,  a r  v) e se V {A) > O e B C A  => ou 
V (B )  = V { A) ou \) {B) O .  



44 R E V I STA DE E C ONOMETRIA  

6 .  Seja tp : (Q ,  Q ,  v )  -+ « (Rrn, e (  JRffi}) uma correspondência. 

Define-se f cpdv = { J  ydv ; y é uma função mensurável tal que 

y (wl E cp (wl Vw E n )  . 

7 .  Suponha que 

-g {w) =: tI' {w) ,f 

:!ig :  W ,  G. ,  "1) 

g (w) Vw E: $1 .  

-+ ( IR: I 6J ( IRffi» , integrável, tal que 

Então se o gráfico de cp E G. ®O ( (Rffi) se 

gue-se que SCPdv ';' !(:S . Ainda se If (w) for fechado V"" tem-Se 

J'PdV compacta. 

8. Teorema de Richter: Seja � uma correspondência de um espaço 

( SI ,  0. ,  v )  sem átomos em [Rm . Então 
vexo (Rffi. 

S�dV é um subconjunto con-

9 .  Seja W ,  G., \I) um espaço de medida sem átomos I e S E0 ( Rffi). Se 

j a  cp (w) = S Vw E SI .  Então Scp dv = fecho convexo de S .  

1 0 .  Com estes resultados é possível provar que o conjunto W de­
finido na seção IrI é convexo, fechado, não vazio, e está contl-
do no fecho convexo de K e { O } .  De fato, suponha que 

onde CP2 é tal que SC(J2 dÀ I:- Y5. É claro 

que ]<i\dÀ C jCf2dÀ . Se se coloca t{J 2 (1 3 )  "" K V { a } ,  e se aplica 

o item 9 acima, segue-se que J�ldÀ C fecho convexo de K U { a } ,  

j á  que À não possui átomos . O fato de ser o gráfico de f ( 6 )  m� 

surável segue-se de ser f ( S) mensurável .  Também seja Ko uma bo­
la na norma do máximo , centrada em zero tal que Ko :>K V { a }. Se-
j a K E: 'Rm o vértice de Ko que pertence ao ortante positivo. De-

fina g ( B I  = k .  Então -g ( B I  � f ( B I  � g ( B I  VB E [O , lJ ,  e g ( SI é 
integrável � Q .  Aplicando 7 ,  tem-se W = � . Aplicando o teo-
rema de Richter , W é convexo. Pela segunda parte de 7 vem que 
Yf é fechado ( e  limitado) . 
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UMA VE RSAO E M  L I NGUAGEM DA SEÇÃO 1 1 1  

DO MODELO PRE L IM I NAR  DA S E çAD I I  

Define-se o setor de produção de uma economia continua como 

sendo Y ; [O , lJ + � = (Y1 ' 

surável f : [ O , l] -)- IRQ. 

Yh} .  Uma produção é uma função men 

tal que f I S )  E Y I B) q . c .  

( S E [O , 1J ;  Y I S )  = Yj } .  

cuIa-se a produção agregada média por setor de empresas como sen­
do: 

h 
Y [O , lJ + TI Yj j=l 

S c> 1 J f l S )  dÀ À ( 91) 91 

1 1, f W ) dÀ À ( 92) 92 

Uma economia finita é definida de modo semelhante, só que se subs-

titui [0 , 1J por Ia := { l ,  . . " /  a {n1 + 
• . .  + nh) } ' Se se denota 

a a } rj = (k E r ;  Y l i )  = Yj , pOde-se definir o vetor de produções a-

gregadas médias por setor como sendo 

seja  

Yj = [ 
iE.I� J 

a agora )..I j (B) 

Defina também )..Ij (B)  

( Hip : rC: =I 5Õ 'ri o.  e j )  J 

À I C1 IB) 11 9j ) 
À 1 8j ) 

Na linguagem da seçao rII ter-se-ia que ter, para que co: "'" E que: 
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(i) supp a 
�j 

( 1i) II r:t -)-J �j 

+ supp �j 

fracamente 

R E V I STA D E  E C ONOMET R I A  

v j ( convergência fechada) . ( 1) 

Vou mostrar que ( 1i ) , j untamente com a hipótese de serem os Yj to-

dos compactos , implica em 

É fácil a ver que Yj J X dJ.l� 
y , J J 

Como Yj é compacto , segue-se que 

e Yj 

fracamente .-oi;> yC:- ,. Y J' .  J 
E se  isto acontece, então vale a definição de limite da scçao 1 1 .  
pode-se, de modo análogo , enunciar o s  teoremas nesta !InovaI! linglL� 
gemo Um modelo semelhante pode ser encontrado em Has-Colell [12J .  

Seja x 

1 .  x � O 

2 .  x > O 

3. x »  O 

4.  ,/ + 

S .  t IR++ 

NOTAÇÃO 

(xII " "  xi ) E. IR.\!, 

significa xi � O 

signigica x � O e 

significa xi > O 

{x  E IR t
; 

x � O }  

= { x  E. !Rt j x »  O }  

Vi::::l ,  . . . , � 

x t O 

Vi 

6 .  Uma correspondência f : A  + B  é uma função f :A-l-P {B) . Pode­
se ter f { a) = � . (r (B )  = conjunto das partes de B . )  

7 .  A e B  conjuntos : A\B = {a E A; a fÍ- B } .  

8. AC = complementar de A.  

9 .  A e B C IR�, A + B  

10 . A e B C IR� A - B  

1 1 .  JN 
* 

* 12 . IR 

lN \ {O J . 

IR \  {O } .  

a (1) supp Jlj e sUPP Jlj C Yj . 

{ z E:  IRQ, ; 3: aE A 

{ z E: IRQ" 3: a E A 

e 

e 

bE.B com z = a + b }. 

bE.B com z a - b}.  
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