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PREFACIO

Os autores objetivam, com este trabalho preliminar, bem como com aqueles que
lhe dardo continuidade, na sequéncia de composicdo de um livro de matemética para
economistas, registrar as suas experi€éncias ao longo dos ultimos anos ministrando
cadeiras de matemética nos cursos de p6s-graduacdo em economia da Fundagdo Getulio
Vargas, da UFF (Universidade Federal Fluminense) e da PUC-RIJ.

Reveste-se de constante repeticdo em tais cursos a discussdao sobre que pontos
abordar, bem como com qual grau de profundidade, e em que ordem. E neste sentido que
os autores esperam, com a sequéncia diddtica aqui apresentada, trazer alguma
contribui¢do para o assunto.



TOPOLOGIA E CALCULO NO R*

1. NOCf)ES DE TOPOLOGIA E O TEOREMA DE WEIERSTRASS
Topologia

Nesta secdo estudaremos algumas nogdes de topologia, bem como sua importincia em
economia, através de exemplos na teoria do consumidor e da firma.

Entre os virios teoremas que iremos ver (pelo menos o enunciado) destaca-se, pela sua
' importancia, o teorema de Weierstrass. Este teorema garante, sob certas condiges, a existéncia
de 6timo para um problema de maximizagdo (ou minimizagdo). Por exemplo, se quisermos
maximizar a utilidade do consumidor sujeito a sua restricio orcamentdria, veremos que este
problema tem solugio, desde que a fungdo utilidade seja continua e que o conjunto da restri¢ao
orgamentiria seja compacto.

Vejamos agora algumas defini¢des:

Definigdo: Sejam X um conjunto, T uma colegdo de subconjuntos de X que contenha @ e X.
Diz-se que T € uma topologia sobre X se:

i) AnBe1,se A,Be 1.
ii) gl A, € 1,5 A, € 1,V Ae L, I um conjunto de indices qualquer.

Neste caso, diz-se que o par (X, 1) € um espago topolégico e os elementos de T sao
chamados de conjuntos abertos. Evidentemente, este nivel de abstragdo nao nos interessa no
momento, embora seja importante conhecer a definicio precisa. Na verdade, estamos
interessados na topologia usual do R°. Vamos a sua descrigio:

A bola aberta de centro num ponto a€ R" eraior>0 é por definicdio o conjunto
Bla,r)= {xe R°;llx—a|<r}, onde ||. | é a norma euclidiana. Da mesma forma, a bola fechada
B [a, 1] = {xeR";|x—a|<r}e a esfera S (a, 1) = {xe R*;Ix—a| =r} ambas com centro a e
raior.

Seja X < R" um conjunto. Um ponto a € X chama-se interior a X se existe r >0 tal que
B(a,r)c X. O interior de X € o conjunto int X = {a € X; a € interior a X}. Quando x € int X
dizemos que o0 conjunto X é uma vizinhang¢a do ponto x.

Um conjunto X c R" diz-se aberto quando todos os seus pontos so interiores, isto &,
quando int X = X.

Agora ¢ ficil verificar (segundo a definigio dada acima) que a cole¢do de todos os
conjuntos abertos definidos desta forma é uma topologia sobre R", chamada topologia usual do
R".



Dado um conjunto X cR" e um ponto aeR", hi trés possibilidades mutuamente
excludentes: ou aeint X ou aeint (R"—X) ou entdo toda bola aberta de centro a contém

pontos de X e pontos do complementar de X (R” | X) . Neste dltimo caso, diz-se que x € um
ponto da fronteira de X (fr(X)).

Exemplo: Considere A ={x e R;; tpi X, < r} (este conjunto representa a restricao

i=1
orcamentéria de um consumidor, onde x € R, representa uma cesta de n bens da economia, p, é
o prego positivo do i-ésimo bem e r € a renda do consumidor). Entio
it A={xeR2,;Y px;<r}fr(A)={xe R:;x,=0 para algum i=1,...,n ou

i=l

ip,-x; =r} eint (R" - A) =R" - (int AU frA).

Dados (X,T) espago topolégico e Y <X, podemos definir a topologia relativa (ou
induzida) em Y simplesmente tomando como abertos desta topologia a intersegdo dos elementos
de © com Y. No caso particular da topologia usual do R", temos que se YCR",AcCY ¢
aberto em Y se, e somente se existe um aberto Bc R" talque A=BNY

Um conjunto X cR* diz-se limitado quando existe um nimero real ¢ > 0 tal quefx|<c,
para todo x € X..

Teorema 1.1: Seja XcR". Entdo X & limitado se, e somente se 7, (X) cR ¢ limitado para todo
i=1,...,n, onde ©,:R" —> R € tal que &, (x,....X;,...,X, ) =X,, i=L...,n.

Demonstracdo: Suponhamos inicialmente que X seja limitado. Logo existe r>0 tal que
XcB(0,r), isto €, Ix|<lx|sr, Vx=(x,,...x,)eX, i=1,..n. Portanto
|x,|=|%(x)|<r, VxeX,i=1..,n, ouseja, nj (X) c (-T, 1), i=1,.,n. Por definicdo temos
que =j(X) € limitado, i=l1,...,n. Reciprocamente, se %;(X)c R & limitado para todo i=l,...,n,

significa que |1ti(x)|$ri,‘v’xe X, onder, >0 para cada i=l,..,n. Tome r=11151§§{r,.}>0.

Segue-se que fx|' =) x?=) (7, (x))’<Y 7 <nr’,VxeX, ou seja, x| Jnr, Vxe X
i=1 i=l i=l

Portanto X € limitado. B

Exemplo: A={xeSK:;2 p;x; Sr} é limitado se p, >0, i=l,...,n e r=20 De fato, seja
i=1

= min {p}. Dado xeA, 0<x: < &xis
P

; , Vj=1,..,n visto que
1gisn

r

d P
Pi>1 e x20, Vi=l..,nonde x=(x,,...,x,). Peloteoremal.l, A  limitado.
p

i=l



Definigdo: Seja f:X — R™ uma fungfo definida no conjunto X ¢ R*. Diz-se que f € continua
quando a imagem inversa f™'(A) de todo aberto A < R™ & um conjunto aberto em X (com a
topologia relativa). Equivalentemente a esta definigdo, diz-se que f € continua se € continua em a
para todo a€ X e definimos continuidade de f em a da seguinte forma: para qualquer ¢ > 0,
existe §> 0 tal que se [x—a]<8 e xeX entdo |f(x)—f(a)|<e. Intuitivamente, isto significa
que se x se aproxima suficientemente de a em X, entdo a imagem de x por f se aproxima da
imagem de a por f, tanto quanto se queira.

Definigcao: Dado X c R", uma fungdo f:X — R™ diz-se Lipschitziana quando existe X >0 tal
que, para quaisquer x,y € X, Jf(x)—f(y)| < Kjx—y]. Neste caso f é continua. De fato, dado

£>0 tome 8=%(>0.

Exemplo: As projegoes: m;:R" — R definidas por #;(x) =x;,i=1,...,n, onde x =(x,,...,X,),
sdo contfnuas. De fato, |r;(x) -, (y)| =[x, —y;|<||x — y]. ou seja, =; € uma fung@o Lipschitziana
(comK=1).

Exemplo: A fungdo norma euclidiana é continua, pois Illxll—"yll < fx-y]. ie., & Lipschitziana
com K=1.

Teorema 1.2: A composta de duas fung¢des continuas € continua.

Teoremal.3: Sejam XcR"ef,g: X - R™,a:X > R fungbes continuas. Entdo as seguintes
fungdes siao continuas:

) f+g i) af i) 1 / a (definida onde fizer sentido, isto €, em x € X;
a(x)#0).

Exemplo: f:R*>R tal que f(x,y) = x** + y* &€ continua pois é a soma dos quadrados das
projecdes, isto é, f=n? +n2 e pelos resultados anteriores segue-se o afirmado.

Teorema 1.4: Sejam XcR", £:X—R" tal que f(x) = (fi(x),....fm(x)), onde fi:X—>R & definida
como f; = miof parai= 1, ...,m. Entdo f é continua se, e somente se f; € continua para todo
i=1,...m.

Observacoes:
i) A funcg@o f; do teorema anterior € dita ser a i-€sima fungdo coordenada de f.

i) Todos os teoremas anteriores para continuidade global (em todo dominio de definicio da
fungdo) podem ser traduzidos para continuidade pontual.



Existe uma outra caracterizagfo de aplicagdo continua que ¢ bastante itil, principalmente
para mostrar que uma aplicagio nio € continua em um determinado ponto. Para isto precisamos
definir o que € uma sequéncia de pontos em R".

Uma sequéncia em R" € uma fungdo x: R—R" onde R € o conjunto de nimeros naturais.
O valor que essa fungdo assume no nimero k € R é indicado por x, e chama-se o k-ésimo termo
da sequéncia. Usaremos a notagio (Xc)xex) OU (Xi) para indicar a sequéncia.

Uma subsequéncia de (xy)aex) € a restrigdo da sequéncia (como fungdo) a um subconjunto
mfinito X ‘C R. A subsequéncia € indicada pela notagdo (Xg)xex -

Diz-se que a sequéncia (x,) € limitada se o conjunto dos seus termos € limitado em R".

Uma sequéncia (xx) em R" equivale a n sequéncias de nimeros reais, a saber (mi(xy)),
Vi=1,...,n que sdo as coordenadas de x, para cada ke K.

Diz-se que um ponto a € R" € o limite da sequéncia de pontos (xx) em R" se para todo
€>0, existe koe R tal que k>ko=> Il x¢ - a Il < €. Neste caso, diz-se que (xx) converge para a ou
tende para a, e escreve-se lim x; = a, ou x,—a. Quando existe o limite de (x;) diz-se que (xi) ¢
convergente. Caso contrdrio, diz-se que (xc) € divergente. Observamos também que quando o
limite existe ele € inico e que uma sequéncia convergente € limitada.

Uma sequéncia (x,) em R é chamada de Cauchy se Ve>0, 3 ny € X tal que Vn,m>n, =
IIx, - xull < €. E facil ver que toda sequéncia convergente € de Cauchy. A reciproca € verdadeira e
¢ equivalente ao “axioma da completeza” que veremos abaixo.

Teorema 1.5: Uma sequéncia (x) em R" converge para o ponto a = (ay,....,a,) S€, € somente se
paracadai=1,...,n tem-se lim 7; (Xc) = a;.

Teorema 1.6: Uma sequéncia € convergente se, € somente se toda subsequéncia desta sequéncia
¢é convergente.

Teorema 1.7: Sejam (Xy), (yi) sequéncias convergentes em R e o € R. Entdo:

a) (xx + yi) € sequéncia convergente e lim (X + yx) = lim x, + lim y;.
b) (ox;) € sequéncia convergente e lim (ox,) = o lim x

Teorema 1.8 (Sandwich): Sejam (x), (yx), (z) sequéncias em R tais que x < yx < z e
lim x, = lim z,. Entéo existe lim y; € lim y; = lim x,.

Demosntracdo: Seja a=lim x, = lim z. Dado € > 0, existe ko € R tal que Vk>k, Ix-al<e e
lzy-al<e. Assim, Vk>ko, -€ + a <X Sy, <z, <€ +a. Logo -€ <y -ac<g, Vk>ko, ou seja,
lyk - al < &, Vk > ko Portanto limy, =a. ®



Finalmente podemos enunciar o seguinte:

Teorema 1.9: Uma aplicagio f: X — R", definida num subconjunto X < R™, € continua no ponto
ae X se, e somente se para toda sequéncia (x;) em X com lim x, = a tem-se lim f(x) = f(a).

Supremo e Infimo.

Tomemos os conjuntos {1,2} e o intervalo (1,2). E claro que o maior elemento do
primeiro conjunto € o elemento 2. O conjunto (1,2), entretanto, nio possui um maior elemento.
Para contornar este fato, substitui-se usualmente o conceito de maior elemento pelo conceito de
menor superior.

Assim, o nimero 2 ndo é o maior elemento de (1,2), mas € o seu menor superior. D4-se a
este elemento o nome de supremo (sup) de conjunto. Usualmente, A C R nido vazio é limitado
superiormente se existe c € Rtalque x < ¢, VX € A. Neste caso diz-se que ¢ € cota superior
de A. Entio, por definigdo o supremo de A (sup A) € tal que:

)sup A2x, Vxe A (ouseja, sup A € cota superior de A)
2)sey2x, VxeAentioy 2 sup A (ou seja, sup A é amenor cota superior de A).

Da mesma maneira, se A € nio vazio e limitado inferiormente (ie., 3¢ € R tal que
c<Xx, Vxe€A;novamente neste caso ¢ é chamado de cota inferior de A) define-se fnfimo de A
(inf A) como a maior cota inferior de A:

1)inf A < x, Vx € A (ouseja, inf A € cota inferior)
2)se y <x,Vx € Aentio y<inf A (i.e., inf A é a maior cota inferior)

O leitor deve perceber uma certa sutileza no que fizemos acima. Nio existe
necessariamente supremo de um conjunto limitado superiormente, estamos apenas definindo este
conceito. Se o conjunto dos racionais fosse 0 conjunto que estivéssemos trabalhando, ao invés
dos reais, teriamos problema com a existéncia de supremo. Por exemplo, ndo € dificil mostrar

que (—o0,42 ), embora limitado superiormente ndo possui supremo neste conjunto.

Na verdade o conjunto dos reais € "construido" a partir dos racionais exigindo-se
exatamente que todo conjunto limitado superiormente possua supremo. Isto € o que diz:

Axioma da completeza:
“Todo subconjunto dos reais limitado superiormente possui um supremo”.

O leitor atento pode verificar que este axioma é equivalente a um axioma andlogo para
fnfimo, uma vez que inf A = —sup(—A), para todo A c R limitado inferiormente, onde

-A={-x;x € A}.



Vamos agora demonstrar um resultado muito importante: Teorema de Bolzano-
Weierstrass. Para isto precisamos de algumas defini¢Ges e teoremas.

Definigcao: Seja (x,) seqiiénciaem R .

1) (x,) € mon6tona ndo-crescente se X, < x_ quandon >m.
ii) (x,) € moné6tona nao-decrescente se X, < X, quandon < m.

Diremos simplesmente que a seqii€ncia ¢ mon6tona caso nio queiramos especificar se é
nao-crescente ou nao-decrescente.

Teorema 1.10: Toda sequéncia mon6tona limitada (x ) € convergente.

Demonstracio: Suponhamos que (x_ ) é mon6tona nio-decrescente (0 outro caso € anilogo).
Seja A={x,;n € N} Sabemos que A ¢ limitado superiormente, entdo pelo axioma da
completeza existe s = sup AeR . Afirmamos que lim x_=s. De fato, dado € > 0, s - € ndo
pode ser cota superior de A. Logo existe n, ¢ & talque s - ¢ < x, <s. Como (x,) €

mondtona nao-decrescente temos que s - €< x, < X, < S<S+E, Vv n>ny, ie,
Is—x, | <& V n>n;, como queriamos demonstrar. B

Precisamos ainda de algumas propriedades elementares de supremo e infimo:

i) Sejam A C B subconjuntos de R ndo-vazios limitados superiormente. Entio
supA < supB.

ii) Sejam A C B subconjuntos de R ndo-vazios limitados inferiormente. Entdo
inf A 2 inf B.

A prova dos resultados fica como exercicio.

Teorema 1.11 (Bolzano - Weierstrass): Toda segiiéncia limitada em R possui uma subsegtiéncia
convergente.

Demonstracdo: Seja (xn) uma seqii€ncia limitada. Para cadak € X , defina A, =inf
{x,;n > k}. E ficil verificar que {x,;n>k} DO { x,;n>k+ 1}, logo A, <



Como (x,) & sequéncia limitada, (A,) também &  Assim pelo teorema 1.10
existe £ = lim A .Definan e R tal que

A <x, <A+Ln, >nulqueA, < x, <Aﬂ+}é.

Suponhamos que n, € X estd definido. Entdo podemos definir n,,, >n, tal que
A, Sx, <A, +l/k+1. Construimos assim uma subseqiiéncia (Xn,) de (xn) tal que
A, =x, <A, +1/k+1. Pelo teorema 1.8 (passando A subseqiiéncia) temos que
lim x =¢.

l'
Observagdo: Se (xk) ¢ uma subseqiiéncia limitada em R" entdo (nl(xk)) ¢ uma subseqii€ncia
limitada em R" possuindo assim subseqiiéncia (nl(x g )) convergente. Da mesma forma (nz(xk, ))
possui subseqiiéncia convergente (nz(xk, )) e assim sucessivamente construfremos a subsegiiéncia

(xk.) de (xn) que € convergente pois existe lim nj(x ),Vj=l,...,n. Portanto, o teorema de

Bolzano-Weirstrass vale para R".

kI

Séries

Definicdo: Se (xn) ¢ uma seqiiénciaem R entdo a série gerada por (xn) ¢ a seqiiéncia (sk)
definida por:

S =X
1 1
s =5 +x
2 1 2
s =5 +x
k k-1 k

Se (sk) converge, nos referimos a lims, como a soma da série. Os elementos x,'s sd0
chamados de termos e os elementos s, de somas parciais ou reduzidas da série.

Notagao: Vamos denotar a série da definigio acima por Z(xn) e lim s, por an
n=1

Teorema 1.12:

(a) Se as séries Z(xn) e Z(yn) convergem, entdo a série Z(xn + yn) converge €

> (x,+y.)= 2 A2y,

p=1 n=1



(b) Se a série Z(Xn) convergee o € R , entdo a série Z(a x,) converge para aan

o=l

Demonstracdo: Imediata a partir do teorema 1.7, uma vez que séries sio seqiiéncias.l

Teorema 1.13: Se Z(X.) converge entdo lim x, = 0.
Demonstracdo: Basta observar que x, =s, —s,_;. Logo limite de (x, ) existe pois limite de (sk)

existe e limx, =lims, —lims, , =0. 0

Teorema 1.14: Seja (x,) uma seqii€éncia de nimeros reais positivos. Entdo E(Xn) converge se,
e somente se a seqiiéncia (sk) das reduzidas ¢ limitada. Neste caso

ixn =lims, =sup {sk k2 1}
=1

Demonstracdo: Como x,20, Vne X temos que (sk) € uma seqiiéncia monétona nio-
decrescente. Assim pelo teorema 1.10 o resultado segue imediatamente. B

Teorema 1.15 (Critério de Cauchy): Z(Xn) ¢ convergente se, e somente se para cada €>0

existe n, € X tal que se m>n2n0,|sm—sn <E.

Demonstracio: Imediata a partir do fato que uma seqiiéncia é convergente se, e s6 se & de
Cauchy.

Defini¢do: Seja (x,) uma seqiiéncia em R . Diremos que a série Z(Xn) ¢ absolutamente

convergente se a série Z( ) é convergente. A série € dita ser condicionalmente convergente
se ela é convergente mas ndo € absolutamente convergente.

xll

Teorema 1.16: Se uma série Z( xn) ¢ absolutamente convergente entio ela € convergente.

Demonstracio: Basta observar que |x,,,+...+x,|<

S Y |xm| se m>n e aplicar o critério de

Cauchy primeiro para a série convergente 2( ) e depois com a desigualdade acima concluir a

sua validade para a série Z(Xn). n

xn



Exemplos:

(a) (Série geométrica) Seja a € (-1, 1) e considere a sequéncia de nimeros reais (a") , que gera

k
a série geométrica (s, ), onde s, =Y a”. Observe que (1-a) s, =1-a**', assim se la] <1 entdo
n=ol_ak+l
lim a* =0 e portanto lim s, =lim

1

1-a

1 .
1 =l——. Logo a séric geométrica converge para
-a -a

(b) (Série harménica): Considere a séric harmdnica 2(1/ n) . Afirmamos que esta série diverge,
embora a seqii€ncia dos seus termos convirja a zero. De fato, considere a seguinte seqii€ncia de
fndices k; =2', paracada ie N .Entio

1
Sk,=l+5

NS PRI VS SR U ST LY I
LT3y TR WA T

1 1 i
e por indugio temos:s, >s, + 2“‘(;): Sy, +E 2 1+%

Portanto, a subsegii€ncia (ski) . ndo ¢ limitada e a série harmo6nica ndo converge.

Limites de Funcoes

Seja X cR". Um ponto a € R" € dito de acumulagdo do conjunto X quando toda bola
aberta de centro a contém algum ponto de X diferente de a. O conjunto dos pontos de
acumulagdo de X ser4 representado pela notagdo X’.
Teorema 1.17: Dados X c R" e ae R" , as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
a) a é ponto de acumulagio de X.

b) Existe uma seqiiéncia (x,) em X com lim x, =a e x, #a paratodo k e R.

¢) Toda bola de centro a e raio positivo contém uma infinidade de pontos de X.

Exemplo : 0 € ponto de acumula¢ao do conjunto {1/n; neX}.

Se a € X ndo € ponto de acumulagdo de X, diz-se que a € um ponto isolado de X.
Quando todo ponto a € X € isolado, dizemos que X € um conjunto discreto.



Seja f: X— R™ uma fungdo definida num conjunto XcR" e a € X’. Diz-se que be R™ é
0 limite de f (x) quando x tende para a (notagio lim f(x)=b) quando Ve >0,38>0 tal que

Vxe X, O<lx-d|<é= || f(x) —bll < £. Observa-se que por esta defini¢io, ndo é necessério
que a € X. '

Nestes termos a continuidade de f em a € X se expressa da seguinte forma: se a é

isolado, entdo toda fungdo f: X— R" € continua no ponto a. Sea € X' entdo f é continua
no ponto a se, e somente se lim f(x) = f(a).

Um critério bastante iitil para examinar a existéncia de limite € o seguinte: para que exista
Em f(x) ¢ suficiente que exista limf(x,) seja qual for a seqiifncia de pontos

X—ra

(x,) em X~-{a}comlimx, =a.

Teorema 1.18: Sejam XcR",ae X',.f,gX 5 R"eq,f: X - R tais que existem os limites
lim f(x),lim g(x), lim oe(x) e limB(x) = 0.

Entio:

i) lim(f (x) + g(x)) = lim f (x) + lim g(x)
i) lim o (x)f (x) =(£i£13a(x))-(£i_r£ f(x))

tim (000 /ey = limoe) / timBex

Conjuntos Fechados

Um ponto ae R" € dito aderente a um conjunto X cR" quando toda bola aberta de
centro a contém algum ponto de X, ou equivalentemente, existe uma seqiiéncia de pontos em X
que converge para a. A colecdo de todos estes pontos € chamado de fecho de X € serd denotado
por X.

Observagio: Se X cR° entdo XX, pois dado a € X, a=limx, onde x, =a, VkeR.
Também vale X'c X, mais especificamente o leitor pode verificarque X =X U X.

Exemplos:

a) Se X=[1,2], X=[1,2]

10



b) B(a,r)=B|a,r]

Teorema 1.19: Dado AcR limitado,entiosup Ae Aeinf Ae A.

Demonstracdo: Paracadan € X sabemos que sup A —1/n ndo pode ser cota superior de A,
pois sup A € a menor cota superior de A. Assim, existe para cada ne®, x_ € A tal que sup

A-l/n<x, <supA. Como lim (sup A- l/n) = sup A, tem-se pelo teorema do Sandwich que

lim x, =supA, com x_, € A, VneR. Portanto sup A €A . A prova que inf AcA ¢ andloga
e fica a cargo do leitor. @

Um conjunto X € dito fechado quando X=X, isto &, se limx, =a e x, € X para todo
keRX,entioa € X .

Teorema 1.20: Paratodo XcR°, X & fechado.

Exemplo: B [a, r] € um conjunto fechado do %", pois se ||xk||S 1, VkeX e limx, =b entdo

Hb||=lim||xk||.<_ r (veja o exercicio resolvido 1 e use o fato que I“xk "—“ b ||]s|lx,, ~b|). Em
particular se X cR" ¢ limitado entdo X ¢ limitado.

Exemplo: S(a,yr) cR" é um conjunto fechado de R" provando-se da mesma forma que o
exemplo anterior.

Teorema 1.21: Um conjunto ¢ fechado se, e somente se seu complementar for aberto.
Teorema 1.22: Valem as seguintes propriedades.

i) D e R" sdo fechados.

k
i) Se F,,...,F, sdo fechados entao ulf} é fechado.
1ii) n E, € fechado, se E, € fechado V A € I, onde I ¢ um conjunto arbitrério de indices.

Observe que {x} é fechado com x e R". Todo conjunto X < R" € a reunido dos seus

pontos, isto é, | {x}=X . Como h4 conjuntos em R" que ndo sio fechados entdo a reunido
xe X

arbitrdria de conjuntos fechados nio é necessariamente fechada.
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Teorema 1.23: Seja X cR"

)EX)=X A& -X)
i) X =XuUfr(X)

Da mesma forma que definimos aberto relativo podemos definir fechado relativo da
seguinte forma: Seja X € R" um conjunto e F < X. Diz-se que F & fechado em X se existe

F c®X fechadotalqucF:I." N X . E ficil ver que F € fechado em X se, e somente se
X —F é aberto em X.

Teorema 1.24. Seja  f:X — R™ uma fungio, X < R°, f & continua se, e somente se f~'(F) &
fechado em X para todo F — R" fechado.

Conjuntos Conexos

Dados dois conjuntos A e B contidos em R", diz-se que eles sdo disjuntos se possuem
intersegdo vazia (A N B = @) e que sdo separdveis se a intersegdo de cada um deles com o
fecho do outro € vazia (ANB =@ e An B=). Conjuntos separdveis sio sempre disjuntos,
mas a reciproca nio € verdadeira, como se atesta tomando-se, como exemplo: A=(0,1] e B=
(1,2). Um conjunto C C R" € dito conexo se ndo pode ser representado como unido de dois
conjuntos separdveis ambos nio vazios. Em outras palavras, C € conexo se C=AUB com

ANB=0 e AnB=0 implica A=@ouB = @ . Exemplos 6bvios de conjuntos conexos
sdo os intervalos da reta. Visualmente, um conjunto nio conexo D=D,uD, podem ser

apresentado na forma abaixo:

onde D,ND; =D\N\D,=@, D=D,uD,,D,#DeD, #D.

Teorema 1.25: Um subconjunto I da reta real € conexo se, e somente se para cada xe I e ye I,
com X < z< y, implica que z € I (ou seja, se, e somente se I € um intervalo).
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Demonstracdo:

Necessidade: Suponhamos, por exemplo, que para x e y pertencentes aleze R, com x<z<
y, tivéssemos z € I. Neste caso, I poderia ser escrito com I=IUI, ,onde I, = IN(—,z) e

I,=1N(z,%). Tanto I, quanto I, sd3o ndo vazios, pois contém respectivamente x e y. Decorre
também do fato de I, C (—o0,z) € I, C(z+4%) que N1, =D e ,n1,=3, ou seja, 1, e I, sio
separdveis. Segue que I, ndo serd conexo. Logo, ze I .

Suficiéncia: Suponha que I nio fosse conexo. Entio existiriam dois conjuntos ndo vazios Ae B

taisque A U B=1] com ANB=0eAn B = & .Tomemos x€ Aeye Bcomx<y
(evidentemente, isto nio implica em perda de generalidade). Seja entdo z =sup (A N [x,y]).
Decorre do teorema 1.19 que z € A. Logo, z € B. Pode-se entdo afirmar que x < z<y.
Se z ¢ Ax<z<yeze L Seze Aze B existe: z>zcomx<z <yez € B
(pois o complementar de B éum conjunto aberto € z;, € B= z; € B). Entdo, x<z, <ye
z; € L Como esta € uma contradi¢do com a hipétese, segue que I € conexo. B

Teorema 1.26: Seja f:X cR® — R™ continua, com X conexo. Entdo f(X) &€ conexo.

Demonstracdo: Suponha por absurdo que f(X) seja desconexo, ou seja, f(X) = AU B com
A e B separéveis ¢ ambos nio vazios. Seja C = f'(A)e D= f™'(B). Entio X=CuUD e
nenhum dos dois é vazio. ComoA < A,C < f "(K). Dada a continuidade de fe o fato
de A ser fechado, temos que f™ (K) ¢ um conjunto fechado em X. Logo CnXcrla).

Pela defingiode De A "\B=@ , CNnXNnD=CnD =g .De forma an4loga, mostra-

seque CnN D & vazio. Segue que C e D sdo separdveis. Mas este fato colide com a hipétese de
X ser conexo. Segue que f(X) € conexo. W

Exemplos:
a) G, R° é conexo
b) Todo conjunto finito em R" é desconexo.
Conjuntos Compactos
Diz-se que K € R" é compacto quando K for limitado e fechado.
Exemplos :
a) B[a,r], S(a,r) sao compactos, a€ R*,r>0.
b) {xe R*;<p,x><r} é compacto para pe R, e r>0.
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Teorema 1.27:
a) K,u...UK,, é compacto, se K, ¢ R" é compacto, i=1,...,m.

b) ;QK" ¢ compacto, se K, cR" é compacto VAe I, I conjunto de indices arbitrario.

¢) Seja K, o...oK_ >... uma seqiiéncia decrescente de conjuntos compactos em R" nio vazios,

entiao r'\l K, ¢éndo vazio.
n=

Devido ao teorema de Bolzano-Weierstrass, um conjunto KcR® é compacto se, e
somente se, toda seqii€ncia de pontos (x,) em K possui uma subseqii€ncia que converge para um
ponto de K. O que € importante nesta caracterizagdo € que o conceito de conjunto compacto €
mtrinseco, ou seja, nio depende de onde esteja contido. De fato, suponhamos que K seja
compacto. Dada uma (x,) seqiiéncia em K, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass e pelo fato de

K ser limitado, existe (x,,) subsegiiéncia de (x,) tal que lirll,x,,=x, logo x € K=K.

(nex")
Reciprocamente, se vale a propriedade acima, dado x € K, existe (x,,)n“ seqiiéncia em K tal

que lim x, =x. Como toda subseqiiéncia de uma seqii€ncia convergente € convergente e
converge para 0 mesmo limite, devemos ter que xe€ K Assim K € fechado. Se K fosse

ilimitado teriamos para cada ke X, x, € K tal que ||xk||2k. Agora ¢ facil ver que toda
subseqiiéncia de (x,) € ilimitada, logo ndo convergente, 0 que € uma contradigio.

Teorema 1.28: Seja f:X — R™ continua no conjunto X cR*. Se KX é compacto entio
f(K) € compacto.

Demonstracdo: Seja (yk) seqiéncia em f(K). Entdo existe (xk) seqiiéncia em K tal que

f(xk) =y,, Vke R Pela observacio que antecede o teorema temos que existe (x,)(k“,)

subseqii€éncia em K tal que 1:12 (x,‘) =x € k Como f € continua temos que (yk ) - ¢ uma
subseqii€ncia de f(K) tal que léng (yk) =f(x) € f(K). Novamente usando a caracterizagio
acima temos que f(K) deve ser compacto, uma vez que dada a seqii€ncia (yk) existe uma

subseqiiéncia (y, )( yexy duEconverge para um ponto de f(K)m

Coroldrio 1.29 (Teorema de Weierstrass): Seja f:K—> R uma fungdo continua, K cR"
compacto, entio f atinge seu maximo e seu minimo em K.

Demonstracio: Temos pelo teorema 1.28 que f(K) é compacto em R, ou seja, f(K) € um
conjunto limitado e fechado de X. Assim existe a = in£ f(x) e b= sup f(x), respectivamente
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o fnfimo e o supremo de f(K). Além disso, a,bef(K) pelo teorema 1.19. Portanto
asy<b,Vyef(K) com a,bef(K). Logo existem x,x, € K tais que
f(xp))=a<sf(x)<b=f(x)), VxeK.®m

A definigdo acima de conjunto compacto ndo € geral, isto €, em espagos topolégicos
genéricos, definimos conjunto compacto de outra forma, muito embora nos espagos euclidianos
com a topologia usual estas defini¢Ges sejam equivalentes. Isto € o que veremos abaixo.

Definigdo: Sejam A um subconjunto de R" e C= {Cl} 2o COMO colegio de subconjuntos de R",
I conjunto de indices.

1) C ¢ uma cobertura de A se ACA:JICA.

ii) Dizemos também que C € uma cobertura aberta de A se C € uma cobertura e C, € aberto para
todo Ael .

i) Uma subcobertura de C é uma colegio B= {CA} el talque JcI. A subcobertura ser finita
se J for finito.

Teorema 1.30 (Heine-Borel): Um subconjunto K de R® € compacto se, e somente se toda
cobertura aberta de K admite uma subcobertura finita.

Aplicacao a economia

Sejam X c R} um subconjunto ndo vazio convexo ¢ fechado e uma relagio em X que
satisfaz os seguintes axiomas:

i) Vx,y € X, x>y ouy>x (completeza).
i)Vx,y,ze X, x >yey >z = x >z (transitividade).
i)Vye X, {xe X;x »y}e {xe X; x-.<y} sdo fechados (continuidade).

iv) x2y (i.e.,x, 2y,,i=1,...,n) e x# y=>x > y (monoticidade forte).

Observagdo: X >y se x > y e nao € 0 caso que y > X.

Neste caso temos a seguinte proposi¢ao:
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Proposigdo: Se X =R, entdo existe u: X - R continua tal que u(x) = u(y) se, e somente se
x>y, Vx,ye X.

Em linguagem econdmica X € o conjunto das cestas possiveis de um consumidor e >

representa as preferéncias deste consumidor neste conjunto de cestas. A proposigio acima mostra
que sob certas condi¢bes (axiomas (i), (ii), (iii) e (iv)) podemos determinar uma escala numérica
para as preferéncias do consumidor.

Demonstracdo: Seja 1=(l,...,1) e R". Entdo, dado xe X, sejam A={reR,;tl>x} e

B={te R,;x>tl}. Por (iv) A e B sio ndo vazios e por (iii) sd0 ambos fechados, visto que a

fungio ¢:R, » R € continua e neste caso A =(p"({ye X;y>—x}) e B=9¢'({y e X;y=<x}).
ttl ) )

Por (i) temos que R, = AUB. Pela conexidade de R existe te R tal que ¢1 ~ x. Usando (iv),

temos que este t € dnico. Defina u:X—>R tal que u(x)=t. Além disso,

u[ty,00]= {x e X; u(x) 2 t,}={xeX; x > ul (1)) e u'[0,t,]=({xe X;x=<u(t,)} sdo

fechados 0 que mostra que u € continua, visto que neste caso todo fechado em [0,«<) terd
imagem inversa fechada (Por qué? Veja exercicio proposto 9). B

Na verdade vale um teorema mais geral: seX cR" € conexo ¢ > € uma relagio de
preferéncias em X satisfazendo (i) - (iii) entdo existe u:X — R continua representando > (ie.,
u(x) 2 u(y) < x>y, Vx,ye X).

O problema béisico do consumidor é o seguinte: seja r a renda do consumidor e
p=(p;»...»p,) 0 vetor de pregos dos bens 1,...n. Dentro do contexto acima, definimos o
conjunto factivel como {x € X;< p,x><r}. Se u: X = R continua representa as preferéncias do
consumidor, entdo o problema de maximizagao das preferéncias pode ser escrito como:

max u(x)
sa<p,x><r
xe X

Uma primeira observagio importante é que se u é continua e p € R}, (o que implicard
que o conjunto factivel neste caso seja compacto) entdo o problema acima tem solugdo pelo

teorema de Weierstrass desde que exista uma cesta factivel.

Diz-se que x,y € X sdo indiferentes (x ~ y) quando X>yey-x Umacestax € X
¢ dita ser redundante (veja Simonsen,1989) quando existiry € Xtalque x2y,y#Xx, ex~Yy.
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Considere ainda os seguintes axiomas:
(v) x,ye X, x#y, X,y ndo redundantes taisquex ~y = (1-t)x+ty >x, Vte(O,l).
(vi) VxeX,Ve>0, JyeX tal que ﬂx—y"<£ e y>x.

Definamos agora a fungio de utilidade indireta

v(p,r) = max u(x)
s.a.<p,x><r, xeX

Verifica-se sem dificuldade que a cesta que resolve o problema de maximizagdo acima
esgota a renda do consumidor, isto é, < p,x > =1, onde x ¢ a solugdo do problema, desde que
(vi) seja satisfeita ou (iv) seja satisfeita para X =%;. Temos também que x & niio redundante.
Com efeito, se x fosse redundante existiria x' # x talque x'~x, x 2 x'. Como 0s pregos sio
todos positivos, <p, x> < <p,x>=r. Masentdo x' seria outro ponto de utilidade mixima e
que ndo esgotaria a renda do consumidor, o que ndo € possivel pelo que vimos acima.

Vamos mostrar agora que se além disso (v) for satisfeito tem-se que x € dnico. Com
efeito, suponhamos que x' seja outra cesta factivel com a mesma utilidade (méxima) de x. Pelo

que foi visto x e x' seriam nio redundantes. Mas por (V) %(x+x’) > X com }é (x+x")
factivel. Isto contradiz a hipétese de que x seja ponto de utilidade méxima.

Neste caso, chamaremos a tnica solugdo do problema acima dado p e r de vetor x(p, r)
de demanda marshaliana. Mais especfficamente, x;(p,r) € a fungdo demanda marshaliana do
1—ésimo bem.

Teorema 1.31: Suponha que as preferéncias de um consumidor satisfagam (i) —(iii) e (vi).
Entdo a fungio demanda marshaliana x;:R}, xR, — R é continua, V i=1,...,n. '

Demonstracdo: Apresentamos aqui uma demonstragdo de (Simonsen, 1989): Considere u dada
pela observagdo apés a proposigio. Sejam (p,.r,)e R} tais que (p,.r,) = (p,r) € R}, xK,,.
Notemos inicialmente que a seqiiéncia (x(p,,r,)),,, € limitada. Com efeito, tomando p'e R},
tal que p'<p,.Vn € X, e r'zr,,Vne X, é imediato que
<p',X(p,.I,) ><<p,.x(p,.1,)>=r,<r'. Isto posto, para provar que a fungio demanda
marshaliana € continua basta provar que qualquer subseqiiéncia convergente de (x(p,.T,)) e g
converge para x(p, 1) .

Seja  entdo  (x(p, I, )i Subsegiiéncia que converge para y. Como
<Pa,sX(P, »I, ) >=1, segue-se passando ao limite, que <p, y> =, isto €, y € factivel com
respeito ao par (p, r). Para provar que y = x(p, r) basta entdo provar que, se y' € factivel com
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<p,y> . . .
_p_y_r_n. Verifica-se imediatamente que

fespeito 20 par (p, 1), ) > u@y). Sefa =

<Pp,,H Yy >= i?ﬁrn <r,.
r

Isso significa que p y’ € factivel em relagdo ao par (p,,r,). Logo, como x(p,,r,) € 0
ponto de equilibrio do consumidor com respeito ao par (p,.r,) tem-se u(x(p,,.r,))2u(i,y’)
portanto u(x(p,,i 8 N2 u(uniy'). Passando ao limite quando i—e e notando que

M, —1 quandon —eo temos: u(y) 2 u(y’) o que completa a prova. B

18



Exercicios Resolvidos — Secao 1

1) Sejam seqiiéncias reais convergentes tais que x, <y, , Vk eX. Entio Pm X, < Pm Y -
—4-00 oo

Solugdo: Sejam a=kli_.rg. X, ¢ b=klim y.- Suponha por absurdo que a>b. Seja

e=(a-b)/2>0. Existe k, € X tal que paratodo ke R ,k>k,,Ix, —al<ee ly, —bl<e. Seja
k2k,, entdio -e<x,—-a e y,—-b<e. Como a-e=(a+b)/2=b+€& temos que
a+b

2

Y, < < X, , 0 que € absurdo. Portanto conclui-se que a <b.

2) (a) Se X cF, Fé fechadoem R", e&tﬁo_i c F. Mostre também que X C'Y com
X e Y subconjuntos em R" implica X Y.

(b) Se A e B sdo conjuntos abertos em R" entio ANB € conjunto aberto.
(c) Seja (Al)m uma familia de conjuntos abertos onde I € um conjunto arbitrdrio de

indices. Mostre que Y A, ¢ sempre um conjunto aberto, embora o A, nem sempre seja

um conjunto aberto. D€ um exemplo justificando a dltima afirmagéo.

Solugdo: (a) Dado x € X, existe (xn)n“ seqiiéncia de nimeros reais em X com x, = X.

Como X cF e F é um conjunto fechado vale que xe Ftambém. Como XcY e Y éum
conjunto fechado tem-se imediatamente que X c Y.

(b) Vamos provar que ANBcC int(ANB). Se xe AnBentio xeAexeB . Como
A e B s3o conjuntos abertos isso implica que existem €,>0 e €,>0 tais que

B(x;sl) cA e B(x;ez) cB.Parae= rnin{e1 ,82} tem-se B(x;e) cA e B(x;e) cB. Logo,
B(x;e)c AnBexe int(ANB).

(©) xe ALE}lAl implica que x € A, para algum A e L. Como A, € aberto, I, existe
e >0 tal que B(x;e) cA,, . Dai, tem-se que B(x;e)c \ A, e, portanto, x € mt(A\EJI AA)

Exemplo: Seja A, =(=1/n,l/n) paracadane X. Obviamente, A, é um conjunto aberto para
todo n.Todavia, {0} = O A,

3) Mostre que int(XNY)=int(X)Nin(¥Y) e in(XuUY)oin(X)uint(¥Y) com X e Y
subconjuntos de R". D& um exemplo onde a inclusdo acima nao é uma igualdade.

Demonstragao:
Como int(X) c X e int (Y) C Y tem-se que int(X) Nint(Y) c X NY. Da parte (b) do exercicio

anterior obtém-se que int (X) Nint (Y) € um conjunto aberto e, portanto,
int (X)nint(Y) cint(X NY) .
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Obviamente, int(XNY)c X e int(XNY)cY. Como int(XNY) & aberto vale que
in(X NY)c int (X) e int( X "Y) < int (Y). Logo, int( X NY) c int (X) Nint(Y). Temos que
provar que int(XuY)>int(X)uint(¥Y). Como imt(X)cX e int(Y)cY vale que
int (X)wint (Y) € X UY.Da parte (b) do exercicio anterior tem-se que int(X)uint(Y) é um
conjunto aberto. Logo, int( X) uint(¥Y) cint(X LY).

Exemplo: Sejam X =(0,1] ¢ Y =[1,2]. Tem-se que
int (X)=1(0,1),int(¥)=(1,2) e int(X uY)=(0,2). Obviamente,
int(XuY)zint(X)uint(Y),jdquele int(XUY) e 1¢ int(X)uint(Y).

4) Para cada um dos conjuntos seguintes determine sua  fronteira:
x=[01],7=(00)u(12),W=R e A={xeR(p.x)<m}

Solugio: fr(X)={01}, r(Y)={012}, r(W)=R e fr(A)={xe 9?:;<p,x>=m}

5) Considere o seguinte problema de maximizagao de utilidade do consumidor:

Max x{ x;°
s.a.
P X +p, X, <m
onde e (0,1),p=(p,,p,) e K, ¢ m>0

Justifique a existéncia de solugdo 6tima para o problema acima. Sob que condi¢des ndo
se pode garantir a existéncia de solu¢do 6tima?

Solugdo: Seja U:R2 — R definida por U(x,;xz) =x*x;® com oae (0,1), U ¢ uma fungio
continua. Devemos provar que para toda seqiiéncia
((xl_ Xy )) cR’ com (xl_ ,xz_) —(x,,x,) e R tem-se U(xl_ ,xz_) —>U(x,,x,). De

ne Kk
X, X € X, =X, tem-se que X; X e x;:“ - x;° Da continuidade da
multiplicagio ~ de  nimeros  reais tem-se que X} X;* 9 x{x;*.  Seja

A={(x,,x2)e R2;p, X, +p, X, < m}. Como (pl,pz) € R2, tem-se que A é um conjunto
compacto. Pelo teorema de Weierstrass, U restrito a A atinge um valor miximo e¢ um valor
minimo. Logo, existe (x},x;)e A talque U(x},x;)2U(x,.x,), V(x,,x,)e A.

Se (p1 ,pz) € R’ entdo A ndo € necessariamente um conjunto compacto €, neste caso, nio
se pode garantir a existéncia de solugio 6tima. De fato, se p, =0 para algum i€ {1,2} entio A

niao € um conjunto limitado e o problema do consumidor nio tem solugido Gtima, visto que neste
caso U seria ilimitada superiormente em A.

. "ULIO VARGAS
FUNDALAO G| U"{mQUE SIMONSES

,IBLIOTECA MARIO HE
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6) Considere o problema de maximizagio de lucros da firma dado por:

{1:4?} pf(xvxz)-wx oW X,
onde f:R2 >R é uma fungdo definida por
f(x,,x,) =ax,+bx, com (a,b)e RZ,, (w,,w,)e R2, e peR,,. Supondo que os lucros
sejam sempre positivos em qualquer solugdo Otima, mostre que o problema da firma assim

proposto nio possui solugdo Stima. Serd que o mesmo resultado vale para uma fungio de
produgio f qualquer com retornos crescentes de escala?

Seja Y= {(y,— X;— xz) € Gf (x,,xz) 2 y} # 0 o conjunto de possibilidades de produgio da
firma. Supondo que Y seja um conjunto limitado, justifique a existéncia de solugdo para o
problema de maximizagdo de lucros tanto no caso f(x,,xz) = ax, + bx, quanto no caso f(x,,xz)
uma fungio de produgio com retornos crescentes de escala e contfnua.

Solugdo: O problema de maximizagdo de lucros da firma pode ser escrito da seguinte forma
alternativa:
Max py-w, x,-w, X,
sa.
(y’_ Xy~ xz) €Y
onde Y= {(y,— X, xz); ax, +bx,2 y}

Suponhamos por absurdo que este problema tenha solugdio, ie.,
existe(y',—x},-x;)€ Y tal que py -wx -w,x;2py-wx, —w,X,, ¥(y,—x,-x,)eY

Como py' —w,x, —w,x;>0 e (ny’,-nx,-nx;)eY, Vne R tem-se que, para
n € X suficientemente grande, pny’ — w,nx; —w,nx, >py — w,x; —w,x, (Contradigdo!).

No caso da firma possuir uma tecnologia com retornos crescentes de escala, prova-se por
argumento semelhante 0 mesmo resultado. Supondo que Y seja um conjunto limitado, tem-se

tanto no caso f(x,,xz) =aXx, + bx, quanto no caso em que f(xl,xz) ¢ uma fungao de producio

com retornos crescentes de escala € continua que Y ¢ um conjunto fechado e, portanto,
compacto. Pelo Teorema de Weiertrass, em ambos os casos garante-se a existéncia de solucdo
6tima para o probrema da firma.
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Exercicios propostos: Secio 1

1) Diga se os seguintes conjuntos sdo: a) aberto: b) fechado; c) limitado; d) compacto; e)
conexo.

i) {(x,....x,) € %:;zaix,. <b}, ondea,,be R, ,i=1,...,n.
=1

i) R"\B(a,r),aeR",r>0.
iii) B(O,l)u{xe m;;zx,.a}.
=1
iv) {(x,y)eR*;x2+4y*<3,x+y<1L,x20ey>0}.
V) {(x,y)eREsxy <1}

2) Prove que para todo conjunto X c R", int X € um conjunto aberto.

3) Diga se é verdadeiro ou falso; provando a sua afirmativa:
a) um conjunto A c R" € aberto se, e somente se fr(A)NA=¢.

b) o fecho da unido de dois conjuntos € a unido dos fechos destes conjuntos.
¢) o equivalente do item (b) para intersegao.

d) um conjunto € conexo se, e somente se seu fecho € conexo.

e) a intersegdo de dois conjuntos conexos é conexo.

4) Mostre que se f:X — R" € continua e Yc X entdo fly € continua.

5) Seja {C,},; uma colegio de conjuntos conexos, I conjunto de indices, tal que n C,#9.

Entdo U C, € conexo.
Ael

6) Um conjunto X cR" & conexo por caminhos se para todo par de pontos xey em X existe
o:[a,b]cR— X continuo tal que @ (a) =x e a (b) =y. Mostre que se X é conexo por
caminho entdo X € conexo. (Sugestdo: use o exercicio anterior).

7) Mostre que toda transformagao linear T:R" — R™ & Lipschitziana. (Decorre dai que toda
transformacao linear € continua).

8) Usando o exercicio anterior verifique se os conjuntos do exercicio 1 sao conexos.

9) Seja f:X cR" — R™ tal que a imagem inversa de toda a bola é um aberto em X. Entdo f é
fungido continua.

10) Seja A c R ndo vazio limitado superiormente. Mostre que s€ R € o supremo de A se, e
somente se

i)s2x, Vxe A
i) Ve >0, 3x € A tal que s—e<x.



Enuncie e demonstre resultado andlogo para infimo.

11) (Teorema do valor intermedidrio) Seja f:DcR" - R continua com D conexo. Se
f(a)< o <f (b), com a, b € D entio existe ¢ € D tal que f(c) =a.

12) Mostre que todo polindmio de grau impar com coeficientes reais tem pelo menos uma raiz
real.

13) Sejam f, g XCR" >R e ae X’ tais que limf(x)=0 e g € limitada. Mostre que
lim f(x) g(x) existe e éiguala (.
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- 2) CONVEXIDADE, CONCAVIDADE E QUASE CONCAVIDADE

Convexidade e concavidade
a) Conjuntos Convexos

Dado um conjunto D, diz-se que D é convexo quando, dados dois quaisquer de seus
pontos x e y, 0 segmento que une x a y est4 todo ele contido em D. Graficamente, no R?, temos:

DNE

convexo ndo convexo

(figura 2.1)

Formalmente D < R" € convexo quando para Vx,ye D, & x + (1-a)y € D para
todo o tal que 0< o <1 Definem-se também como convexos 0 conjunto vazio € 0s conjuntos
com um Gnico ponto.

Exemplos: As bolas B (a, 1), B[a, r] s30 convexas, enquanto a esfera S (a, r) ndo é convexa.
b) Fungdes Convexas

Dada uma fungio f: D —» R, D cR" , D convexo, diz-se que f é convexa quando, dado
quaisquer xeyeDe 0< a <Item-sef (ax+(1—-a)y) <af (x)+(1-a)f (y).

Simetricamente, diz-se que f € cOncava quando —f ¢ convexa, ou seja, quando dados
quaisquerxey € D e 0< a <1, f (ax+(1-a)y) 2af (x)+(1-a)f (y).

Observe que o termo convexo aplica-se tanto a conjuntos quanto a fungGes, embora com
sentidos diferentes. O termo conjunto concavo nio € definido para conjuntos.

No que se segue, trabalharemos predominantemente com fungbes cOncavas. A
modificagdo dos resultados para o caso de fungdes convexas € imediata, ficando a cargo do
leitor.

A visualizagio de uma fungio cOncava f:D — R,D c Ré apresentada abaixo, onde
c=0a+ (1-a) b para o €[0,1].
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HO)
HO)
L(9)=af()+( -0) f(O)
f@r
a c b &'
(figura 2.2)

Na figura 2.2, a imagem do ponto ¢ pela fungdo f situa-se acima (na ordenada) da
combinagdo o f (a)+(1-a) f (b), o que caracteriza a concavidade da fung3o.

Observe ainda que o f(a) + (1—a) f (b) representa a ordenada de ¢ correspondente i reta

que passa pelos pontos (a, f (a)) e (b, f(b)). De fato, esta reta tem por equagio:

L(x)=f(a)+M (x—a)
b—a

Fazendo-se x=c=aa+(1-a)b, obtém-se:
Li)=af(a)+(1-a)f (b)

O griéfico 2.2 mostra que dados a,beDe 0<a<]1, se definimos c=aa+(1-a)bef for
concava, teremos sempre:

f(c)=f(axa+(1-a)b)2L(c)=af(a)+(1-a)f(c)

Geometricamente, isto significa que o gréifico da fung@o ao longo de qualquer segmento
no dominio situa-se acima da secante correspondente.

Exemplos:

1) Todas as transformagdes afins de R" em R (i.e., uma transformagio linear adicionada a uma
constante) ¢ cOncava e convexa simultineamente. Reciprocamente dada uma fungdo que €
sumultineamente cOncava e convexa, ela € a restricio de uma transformacgdo afim a um
subconjunto convexo.

2) f: R — Ré fungio convexa.
x> x

Teorema 2.1: Sejam D um conjunto convexo nio vazio do R" e f; e f, fungdes cOncavas,
f, e f, definidas em D e com valores em R. Sejam ainda a, e a, nimeros reais no negativos e
f:D — R uma fungio definida por f =a, f, +a, f,. Entdo f é uma fungio concava.
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Demonstracio: Sejam a,be De 0<a<1.

f@ a+(-a)b)=(a, f,+a,f,) (@a+(1-a)b) =
a, f, (@a+(1-a)b)+a,f, (aa+(1-a)b)>">

a, (@ f, (@+(1~a) f, B)+a, (@F, (@+1-a) f,(B)) =
a(a, f (a)+a,f, (a)+(Q-a)(a, f (b)+a2f2(b));

a(a, fita,f,)(@)+(1-a)(a fx"‘azfz)(b);
af (a)+(1-a)f (b)

Na demonstragdo acima as passagens 1 e 6 utilizam a defini¢do de f e as passagens 2 e, 5
a definicio de (a,f +a,f,) (x)comoaf (x)+a,f, (x). A desigualdade 3 decorre da
concavidade de f, e f, e do fato de a, e a, serem nimero reais nio negativos. A passagem (4)
corresponde a um simples reordenamento dos termos.

O teorema acima estende-se facilmente no caso de m nimeros reais nio negativos
a,a,,...,a,, em fungdes f f,,...,f . Se f € definida como a, f, +a,f, +...+a_f e cada
uma das fungdes f; (i=1,2,...,m) € cbncava, entdo f € concava.

Quase concavidade

Defini¢do (Quase concavidade): Seja f:D — R,sendo D um conjunto convexo do R°. Diz-se
que f ¢ guase-concava quando dado um nimero real a qualquer, o conjunto
C= {x e D;f(x) 2 a} for um conjunto convexo.

Para exemplificar esta defini¢do, tomemos inicialmente a fun¢io de apenas uma varidvel
(D cR) £(x) =—x?, cujo gréfico desenhamos abaixo:

N

x\f
<,
~~
=
e’

I

i
o
ol ¥

(figura 2.3)

Observa-se facilmente que, qualquer que seja 0 nimero real a, o conjunto dos pontos x
tais que —x” = a € um conjunto convexo. Na exposigio grifica acima tomamos a < 0. Para a=0
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o conjunto C se resumiria a um conjunto formado por um tinico ponto (x =0), que por definicio

¢ convexo. Da mesma forma, se tivéssemos a>0 o conjunto C seria vazio e, também por
definicdo, convexo.

Tomemos agora a fungio de duas varidveis definida no R2, U(x,,x,) = (x, x,)"°. Neste
caso nao desenharemos o grifico da fungdo (0 que exigiria um diagrama em trés dimensdes, duas
para o dominio ¢ uma terceira para os valores assumidos pela fun¢do), mas apenas o lugar

geométrico dos pontos de seu dominio tal que o valor da fung@o seja igual a uma certa constante
(curvas de nivel da fungio):

N
X, C
/_f\‘
(Gl ) €32, 0 (x x5)=0) A R
£
Domimio da fungdo Conjunto de valores da fungao
(figura 2.4)

Neste caso, o sentido da quase concavidade é que, dado ae R, o conjunto
Z = {(x,,Xx,) € 9(1;(){l xz)“3 2a} hachureado na parte esquerda da representagido acima (para
a >0) é um conjunto convexo.

Nos dois exemplos acima apresentados as funcgdes, além de quase cOncavas, sio também
concavas. Isto ndo precisa necessariamente ocorrer. Por exemplo, a fungio f: R - R definida

por f(x)=x’ & quase concava mas nio é concava. Observa-se facilmente pelo gréfico desta
fungio que, dado o nimero real na ordenada, o conjunto {x;x’ 2a}=[a"?,+e) (hachureado na
figura abaixo) € um conjunto convexo.

le N

(Bgura 2.5)

27



Por outro lado f(x)=x’ nio & uma fungio concava pois dado por exemplo
a,=2,2,=0ea=05f(0a, +(1-ma,)=1<af(a)+(1-o)f(a,)=4.

Um outro exemplo de fungdo quase cOncava que nio €é cdncava, definida no
R2, & dada porf(x,x,) = X,x,.

Os teoremas a seguir ajudam muito na identificacio das fungbes quase-cOncavas. O
primeiro deles nos lembra que, embora possa haver fungdes que sdo quase-cOncavas € nio
cdncavas, o oposto nio pode ocorrer. J4 o segundo nos d4 condiges para que uma fungio 2
vezes diferencidvel' seja quase-concava.

Teorema 2.2 : Toda fungdo concava é quase-concava.

Demonstragio: Seja f:D — R, D c R*,D convexo, uma fungio concava. Seja dado o mimero
real a e suponhamos que para x, €D e x,eD,f(x,)2aef(x,)=2a. Como f é concava,
dado qualquer a€[0]], f(ax+(-a)x,)2a f(x)+(1-a) f(x,)2aa+(1-a)a=a.
Isto prova que o conjunto {xe D;f(x)2 a} & convexo qualquer que seja ae K. Segue que f é
quase cOncava.

Teorema 2.3: Seja f(x) uma fungiio real duas vezes diferencidvel” em R:. Entdo
(i) Se f(x) é quase-cOncava, entdoB, 20,B, <0, ...(-1)"B, 20,Vx € R" (B, <0 sempre).

(ii) Reciprocamente, se B, <0,B,>0, ... ,(-1) "B, >0, Vx eR] entio f(x) é quase-concava em
R’

onde
£ f,
of o’f
Bk=det.fl f‘_‘ """ ff“ com fi=K(X) fﬁ=axiax,.(")
fk fkl fkk

Quase Concavidade na Teoria do Consumidor

Na teoria do consumidor, admite-se normalmente que as preferéncias satisfagam a uma
séric de axiomas comportamentais € que sejam passiveis de representagio por uma fungio
utilidade U:D -5 R,DcR] com U(D) = A. Neste contexto, o nimero real ao qual se faz
associar (pela fungao U) um certo vetor do R} representativo de uma cesta de bens tem apenas a
funcdo de representar uma hierarquizagio de preferéncias, nio interessando o seu valor absoluto.
Desta forma, diz-se que a cesta de mercadoria x € preferivel & cesta de mercadoria y se, e
somente se U(x) > U(y). Repare que U(x) e U(y) sido dois nimeros reais. Assim, se tomarmos

! Ver definigio no préximo capitulo.
? A definigdo de diferenciabilidade ser4 apresentada na segio seguinte.



uma fungdo moné6tona crescente f:A' — R, AcA’, teremos U (x)> U (y) se, e somente se
(fo U) (x)>(fo U) (y), o que significa que, tal como a fungio U, a fun¢do composta foU é
também representativa das preferéncias do consumidor em questio. Esse arrazoado se resume
numa conhecida proposigdo da teoria do consumidor, apresentada abaixo.

Proposigado 2.1: (Teoria do Consumidor) Dada uma fungio U:D — R, D cR" convexo ¢ uma
fun¢do mon6tona crescente f:A — R, U(D) C A entdo a fungdo U representa as preferéncias do
consumidor se, e somente se a fungio composta foU também representa tais preferéncias.

Este fato implica que, na teoria do consumidor, possa-se operar com uma fungio utilidade
basica U ou qualquer uma de suas transformadas crescentes. Neste sentido, vale a pena observar
que, ao contrdrio da propriedade de concavidade, a propriedade de quase concavidade ndo se
perde quando se efetuam transformagGes monGtonas crescentes de uma fungdo. Este ponto €
demonstrado a seguir.

Teorema 2.4: Seja D < R°convexo, UD—HR uma fungdo  quase-cOncava
comU(D)cAef:A—>R, uma fungdo monétona crescente. Entio a fungdo composta
foU:D — R € quase-cdncava.

Demonstracdo: (Esta demonstragio utiliza o resultado do exercicio resolvido nimero 3). Sejam x
e y dois pontos quaisquer pertencentes a D com a propriedade foU(x) 2ae foU (y)2a para

um  certo aeR. Entio U®x), Uy) € f1[a,e0) e U,
U@) 2 min{U(x), Uy} e £~ [a,%) = Ulex+ (1= @)y) 2 min{U (x),U(y)} € £ [a,%)

= FoU(ax+(1-a)y) 2 f(min{U (x),U(y)}) €la,). Portanto foU(ox+(1—a)y)=a.Segue
que foU ¢ uma fung@o quase cOncava.
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Exercicios resolvidos — Secao 2

1) Sejam f:R; 5> R uma fungio de produgio, Y={(y;-x)e SR"*‘;ySf(x)} o conjunto de
possibilidade de produgio e V(y)={xe R*;y<f(x)} o conjunto de fatores de produgio

requeridos para produzir y € R, de uma firma. Demonstre que f cdncava implica V(y) e Y
conjuntos CONvexos.

Solugdo: Dado yeR,, sejam x=(x,,...,.x,) ¢ x'=(x{,...,x;)e V(y),xzx",e Ae(0,)).
Temos que provar que Ax+(1—A)x’e V(y). Como f(x)2y e f(x)2y eféconcava tem-
se que f(Ax + (1-x’) 2 Af(x)+(1-4) f(x) 2Ay+(1-A)y=1y. Logo, Ax+(1-M)x"e V(y)

Agora, sejam (y,—x) e (y’,—x’) €eY,comy#y ou x#x', ¢ A€ (0,1). Temos que
provar que ().y+(1—}\.)y’,—(}\.x+(l—l)x'))e Y. Da concavidade de f, f(x)2y e f(x)2y
tem-se que f(Ax+(1-A)x) 2 Af(x)+(1-2) f(x) 2 Ay +(1-DN)y.
Logo (Xy+(l—l)y’,—(lx+(1—l)x’))e Y.

2) Seja V(y) o conjunto de requerimento de fatores de produgdo de uma firma. Verifique em
cada caso se a tecnologia € (i) convexa e (ii) fechada:

a) V(y)={xeR?2 ; ax, 2 log y, bx, >logy}
b) V(y)={ xe R2 ; ax, +bx, 2y, x, >0}
) V(y)={xe R?;x! x;*>y,0<a<1}
d) V(y)={xe R? ; min {ax,,bx, } >y}

onde x =(x,,x,),a>0,b>0.
Solugao:
a)

i) Sejam X, =(x!, x3), X, =(X2, X2)eV(y») ea e (O, temos que

ax 2logyebx, 2logy,i=12. Portanto a(axi+(1-a)x)>logy. Donde segue-se que
ox, +(1-a)x, € V(y).

i) E f4cil ver que V(y), V y=1. Dado y >1, seja (x“)‘IZI seqiiéncia em V(y) , com x, — x, onde
x, =(x, ,X, ) € x=(X,,X,). Aprovarque x € V(y). Observe que

x.n —).x=>xl_ —-Xx, €X, 9X, e ax, 2logye bx, 2logy,Vn21l.
Logo, pelo exercicio 1 da segdo 1 temos que: ax, =2 logy e bx, 2logy. Da mesma forma,
x, 20 e x, 20=>x,20 ¢ x,20. Logo, x=(x, .x,) € V(y). O que acontece quando
y<1? Neste caso V(y) = R2.
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b)
i) Basta aplicar o exercicio anterior uma vez que a fungio logaritimica é concava.

. . : 1 L
i) Todavia, V(y) ndo € fechado. De fato, seja x = ;%-ﬁ) . De imediato, tem-se
ne X

x,€ V(y), Vn21e x, —(0,y/b). Todavia, (0, y/b)eV(y).

©)
i) Idem ao item anterior.

i) Seja (x,). seqiiéncia em V(y), x, > x. Temos que provar que xeV(y).
X, ?>X=X, 9X; € X, >X,.Como x;, 20 e x, 20 tem-se que x, 20¢ x,20, pelo

exercicio 1 da segdo 1. Por outro lado, pela continuidade da fungdo  logaritmo
log x, - log x, e logx, —logx, Como alogx, +(l-a)logx, 2y,Vnz21, tem-se pelo
exercicio 1 da se¢@o 1 que a-log x, + (1-a) log x, 2.

d)
1) Idem ao item anterior.

ii) V(y) € fechado Vy 20. De fato, seja (x,),,, seqiiéncia em V(y) tal que x, — x. Temos que

provar x €V(y). X, 2 x = x, X, € X,, &>X,. Como min {axl_,bxz_}z y.Vn 21 temos
ax; 2yebx, 2y,Vn2l = ax,;2ye bx,2 y= min{ax, ; bx, } 2y. Da mesma forma, x, 20
e X, 20,Vn2l = x, 20e x,20. |

3) Alternativamente i defini¢do apresentada no texto, diz-se que f:D — R,D cR" convexo, &
quase cdncava, quando para quaisquer x e y pertencentes a D e a €[0,1],f (x) 2f (y) implica
f (ax+(1-a)y) 21 (y). Prove que as duas defini¢des sdo equivalentes.

Solugio:
a) Iniciamos provando que a defini¢do do texto implica a definicdo aqui apresentada. Para isto,
basta tomar a =min {f (x),f (y)}. Segue que, como

f(x)2aef (y)2a,f(ax+(1—-a)y)2a=f (y) para qualquer o € [0,1].

b) Suponhamos agora que f(x)2f(y) implica f (ax+(1—-a)y) 2f (y). Precisamos provar que,
para cada aeReae[0,1], sef(x)2aef(y)=a implica f(ax+(1-a)y)=a. Sem perda de
generalidade, seja f (y) = min{f(x), f(y)}. Entdo, pela hipétese, f (ox+ (1-a) y) 2f (y) 2 a.

4) Seja : D 5 R,DcR" convexo. Diz-se que f & estritamente cOncava se dados
x,ye D,x#yeae (0,]), flax+(1-a)y)>af(x) + (1 -a) f(y). Alternativamente f ¢
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estritamente convexa se —f & estritamente concava. E claro que toda fungio estritamente
concava (convexa) € concava (convexa). D& exemplo de fungdes cOncavas (convexas) que nao
sejam estritamente cdncavas (convexas).

Solugao:

a) Seja f:R° >R um funcional linear. Dados x,ye R*,oe[0,]], temos que
f(ax+(1-0)y) =af(x)+(1-o)f(y) . Assim f€ cOncava e convexa a0 mesmo tempo. Mas
observe que se tomarmos x#y e oe€(0,1) acima, vemos facilmente que f nio ¢ nem
estritamente c6ncava nem estritamente convexa.

X,se X<
b) Seja g:R* — R tal que g(x,y) = min {x,y}, ou seja, g(X,y) = {y sey> 1. Esta fungio &
cdncava. De fato, sejam (x,,¥)s (X5,Y,) € R, ae [0,1]. Entio

gox,.y,)+1-0)x,.,)) = glax, +1-0)x .0y, +(1-0)y,)) =
min{mx +(1-0)x,,ay, +(1_a))’2} 2 (Xmin{xl,yl}+(l—a)min{x2,y2} =0g(x,y,)+(1-0)g(x,,y,)

Conclui-se entdo que g é concava. Mas g ndo ¢ estritamente concava, visto que para todo (x,y)
eR?*com x<y, g(x,y) = x, que € linear. Segue do exemplo anterior que a restrigio de g a esta
parte do dominio ndo € estritamente cOncava.

c)Sejaf:DcR* - R, onde Détalqueset>0exe D= txe D, uma fungdo homogénea de
grau 1, isto é, f(tx)=tf(x),xeD,teR,,. Sef, além disso, € cOncava entdo f ndo pode ser
estritamente concava. Com efeito,seja x € D, x # O e portanto 3x € D, logo

1 1 1 1
f -— — = P -— .
(=x+=(3x))=2f (x) f (x)+—£f(3x)

O que ocorre de fato com estas fungdes € que ao longo das semi retas abertas que partem do
0eR" elas sio lineares. Mas existem exemplos nio triviais de fungdes positivamente
homogéneas de grau 1 que sdo cOncavas, como por exemplo a fungdo de Cobb-Douglas:
f:R2 SR tal que f(x,y)=x"y",ae(0,1) (veremos mais tarde que f & cdncava) e

g R? > R tal que g(x,y)=\/x2+y2 :

5) Diz-se que f:D 5> R,DcR" convexo é quase convexa quando —f é quase cOncava.
Adicionalmente, f é dita estritamente quase concava se
ae (0)ex,ye Dcom x#y,f( x+(1-a)y) > min{f(x),f(y)}. Alm disso f € dita
estritamente quase convexa se —f & estritamente quase cOncava. E claro que toda fungio
estritamente quase concava (quase convexa) é quase concava (quase convexa). D€ exemplos de
fungbes quase cOncavas (quase convexas) que ndo sdo estritamente quase cOncavas (quase
convexas).
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Solugdo:

a) Toda fungdo constante é quase cOncava (quase convexa) mas nio ¢ estritamente quase

cdncava (quase convexa). Uma fungdo real monétona definida num intervalo na reta é quase
concava (e quase convexa) (ver exercicio proposto niimero 9). Para que ela nio seja estritamente
quase concava (ou quase convexa) € necessirio que ela possua trechos constantes.
Com efeito, se a fungdo for crescente ou decrescente ela serd estritamente quase cOncava (e
estritamente quase convexa). Entdo as tinicas chances residem nas fungdes nio-crescentes e nio-
decrescentes. Suponha neste caso que f:I - R,IcRintervalo, é nio-decrescente. Se f nio €
estritamente quase concava, existem x,ye Lx<y, ae (0,]) tais que
f(ax+(1-0)y) <min (f(x),f(y)) =f(x) e como f é ndo-decrescente f(x)<f(ox+(1-a)y)
(pois x <ox+(1-a) y) o que implica que f(x) =f(ox+(1-a) y) e portanto f é constante igual
a f(x) em [x,0x+(1-) y).

b) O leitor € agora convidado a generalizar o raciocinio acima para fungOes reais de duas
varidveis (ou mais) num certo sentido, isto €, fungbes quase cOncavas que possuem regides
convexas no seu dominio nas quais sdo constantes ndo podem ser estritamente quase cdncavas.
Reciprocamente se f € quase cOncava, mas nio estritamente, entio possui em seu dominio pelo
menos um segmento no qual a fungio € constante. Os detalhes ficam a cargo do leitor.

6) Dé exemplos de fungiio quase concavas que ndo séo concavas.
Solugao:

a) As fungdes reais definidas em um intervalo da reta que sio monétonas (veja exercicio
proposto 9) sdo quase cdncavas, muito embora algumas destas fungdes possam ser estritamente
convexas, como € o caso de £: R, — R tal que f(x) = x’

b) Seja f:R2 >R tal que f (xy) = x°y’coma>0,f>0ea+P>1 Veremos
a B

posteriormente que a fungdo Cobb-Douglas g: R2, — R tal que g(x,y) =x*P y**? ¢ concava e
portante quase-cOncava. Assim f = hog também € quase-cOncava, onde h:R, — R, tal que
h(x) =x*** € uma transformagio monotdnica crescente (ver teorema 2.3). Mas f nio é concava,
porque

f(l (0,0)+l 2,2)=f (1,) =1<2%#! =-1-.O+l2""ﬁ =lf(0,0)+l f(2,2).

2 2 2 2 2 2

1, sex20
0, sex<0
é quase cOncava porque é mondtona ndo-decrescente, mas nao € cOncava como se v€ com
facilidade. Alids o "defeito" desta fungdo € que ela é descontinua no 0. Veremos mais tarde (ver
capitulo 4, exercicio resolvido) que toda fung@o concava de uma varidvel definida num conjunto
aberto convexo X c R € continua.

©) f:9(—>9ttalquef(x)={
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7) Prove que toda fungdo monétona f:D — R, DR intervalo, é a0 mesmo tempo quase
cOncava e quase convexa.

Demonstragdo: Vamos supor que f € monétona ndo-decrescente, isto €, se x>y, X,y € D,
entio f(x)=f (y), os outros casos sdo andlogos e ficam a cargo do leitor. Sejam
aeR,x,y,eD tais que f(x)2aef(y)2a. Dado
a€[0,1], x<ox+(1-a) y<yoqueimplica que f(x)<f(ax+(1-a)y)<f (y), visto que f €
monétona nao decrescente. Assim f(ox+(1-a)y) 2a,Va €[0,1], ou seja, f € quase cOncava j4
que a € R,x,y € D sido arbitrérios. A quase convexidade segue-se por um raciocinio anélogo.

8) DE dois exemplos de duas fungdes quase cOncavas cuja soma nio seja quase concava.

Solugao:

a) Sejam f,g: R, — R tais que f(x) =x’ e g(x) =—x. Observe que f e g sdo fungbes mon6tonas
e pelo exercicio anterior f e g s3o quase concavas, mas h=f+g:R, - R tal que h(x) = (f + g)
(x) = f(x) + g (x) = x> —x ndo € quase cOncava, porque h(0) =h (1) =0 > O mas h (1/2.0 +
172.1)=h (1/2) = -3/4 <.

b)Sejam f,g:R2 = R tais que f (x, y ) = x* e g (x, y) = —=y>. Vamos verificar que f € quase
cOncava. A verificagdo de que g € quase cdncava € andloga e fica como exercicio. Sejam a e R,
(x,,¥,)s (X,,y,) € R? tais que f(x,,y,) =x’2aef(x,,y,)=x; 2a. Dado a€[0,1], queremos
mostrar que
f(a(x,,y)+(1=0) (X, ¥,)) = f (0x; + (1~ ) x5, 09, + (1- ) y,) = (0x, +(1- ) X,)” 2.

Em primeiro lugar, se a < 0 entio esta ultima desigualdade ¢ obviamente atendida.
Suponhamos que a>0, neste caso, Xx,2+vaex,2 Ja (observe que Xx,;,Xx, 20), Assim,
(ox, +(1-0)x,)? 2 (ava + (1-a) va)* =a.

Porém, h=f+gR> >R talque h (x,y) =f (x, y) + g (x, y) = x> —y® ndo € quase
concava. De fato, dados (0 1) e ,V2)eR?, & facil ver que & (0, 1) = h (1, ¥2) = ~1. Vamos

mostrar que h( o, + = (1 V2)) = h(-— —+£)

A

Com efeito, h(5,5—+—2—) =—5(1+J§). Como 2>1=

1 1
144252 > (l+-\/§)> 1= —5(1+J5) < -1 provando assim o que afirmamos.

Observagiao.: O leitor deve estar se perguntando como encontramos estes vetores para
determinar a ndo quase concavidade de h. Sugerimos que o leitor analise as curvas de nivel da
fungéo h. Por exemplo, em nosso caso, tomamos 0s pontos sobre a curva de nivel h (x, y) = —
( que € uma hipérbole) e observamos que segmento que liga estes pontos nao estd contido no
conjunto h (x,y) 2-1.

9) Prove que qualquer interse¢io de conjuntos convexos é um conjunto COnvexo.
Demonstragdo: Seja {C, },., uma familia de conjuntos convexos de K", onde I € um conjunto de
indices arbitrérios, isto &, C, é convexo para cada A el. Dados x,y € QICl,ae [0.1], tem-se
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que x,yeC, para todo Ae I. Como todo C, é convexo ax+(1-a)yeC,,VAel, isto &,
ox+(l-a)ye QICI, provando assim que () C, , é convexo.
Ael

10) Seja f:D - R, DcR® convexo. Seja E={(x,t)eR™*';xeD,teR e f(x)2t}, (este
conjunto é chamado de o epigrafo de f). Prove que uma condi¢io necessdria e suficiente para
que f seja concava € que E seja convexo.

Demonstracdo: Suponha que f seja cOncava. Dados (x,,t,),(x,,t,)€ E e ae[01],
flax,+(-a)x,)20f(x,))+(1-a) f(x,)2a,+(1-a)t, visto que f € cOncava e
f(x))2t, ef(x,)2t,. Assim (o x, +(1-o)x,,at, +(1-a) t,) € E e, portanto, E € convexo.
Reciprocamente, dados x,,x, e De a €[0,1], t, =f(x,) et, =f(x,), entdo (x,,t,),(x,,t,) € E.
Como por hip6tese E é convexo tem-se que
flox, +(1-0)x,) 2ot +(1-o)t, =a f(x,)+(1-o)f(x,), isto é, f € concava.

11) Utilize os exercicios anteriores para demonstrar que se f,,...,f, sdo cOncavas,
f = min{f,,...,f,} é concava. »

Demonstragdo: Seja E o epigrafo de f ¢ E, o epigrafo de f, para cada i=1,...,n. Entio,
(x,t) € E se, e somente se f (x) 2 t, ou seja, se, e somente se min {f, (x),....f, (x)} >t

Pelo exercicio 10, o epigrafo de cada f, € convexo. Se conseguirmos provar que 0
epigrafo de f ¢ a interseg@o dos epigrafos de f,, i= 1....,n, entdo, pelo exercicio 9, o epigrafo de
f serd convexo e, pelo exercicio 10, f serd cOncava. Nossa demonstragdo limita-se,
consequentemente, a demonstrar que o epigrafo de f € a intersecdo dos epigrafos de f,,f,,....f,.

Agora, min {f,(x),...,f,(x)} >t se, e somente se f.(x)>t para i =1,...,m, ou seja, se, e

somente se (x,t) € ﬁ E.. Portanto, (x, t) € E se, e somente se (x,t) € ﬁ E, istoé, E= ﬁ E..
i=l

i=1 i=1

12) A envoltéria convexa C (X) de um conjunto X < R" € a intersegio de todos os subconjuntos
convexos de R que contém X. Mostre que C(X) é o conjunto de todas as combinagdes lineares,
o x, +0,X,+...,0,X, tais que X,,..,x, € X,o, +a,+.+0, =lecadac; 20 para
i=12,..,n

Demonstragdo: Por definigio CX)= ND . Seja

X cDc*

D couvexo

Ci={oyx,+..+a,x;%,,....x, €X,0,,....0, €R, e, +...+0, =1, peR]}

Queremos mostrar inicialmente que C, € C(X). Dado D c R" convexo tal que X c D, temos

n n
que se X;,...,x,€X e 0,,..,0, €R, com Zai =1 entdo Zocixi € D. De fato, fagamos
i=1 i=1 )

inicialmente p=2. Neste caso, como x,,x,€D (pois X c D), a afirma¢do decorre da
convexidade de D. Por indugio finita, suponhamos que esta afirmagdo vale para p—1,peR.
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P
Dados x,....x, €X,a,...,0, € R, com Zai =1temosquese o, =lentdo o, =...=a, =0¢e
i=1

n p-1
neste caso Zaixi= x, € D. Caso contrério, seja 7L=Zai>0 e o,=1-A Entio
i=1

i=1

A A o . o,
i‘,aixi =Ax+(1-M)x,, onde x=%xl +...+ T"’xp_l e D, pois %‘-‘-+...+%= 1. Pela
i=1

hipétese de indugdo, e novamente pela convexidade de D tem-se i,oqxi e D. Logo, segue que

i=1

C,c D, para todo D c R, D convexo tal que X c D. Isto implica que C, c C (X).

Por outro Jado, C, € wum conjunto convexo. Com efeito, dados

x=i‘,mixi , y=5‘,|3i y; e ae[0]], onde av,,...,00 . By,....0, € 9&,2% =],
i=1

i=l i=1

9
Zﬂi =L X000 X,, Yo oo ¥g € X, tem-se

i=l

(1,X+(1‘a)y=aiaixi +(1_a)iBiYi = in z;,

1=1 i=1

_Joo;sel<i<p;
onde y; = (1-o)B,_,, sep<i<p+q

_J]x,sel<i<p
€ %= ly..sep<isp+q

E ficil ver que Y. €R,,z.eX,i=1,...,p+q e Eyi=a£ai+(l—a)iﬂi=l, ou seja,

i=l i=1 i=1
oax+(1-a)ye C,. Além disso, X c C, (faca p=1 e variec x, em X). Portanto, pela definicao
de C(X) fica claro que C (X) cC,.

13) Verifique se os conjuntos abaixo s3o convexos:
a){(x,y,z) € R*; min{x,2y,z} > 7}
b {xeR; |x|>1)

Solugao:

a) Como f,,f,,f,:R* >R definidas por f, (x, y, 2) = X, f,(X,y,2) = 2y,f,(X,y,2) =z 530
concavas entdo f =min{f,f,,f,} também € cbncava, logo quase-cOncava e, portanto,
{(x,y,2) e R*; min {x,2y,z} 27} = £~ ({7,%)) € convexo.

b) Dados x,=(20) e x,=(-20), tem-se que Xx,,x,€{xeR%|x|>1} mas

1
5 (x,+x%,)=(0,0) & {xe R Ixl>1} = {x € R*; x| > 1} ndo & convexo.
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14) D€ exemplos, se for possivel,
a) de uma fungio estritamente quase cOncava e estritamente quase convexa.

b) de uma fungdo definida num subconjunto convexo do R* que seja estritamente quase concava
€ ndo seja concava.

Solugao:

a) Tome qualquer fungio real definida em intervalo de & que seja ou monétona crescente
ou monétona decrescente (por exemplo: f: R — R tal que f (x) =x).

b) Seja f: R, 5 R 1wl que f(x,y,z,w)=xyzw. Seja A:R,, >R, tal que
A(t) =(t,t,t,t) entdo g(t)=(foA) (t)=t* que & estritamente convexa, logo escolhendo dois
pontos ao longo do caminho 4 prova-se a ndo concavidade de £ Observe que a fungio
f: R:, > R tal que F(x,y,z,w) =x™y™z™w'™ € estritamente quase concava e entio f = hoF &
também estritamente quase cOncava, onde h: R, — R tal que h(x) = x* € mon6tona crescente.

15) Uma fungio € dita indiretamente cOncava se é transformada monétona crescente de uma
fungdo cdncava, ie., F.C -5 R, CcR® convexo, ¢ dita indiretamente cdncava se existirem
gI-o>R e f:C—o R comlintervalo em R contendo f(C), g monébtona crescente, f concava
e F=gof. Como j4 vimos toda fungio indiretamente cOncava é quase-cOncava.

D€ exemplos de fungdes quase-concavas. Se possivel, dé também um exemplo de uma
fungdo quase cdncava que ndo seja indiretamente concava.

Solugio:
Vejamos dois exemplos:

(1) Seja F: SRi — R tal que F(x,y) = xy. J4 vimos que F ndo é cdncava, mas se considerarmos g:
R, o R e f:R2 > R tais que g(t) = t* e f(x,y) = x"*y"?, temos que g € monGtona crescente e
f é concava, além disso F=gof, e pela definicdo acima F € indiretamente cOncava e, portanto,
quase-concava. Observe porém, que se utilizarmos o teorema nio poderemos concluir que F €
quase-cOncava: de fato, FE&xy)=y;E&xy) =xF,xy)=E,xy)=0 e F,(xy)=1

0 0 |fo 0 0]

calculando em (x,y) = (0,0) temos B,=det[0 O]=OeB2=det[O 01 J=0 logo tanto
010

B, e B, nio sdo positivas (>0), como necessitariamos para utilizar o teorema 2.3. Este fato

apenas corrobora a primeira parte do teorema 2.3.

(ii) O leitor poder4 verificar com facilidade a existéncia de vérias fungGes indiretamente cdncavas;
a pergunta relevante neste instante € se existe alguma fungio quase-cOncava que nio seja

37



indiretamente cOncava, isto €, que nio seja a transformada mon6tona crescente de alguma fungio
cdncava. Vejamos um exemplo desta situagio:

Seja f:R2 >R wl que fxy) = (x-1)H1-x)?+4(x+y)]" Seja
E(x,y)=(1-x)* +4(x+y)=(1+x)’ +4y. Entio f, =1+(1+x)E™"%;
£,=2E7%;f, =E™? - (1+x)*E™?%;f,, =<4E™ ef, = 2(1+x)E™2. Logo
[o £ f,]
B,=—f<0 em R? ¢ B2=del f, f, f, I=2fl f, £, —[f £, +£2 f,]
1~f2 fi2 fzzJ

Fazendo os célculos obtemos: B, =0.

Novamente, como em (i), ndo podemos concluir que f € quase-concava. Porém
analisando as curvas de nivel desta funcdo, fica ficil concluir este resultado. De fato, para cada

¢ € R vamos caracterizar o conjunto N_ = {(x y)e R ;f(x,y)= c}. Temos que

f(x,y)=c & x-1 + [(1-x)? + 4(x+y)]"? =c & ((1-x)* + 4(x+y))""?* = c+1-x
Sendo que esta iltima equagdo implica que c+1-x20, ou seja, c+12x20. Logo
para c<-1, N, =O. Suponha que c2 -1. Entio:

f(x,y)=c & (1-x) +4(x+y)=c?+2(1-x)c+(1-%)° & 4(x+y)=c?+2c-2cx
2

& (4+2%)x+4y=c’+2c (2+c)X+2y=c7+c.

2
Esta dltima equagao representa o segmento de reta com extremos (O,%+§) e (% ,0}

Veja a figura abaixo:

fzy)=c

fixy)=1

X

172 cf2 X

R 4

(figura 2.6)
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Assim dado c2-1, ndo € dificil verificar que o conjunto {(x,y) e R:; f(x,y) Zc} é
formado pelos pontos em R2 acima da reta f (x,y) = c.

Portanto f € quase-cncava em R2 pelo teorema enunciado. Mostraremos agora que ndo
existe nenhuma fungdo real estritamente crescente duas vezes diferencidvel tal que compondo
com a fungdo f resulta em uma fungio cOncava, isto é, "f nio € indiretamente cOncava". Para
isto necessitamos do seguinte resultado: (Ver W. Fenchel, Convex Cones, Sets and Functions -
pg.133).

Proposigdo: Seja @:D — R duas vezes diferencidvel quase-concava, D c R" convexo. Para
que possa existir uma fungdo F (t) estritamente crescente duas vezes diferencidvel tal que F
(p(x)) é cOncava, € necessdrio que para cada x € D fixo, a forma quadréitica Z ?;(X)y;y;
1<i,jSn
restrita a0 hiperplano Z 9, (x)y; =0 seja negativa semi-definida, e se r—1 denota o seu
1sisa
posto’, o posto da mesma forma sem restrigio deve ser no maximo r.

Seja entdo (x,y)eD fixo. Dado (u;,u,)e R talque f (x,y)u, +£,(X,y)u, =0 vamos
calcular 2 f;(x,y)u;u,. Temos que Zfij(x,y)ui y = (E™2 -(1+x)’E™?)u?

1<i,js2 1<i,j<2

~4(1+x)E™? u, u, —4E™u2.

Mas (1+(Q+x)E™")u, +2Eu, =0=> u=-1/2(E"* + 1+ x))u,.
Portanto, Y, f,(x,y)uu; =(E™ —(1+x)?E™?+2(1+x)E™*(E"? +(1+x)) -

1<i,j<2
E*2(E" +(1+x))*)u’ =0, V(x,y)e D. Assim o posto da forma quadrética associada a matriz
(fij (x, y))lsi o ¢ 2 (verifique!) e quando restrita ao hiperplano f,(x,y) u, + fz(x,y) u,=0, o

posto € 0. (Veja também o comentdrio no livro do Fenchel, pg. 134). Portanto pela proposigio
acima temos que f ndo € indiretamente cdncava.

> O posto de uma forma quadrética € a dimensio da soma direta dos subespagos vetorial nos quais a forma €
definida positiva e definida negativa, respectivamente.
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Exercicios propostos - Segdo 2

1) Classifique as seguintes afirmativas como verdadeiras ou falsas, provando-as se verdadeiras e
apresentando um contra-exemplo, se falsas.

a) Uma fungdo f:D — R,D um subconjunto convexo do R", € dita quase convexa se -f é
quase cdncava. Pode-se dizer que f € quase convexa se, ¢ somente se, para todo a € R, o
conjunto {xe R*;f(x)<a} € convexo.

b) A transformada por uma fungio mon6tona crescente e céncava de uma fungio concava €
concava.

2) Seja IcR intervalo. Mostre que uma fungdo f:1— Ré cOncava se, e somente se
f(b)-1f(a) (x—2)

Va,b,x,el,a<x<btem-se f (x)2f (a)+

Enuncie e prove resultados andlogos para fungdes convexas, estritamente cdncavas e estritamente
convexas.

3) Seja f:D — R,DcR" convexo. Para que f seja cOncava € necessério e suficiente que para
cada pe R,0,,...,0, €R, tais que o, +.+o, =1 e
X, X, €D, floyx,...+ 0, x,) 20, f(x)+..+0a, f(x,). Prove este resultado.

4) Prove se possivel ou dé um contra-exemplo se falso: se f € estritamente quase cOncava e
homogénea de graur, 0 <r< 1, entdo f € estritamente concava.

5) Mostre que se f:IcR — R € cOncava continua e crescente, I intervalo entio a inversa é
convexa. O que se pode afirmar quando f € decrescente?

6) Mostre que toda bola em R", segundo qualquer norma, é convexa.

7) Mostre que todo conjunto convexo é conexo. (Este exercicio mostra que R", B(a,r), B[a,r]
sao de fato conexos como afirmado no texto).

8) Seja, para cada ne N, f :D — R fungio cOncava. Se existe lim f_ (x) para cadax € D
entdo a fungdo f: D — R definida por f (x) = lim f_ (x) é concava.

9) Mostre que toda fungdo monétona definida em um intervalo da reta € quase cOncava.



3) DIFERENCIABILIDADE E REGRA DA CADEIA

Iniciamos esta se¢do com uma breve revisio dos conceitos de conjunto aberto e limite de
fungdes anteriormente apresentadas.

Diz-se que X < R" € um conjunto aberto se para todo x € X existe um nimero real r>0
tal que o conjunto (chamado bola aberta de centro em x e raio r) B (x, r) = {y € R"; ‘y-xﬂ <r}
est4 contido em X. Intuitivamente, diz-se que X € aberto se dado um ponto seu qualquer x, existe
uma "margem de seguranga” tal que possamos nos deslocar em qualquer dire¢do (desde que de
uma distancia suficientemente pequena) a partir do ponto x e continuar no conjunto X. Esta idéia
vale por exemplo para o intervalo (0,1), mas ndo para o intervalo [0,1]. Se estamos no ponto 1 e
nos movemos para a direita na reta real, sairemos do conjunto, por menor que seja a distincia
percorrida.

Dado X c K" e a um ponto de acumulagio de X, seja f:X — R uma fungdo. Diz-se que
lim f(x)=L (lé-se limite de f(x) quando x tende a a € igual a L) quando

Ve>0, 35>0 talque O<[x—a|<d = |f(x)-L|<e, ou seja, se conseguimos fazer com que
f (x) se torne tdo préxima de L quanto se quer, desde que o ponto x no dominio da fungdo seja
tomado tdo pré6ximo de a quanto se deve. Uma coisa importante a se observar é que o valor que
a fungdo assume no ponto 'a’' € irrelevante para a definigio de limite. De fato, f pode até nem
estar definida neste ponto. O limite de uma fungfo, quando existe, € sempre tnico.

Derivadas

Dada uma fungio f:D — R, D um subconjunto aberto do R", aeD e veR", seja o
f(a+tv)—f(a)
t

quociente q(t) = definido para t#0 suficiente pequeno. Se existe o limite de

q (t) quando t tende a zero, chamamos este limite L de derivada direcional de f no ponto a e na
direcdo v. Como casos particulares, L € dito a i - ésima derivada parcial de f se v=e¢,(e, =i-
ésimo vetor unitdrio do R"). Nocasoemque D cR e v =1, d4-se a L o nome derivada de f
no ponto a. Assim,

=_() llmf(a+tv) f(a)DEF

t=0 t

derivada direcional de f no ponto a na dire¢@o v, no caso geral em que v e R";

2 of f(a+te) f(a)DF—F
L= ox. ()_ t

1

derivada parcml de f no ponto a, no caso particularem que v=¢e, e,

f(a+t)— f(a) DEF
t

L=f'(a)= hm
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derivada de f no ponto a no caso particularemque DcRev=1

Diferenciabilidade

Dada uma fung¢io f:D — R, D um conjunto aberto do R", diz-se que f € diferencidvel no
ponto x*€ D se para todo h = (h,,h,,...,h ) tal que x* +h € D, existem as derivadas parciais de
f no ponto x* e tem-se

f(x*+h)=f(x*)+i %(x*) h; +r (h) 3.1
i=] i
. r(h) _
m am W =0. (32)

No termo Z % (x*h,, %(x*) representa a i-ésima derivada parcial da fungdo f
— . .

1 1

calculada no ponto x*, e o termo h, a i-€sima coordenada do vetor A.

E importante observar que a expressdo (3.1) pode sempre ser escrita, servindo apenas
para definir r(h). A chave para a questio de diferenciabilidade € a verificagdo de (3.2).
Intuitivamente, a expressdo (3.2) nos informa que, na medida em que h se aproxima de zero, o
resto r(h) se aproxima de zero ainda "mais rapidamente”. Formalmente, diz-se que r(h) ¢ um
infinitésimo de ordem superior a h.

Quando a fungdo € diferencidvel e tomamos valores bem pequenos de h, a aproximagado
do valor da fungdo no ponto f (x* + h) se d4 de forma bastante boa (o sentido preciso desta
qualificagdo € dado por (3.2)) quando se toma o hiperplano tangente ao grifico de f no ponto
(x*,f (x*)). De fato, a equagdo deste hiperplano tangente € dada por:

L (x*+h) =f(x*)+ E;i (x*) h, (3.3)
=l OX;
e o valor da fungdo £, no ponto x* + h, € dado por:

f (x*+h) = f(x*)+2n: gaxf— (x*). h,+r(h) (equagao (3.1))

i=1 1

De (3.1) e (3.3) obtém-se

f (x*+h)=L (x*+h)+r (h)
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Para valores suficientemente pequenos de h, r (h) tende a zero, pois mﬂ =0 implica

Il

{irr(n) r(h) = 0. Costuma-se escrever, neste caso
-

f (x*+h) =L (x*+h), 3.4)
osinal = denotando "aproximadamente igual ".

A expressio acima traduz-se dizendo que o valor da fungdo diferencidvel f numa
vizinhanga do ponto x* pode ser razoavelmente aproximado pelo hiperplano tangente ao grifico
de f no ponto (x*, f (x*)).

A titulo de exemplo, suponha f:D— R, Dc R, uma fungio definida por f(x) = x2.
Dado x, um ponto especifico daretareale he R, f (x, +h)=(x, +h)> =x,>+h’ +2 hx,

f(x,)=x?
£'(x,)=2x,

Por (3.1),
r(h)=f(x,+h)-f(x,)-f'(x,).h=h?

Donde se conclui imediatamente que a condigdo de diferenciabilidade € satisfeita, pois

2
M)~ b X = gim [y=0.

h—0 |h| b0 |h| h—0

Segue que f(x)=x? é uma fungiio diferencidvel em qualquer ponto de seu dominio.
Neste caso, diz-se simplesmente que f:D— R,f(x)=x> ¢ uma fungio diferencidvel (ndo
havendo necessidade de especificar em que pontos do dominio isto ocorre). Segundo a idéia
intuitiva apresentada, isto significa que a fungiio f(x)=x> pode ser razoavelmente aproximada

pelo hiperplano tangente (no caso, uma reta) em qualquer ponto de seu dominio. Tomemos
x, =2 e vejamos o que isto sifinifica. Por (3.1), a equagdo do hiperplano tangente € dada por

L(x,+h)=f(x)+f'(x,).h
ou seja, para x, =2,
L(2+h)=4+4.h

Tomemos h = 1. Sabemos que f(x,+h)=f(3)=9. Na aproximacdo pelo hiperplano
tangente, teremos L (3) = 8. O erro resultante (9—8) € resultado da ndo linearidade da fungao f,
a qual estamos tentando aproximar por uma fung¢do linear (L). O gréfico abaixo permite a
visualizagao da aproximagio efetuada.
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(figura 3.1)

A diferenciabilidade de f nido nos garante que o erro seja pequeno ou grande (0 que

depende do valor de h), mas apenas que ele tende a zero quando h tende a zero. Isto decorre do
fato de

, i K)o
ll_t’lgr(h)—il_r.no ™ hl=0

No exemplo efetuado, se tomarmos h=0,1, teremos f(2,1)=4,41 e¢ L(2,1)=4,40.
Observe que o erro da aproximagio linear fica bem reduzido (no caso, apenas 0,01) na medida
em h decresce (isto era de se esperar, pois j4 verificamos que r(h) = h?).

A Formula de Taylor com resto de Lagrange.

Seja f:[a,b] > R uma fungio com primeira derivada continua em [a,b] e que apresente
derivada de segunda ordem em qualquer ponto do segmento (a,b). Entdo existe a € (0,1), tal que

f(a+h)=f(a)+f'(a+ah).h (3.4)
onde a+h € [a,b], ou ainda, existe o’ e (0,1), satisfazendo

f"(a+a'h).h?
2

f(a+h)=f(a)+f'(a).h+ (3.5)

As expressoes (3.4) e (3.5) correspondem a casos particulares da férmula de Taylor com
resto de Langrange. A primeira (3.4) utiliza um polindmio de Taylor de grau zero em h (f(a))e o



resto € dado por f(a + & h).h. Ela equivale ao teorema do valor médio para fungbes reais de
varidvel real, sendo a sua intuicio gréfica apresentada a seguir:

£
fa+ ah)

fla+h)

f(e)

a+oh at+h

(figura 3.2)

Escolhendo-se & de tal modo que f'(a +ah) = (f(a + h)-f(a))/ h obtém-se (3.4).

A expressdo (3.5) representa uma aproximagao da fungdo no ponto a+ h utilizando agora
um polindmio de Taylor de grau <1 em h (o polindmio serd de grau zero quando f'(a) =0 e de
grau 1 quando f*(a) # 0). O resto de Langrange neste caso é dado por h*f"(a+a’ h) /2.

A transposigdo de (3.4) e (3.5) para o caso de fungdes definidas no R" é imediata. Seja
f:D—>R, D um conjunto aberto do R" ¢ x € D. Tomemos h tal que o segmento
[x,x+h] < D. Neste caso, se f é duas vezes diferencidvel no segmento aberto (x, x+h), pode-se
garantir a existénciade @€ (0,1) tal que:

f(xth)=1(x)+ 3 2L

e (x+ah)h, (3.4"

ou ainda, no caso em que se permite que o polinomio de Taylor tenha um grau <1 nas
coordenadas de h,

i=l i, j=l i

of 1 o f , ,
f(x+h)=f(x)+2 a—Xi(x)-hi +E i m:(x+a h)-hi h; (3.5)

onde a'e (0,1).
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As aplicagdes e exercicios relativos a férmula de Taylor, da forma como aqui apresentada,
surgirdo no desenvolvimento das se¢Oes seguintes. A titulo de exemplo veja o caso abaixo:

Exemplo: Vamos apresentar agora um modelo em economia sob incerteza bem simples.
Suponhamos que o conjunto Q={1,2,...,S} representa " os estados da natureza" e para cada
ieQ seja p, a probalidade de ocorréncia do estado i Mais precisamente,

p,20, VieQ e 2 p; = 1. Uma varidvel aleat6ria x é simplesmente uma fungdo x:Q — R.

i=1
Dada uma varidvel aleat6ria X definimos a esperanga (ou média) de X por

Ex=Y, p, x(i) ea variincia de x por 6*(x) = Ex"~(Ex)’.

i=]
Em nosso caso especffico uma variivel aleat6ria representa a quantidade de um

determinado bem em cada estado da natureza, isto €, x (i) significa a quantidade de um certo
bem da economia no estato da natureza i.

Para fixarmos idéia, cada elemento de R, serd a quantidade do tnico bem da economia
(por exemplo, a moeda). Seja um individuo nesta economia com fungio utilidade w:R, > R de
classe C? tal que u’>0 e u” <0. Assim u ¢ estritamente concava e estritamente crescente. Seja
x:Q—> R, uma varidvel aleatéria, definimos a utiidade esperada de x por

U(x) = 2 p;u(x,)=Eu(x) onde x, =x(i), VieQ.

i=]

A concavidade da fungio utilidade est4 relacionada com o conceito de aversao ao risco.
Observe que pela concavidade de u, U(x) < u(E x). Assim se x representa uma loteria que paga
x (i) para o individuo no estado i entdo a utilidade de jogar a loteria (utilidade esperada) ¢ menor
que a utilidade do valor médio proporcionado pela loteria, ou seja, o individuo prefere receber o
valor médio proporcionado pela loteria do que arriscar a jogar a loteria.

Podemos ainda definir um conceito de medida de aversdo ao risco. Seja x = X+€ uma
varidvel aleatéria com média X e varidncia 6?. Definimos o prémio de risco no nivel de riqueza
X, p(i,e) como 0 montante miximo que o agente estd disposto a pagar para ter o retorno certo

ao invés do retorno esperado da loteria, i.e.,

Eu(x) = f+§)= "(f- P(iﬁ))

Suponha que a varidvel aleatéria € ¢ suficientemente pequena. Para qualquer valor £ de
¢, pela férmula de Taylor de segunda ordem temos



u(x+¢) =u(xX)+eu(x) +% (%) +1(e)

onde li r( ) =0.

€=0 g
X
Assim Eu(iﬂ—:)z u(i)+? u’(xX) (pois Ee=0), onde = significa "aproximadamente
igual”. Por outro lado

l{ [(x € )z u(x) - ;(x s)u (%)
u’(x)

;{x e) € pequeno uma vez que € € pequeno, portanto ;{x e) cs2 R

O coeficiente de aversdo absoluta ao risco no nivel de riqueza X € por definigio
r,(X) =—u"(X)/u’(X), e portanto é duas vezes o prémio de risco por unidade de varidncia para
risco pequeno.

Se, ao invés de risco aditivo, considerarmos o risco proporcional x =X(1+¢), podemos

definir o prémio de risco relativo p(x,€) por

e o {1-dxe))

Pela defini¢do de p temos:

Eu(i(lﬂ_:)): Eu(i+i§)= \.{i— {i,ig))
XA x.e|=p X, Xe =—‘202 '(f),ou
{xe)-dmre - 370 15

Definindo o coeficiente de aversdo relativa ao risco no nivel de riqueza X por
u"(x)
u'(x)

de variancia por risco proporcional.

(X)=-X temos que este coeficiente € duas vezes o prémio de risco relativo por unidade
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Regra da Cadeia

Sejam f e g duas fungdes diferencidveis, com f:D —)SR"(f =(fl,f2,...,fp)), gU—->R, com

U O f (D), sendo D e U dois conjuntos abertos respectivamente do R°* e RP. Entdo a funcio
composta gof: D— R¢€ diferencidvel tendo-se, paratodoa € Deb=1f(a)

ggof % 228,30 ) i
ax, (a)—g -(b)axi (a),i=12,...n.

)

No caso particularem que D c X , temos, parat € D,

dgof(t) ﬁ 3y, (£(0) £; (0).

Uma aplicagido importante deste resultado se dard ainda nesta se¢do quando for feita a
demontragio de que o gradiente de uma fungio calculado em um ponto a de seu dominfo é
ortogonal 2 superficie de nivel da fung¢do neste ponto.

Vejamos agora uma aplicacdo no célculo. Seja

d
() =(£,(1),£,(0) =(¢%,2¢%) e g(x,.x,) =%, X, Uma forma direta de se calcular a(gof)

consiste em se fazer gof (t) = 2t° e derivar, obtendo-se (gof)' (t) = 10t*. A outra, que utiliza a
regra da cadeia, se d4 lembrando-se que, pela segunda férmula acima,

d(gof)_ og df,+ag df,
dt ~9x, dt odx, dt

98 C oy 98 -
onde ax. (f())=x,=2¢, ax, (f(t)) =x,

d gof
§° (f(Y)) =26 -2t+2-6t> =10t*.

o8, 46

- 2
*dt dt—6t'

Dai,

Gradiente e Diferencial

Dada uma fungio diferencidvel f: D— R, com D um conjunto aberto do R", denomina-se
gradiente de f calculado no ponto a € D (grad f(a)) o vetor das derivadas parciais calculadas no
ponto a:

N———

grad f(a) = (
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A transformac3o linear que associa cada vetor v do R" o nimero real (grad f(a), v) d4-se
o nome de diferencial de f no ponto a (dif f (a) ou D f(a)).

mﬁww=@mﬂaw=%h)

Usualmente, escreve-se também

aif fa)= 3, 25 (a)-ax,

para designar o funcional linear dif f (a) expresso em fungio dos n funcionais lineares
dx,,dx,,...dx_, onde dx,:R" — R € tal que

dx,(o,....0,...0 ) =@, i=1,....n

O vetor grad f (a), quando diferente de zero, apresenta algumas propriedades importantes
relacionadas ao comportamento da fungio f no ponto a, dadas por:

1) O gradiente de f num ponto sempre aponta uma diregio (no dominio da fungio) em que a
fungido f € crescente. Além disso, esta direcéo € a dire¢do de crescimento mdximo da fungio f.

2) O gradiente de f no ponto a € perpendicular A superficie de nivel da fungio que passa pelo
ponto a.

Vejamos como demonstrar cada uma dessas propriedades. Se tomamos a derivada
direcional de f no ponto a na dire¢do do vetor grad f (a ) € R* —{0} teremos:

of

m(a) = (grad f(a), grad f (a)) = Jgrad f(a)| >0

0 que prova que a fungio f sempre cresce na diregio v = grad f (a).

Para mostrarmos que esta dire¢do € a diregdo de crescimento méiximo de f no ponto a,

tomemos v tal que ||v||=|lgrad f(a)". Isso € necess4rio para fins de comparagdo, devido ao fato
of

a(tv)

norma do vetor v. Assim, para caracterizarmos crescimento miximo de f, devemos tomar a
precaugdo de compararmos derivadas direcionais determinadas por vetores de mesma norma.

Fazendo |v|= Ilgrad f(a)| e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos que a
diregao do gradiente representa a dire¢io de crescimento méximo da fungio:

—(a) (grad f(a),v)) < grad f(a)] Ivi=grad f(a)| 5_ad_f(7( 2)

daf of
que (a)= ta—v(a), ou seja, devido ao fato de a derivada direcional a—v(a) ser afetada pela
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Para provarmos a propriedade (2), precisamos inicialmente esclarecer o0 que é uma
superficie de nivel f que passa pelo ponto a e o que significa ser perpencicular a esta superficie.

Uma superficie de nivel da fungio f € o conjunto de pontos x no dominio da fungio tal
que a imagem destes pontos pela fungio f apresenta um valor constante’ . Por exemplo, na

fungio f:R* - R, f(xl,xz) =X, +X,, as superficies de nivel s3o retas de coeficiente angular —1.
De fato, fazendo-se x, +x, =c, temos x, =c—Xx,. Em particular, para ¢ = 0, temos a superficie
de nivel f"(0)={(xl,x2) € R*;x,+x, =0}. Se representarmos o gradiente de f (que no caso,

assume o valor (1,1) em qualquer ponto do dominio) e a superficie de nivel de f no R? veremos
que ambos sdo realmente perpendiculares.

X1+xz-c

1 \3\ %,
XI+X2 =0
(figura 3.3)

Quando a curva de nivel da fungdo f ndo for linear como no caso acima apresentado,
precisamos definir mais precisamente o que significa dizer que o gradiente de f é perpendicular a

tal superficie de nivel. Para isto, seja a fungio diferencisvel no ponto zero g:(-¢,e) - D definida
de tal forma que

fog(t)=c, Vte(-e.e) e g(0)=a. (3.6)

Esta funcio em g é tal que para cada valor de t a imagem g(t) mantém-se sobre a
superficie de nivel ¢ de f. Derivando-se (3.6) com relagdo a t no ponto t = 0 obtém-se,
utilizando-se a regra da cadeia:

(grad £(a), g(0))=0 3.7)

4 A rigor, este conjunto serd uma superficie quando o gradiente de f calculado cada um de seus pontos for

diferente de zero.
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onde g'(0), a derivada da fungdo g no ponto t = 0, € chamada vetor velocidade de g no ponto a.
E neste sentido que o vetor gradiente de f calculado no ponto a se diz, no caso geral,
perpendicular 2 superficie de nfvel de f em a. Ele € perpendicular ao vetor velocidade de qualquer
funcdo diferencidvel (no ponto zero) g definida num subconjunto (—€,€) dos reais € com valores
em R" ,que satisfaga A condig¢do g(0) = a e fog (t) = ¢ para todo te (—€,£).

Para exemplificar, tomemos agora a fungdo f:D — R,D < R?, definida por:
f(xl -xz) =XX,

A superficie de nfvel £~'(1) é dada pelo conjunto {(xl,xz) e R2;x,;x,= l}.O gradiente
de f no ponto (1,1) € igual a (x,,x,) = (1,1), como se mostra no gréfico a seguir:

Xz ~

gradf(1, 1)

pnand
Xl

(figura 3.4)

Seja agora a fungio g R > R>* daporg (t)=(1+t /(1 +1). E claro que g(0) =
(1,1), e que fog (t ) = 1. O vetor velocidade de g calculado no ponto t = 0 € dado por
g'(0) =(1,-1), que é obviamente perpendicular ao vetor grad f (1,1) (o produto interno dos dois &
igual a ((l,l),(l,—l)) =0). E neste sentido que se diz que grad f (a) & perpendicular 2 superficie de
nivel de f no ponto a.
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Exercicios resolvidos - Secao 3.

1) Sejam U cR" aberto tal que se xeU e t>0=>txeU e ke R. Uma fungio FU—- R
diz-se positivamente homogénea de grau k quando H(tx) =t*F(x) Vxe U e t>0. Prove que,

se F € diferencidvel, entdo F € positivamente homogénea de grau k se, e somente se vale a relagio
de Euler: < grad F(x), x > = kF(x).

Demonstracdo: Suponha que F seja positivamente homogénea de grau k. Seja xe U (fixo) e
defina g:R,, — U tal que g(t) = tx. Temos que Fog (t) =t* A(x) Vt>0. Derivando-se esta
expressdao em relagdo a t e usando a regra da cadeia temos

dif Fg(t))- g(t) =kt*"' Ax)
= (grad Ax),x) = kt** Kx)

Fazendo t = 1, tem-se finalmente que
(grad F(x),x) = kF(x)

Reciprocamente, se F € tal que a relagido de Euler € verdadeira para todox € U, vamos
mostrar que F é homogénea de grau k. De fato, defina g:X,, — K tal que g(t) = Ax)/t*,xe U
(fixo ). Vamos calcular a derivada desta fungao:

(1) = t* dif F(tx) 't;(k—kt ~! Ftx) = g’(t)=tt—2_:[dif Atx) - tx—k F(tx)]

Aplicando-se a relagdo de Euler para o ponto txe U e substituindo-se na dltima expressao, segue
que:

g(v) =-tt:—-:[kt" F(x)-kt* A(x)|=0, VieR,,.

Como R, € conexo temos que g € uma fungio constante, mas g(l) = F(x), portanto g (t)
=F(x), VteR,,. Donde F(tx) = t* F(x), Vte X,, e como x € arbitrdrio segue-se o resultado.

2) Utilize o resultado do exercicio anterior e a homogeneidade de grau zero em (p, R) da

demanda Marshalliana para demonstrar que 2 n;+€, =0, onde n, =ﬂ&- € €y =ﬂ5
i a‘h P; dR q;

q;, = demanda pelo bem i, p € o vetor de precos de venda do consumidor € R a renda do
individuo.
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Solugdo: Como, para cada i, q; = q; (p, R) é homogénea de grau zero em (p, R), tem-se
diretamente pela férmula de Euler que <grad q, (p, R), (p, R)> = 0 o que implica que

d 0
Z q| p, ql .R=0.

T 0P, JR
Dividindo-se esta dltima expressio por q;» tem-se:
Z ﬂ&+aq‘ -5-0 ou seja 2 n; +&5 =0.

dp; q; JR q;

3) Estude a diferenciabilidade das seguintes fungdes:

(62 +3) en . sfxy) =(09)
0 .se(x,y) =(0,0)

,

a) f:R? >R tal que f(x,y)=]

x’y
BER® - R tal que f(x,y)={x +y> se(x,y) =(0.0)

0 , se(x,y)=(0,0)
4 X4

Of:R? >R talque f(x,y)={x>+y>’ se (xy) =(
0 ,se(x,y)=(0,0

Solug@o: Alguns teoremas a respeito de fungGes diferencidveis sdo fundamentais para resolugao
de exercicios como este. Vejamos alguns deles:

i) Se f:U cR" = R, U aberto, é diferenciavel em a U entdo f € continua em a.

ii) Seja f:U c R* = R aberto. Entio, se f € de classe C', isto &, as derivadas parciais

of :UcR" > R existem e sdo fungdes continuas para j = 1,...,n, a fungio f é diferencidvel em

ox,
U.

iii) Sejam f, g:U R* — R fungdes diferencidveis em a, € & € R. Entdo
a) f + g é diferencidvel em a

b) f - g é diferencidvel em a

c) }/ , € diferencidvel em a, desde que f(a) # O.
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iv) Seja fUCR >R, U aberto, diferencidvel em a. Entao,
of

Vve R*-{0}, E(a) =A-v, onde A:R* - R & uma transformagio linear, isto &, as derivadas

direcionais dependem linearmente das diregdes, ou ainda, |

of . af,  af . af . af ,,
8(v+w)(a)_av\a)+aw‘a) e atv(a)—tav(a), Vv,we R*-{0} e Vte R—{0}.

(Para maiores detalhes veja as referéncias bibliogrdficas Lima (1976) e Rudin (1976)).
Vamos resolver o exercicio:

Em primeiro lugar observe que as trés fungdes neste exercicio sdo diferencidveis para
todo (x,y)e R? -{(0,0)}. Com efeito, para estes pontos as fungGes sdo simplesmente somas,
produtos e quocientes das fungGes 1:,,1:,:9(2 — R tais que nx(x,y) =x € ny(x, y) =y. Aplica-
se entdo (iii) (visto que o denominador destas fung¢des nos pontos de R —{(0,0)} nao é nulo).
Basta entio verificar a diferenciabilidade destas fungdes em (0,0). Vamos estudar cada caso.

a) Vamos calcular as derivadas parciais de f em (0,0).

of £(0+1,0)-£(0,0)

2x 00) =lim 0
of
Analogamente, —(0,0) = 0.
dy
. df _J2xsen(x*+y?) " —2x(x2+y?) " cos(x2+y?) ", se(x,y) #(0,0)
Assim ax(x’Y)_{O , se(x,y) =(0,0)
e
E(x y)= {2 ysen(x?* +y?)” —2y(x* +y?)" cos(x2+y?)”, se(x,y)%(0,0)
ay'’ 0 , se(x,y) =(0,0)
Como lim xsen(x*+ v) '=0e lim x(x*+y?)” cos(x+y?)” ndo existe (verifique!)
(x.y)-(0.0) (x.y)-(0.0)
segue-se que g—f nio € continua em (0,0). Portanto f nio ¢ de classe C'. Por outro lado,
X
podemos escrever f (x, y) = £(0,0) +a—f(0,0)x+ a—f(O,O)y+ r(x,y) = r(x,y) com

ox oy

3 Ry senlt +y?) =0

(x.y)-(0.0) IKX'Y)" - (x.y)-rf(]o.o)



pois Isen(x2 + yz)l <1. Isto prova que f & diferencidvel em (0,0).

b) O leitor pode verificar que f é continua em 0, pois

3

x y x (y/yl)
LY = . = . , x#0 0
f(x y) \/x‘ +)’2 \/J\:4+y2 : Jl+ yz/x4 \/x4/y2+1 * £

d
e, logo, ( l)in(l0 ) f(x,y) =0. O leitor poderd observar também que a—g(O) depende lincarmente
X,y )0,

de y. Mas f nio € diferencivel. De fato, considere A:(—¢,€) — R’ tal que

Mt)={(t,t2sen 1), se t=0
(0,0) , se t#0

E facil ver que € diferencifvel em O (para fungdes definidas na reta, diferenciabilidade &
equivalente A derivabilidade). Pela regra da cadeia se f fosse diferencidvel em (0,0), deveriamos
ter f oA diferencidvel em 0. Mas

CRO-NO _,, senlff) _ . seal}y)

Beliesa (] Fresr()]

e este dltimo limite ndo existe, pois se tomarmos as seqiiéncias de pontos (x,) e (y,)
respectivamente como:

( }{m) e (2/n(1+4n)

temos que
sen sen
hm x,=limy, =0 }/ =0e )g“ =

(£o1) (0)= lim

VnelX
Bedeo b 2 ’ ?
1+sen? %n 1+sen® %n
mostrando que o limite acima ndo existe.
. . ) of of
¢) O leitor pode verificar da mesma forma que fizemos o item (a) que a—x(0,0) = a—y—(O 0)=0¢

novamente neste caso r (x,y) = f (x,y) e entdo

- rxy) g x’
("'Yl)l'l}(l°-°) ||(x, y)" B (x-yl)l—TO-O) X x2+ y2

=0
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2
pois };zi—yz{ <1, V( X, y) e R - {(0,0)}. Prova-se assim que f € diferencidvel em (0,0).

f
4) Mostre que se f:UCR" >R, € tal que U é aberto e %(a) existe para algum

ve R* —~{0},coma e Uentd (a) t—(a) t#0.

8( tv)

Solugdo: Vamos aplicar a defini¢io de derivada direcional

(a+h(tv))—f(a) _ limf(a+(ht)v)—f(a) _ tlimf(a +(he)v) - fla) _ 2f

( ) \a)

a(tV) h _h->o h . h—0 ht - av

5) Sejam f,g:U c R* — R fungdes concavas definidas no aberto convexo U. Suponhamos que

f(x) < g(x), VxeU e que f ¢ diferencidvel em x, com f(xo)=g(x0). Mostre que nestas
condi¢des g € diferencidvel em x, e dif g (x,) = dif f (x,).

Demonstragao: Provaremos primeiro para n = 1. Este resultado é bem intuitivo como mostra a
figura abaixo:

g
£
1
|
[
|
|
|
I
i
€ . —
U %o
(figura 3.5)

Em primeiro lugar,

f(xo + h) "f(xo) _f’(xo)h < g(xo + h) —g(Xo) - f’(xo)h

h B h ’

Vhe R,
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tal que x, + h € U, visto que f(x, + h) < g(xo + h) e f(x,) = g(x,). Vamos provar que

g(xo+h)—g(xo)—f’(xo)h g(xo+h)—g(xo)
h h

algum heR, talque x, +h € U.

Entio, pela definigio de f{x,), existe xe€ U x < x, tal que
£(x) - 1(x,)
X—X,
£(x) - (x,)
X—X,
que € uma contradi¢do com a hip6tese.

< 0. Suponhamos por absurdo que o= > f‘(xo) para

<o,ie, f(x)>f(x,)+ofx-x,). De fato, caso contrério

2a, Vxe U,x<x, Passando ao limite quando x — x, teriamos f’(xo) 20, 0

Portanto, g(x) 2 f(x)> g(x,) + & (x —x,) paraalgumx € U, x < x,, isto &,

g(x)> g(xo)+a(x._xo) = g(x)> g(xo)+ (g(xo+h)-g(xo))(

\X— o)
= hg(x) > hg(x,)+(x-x,) gx,+h)-(x-x,) g?xo) = hg(x) >(x-x,) g(x,+h)+(h+x,-x) g(x,

Como h + (x, - x) > 0, fazendo-se A= h/(h+x0 —x) tem-se0< A<le
Ag(x) > (A—Dg(x,+h)+g(x,) = Ag(x) +(1-V)g(x, +h) > g(x,) . Pela concavidade de g temos:
g(xo) = g().x+(l-l)(xo +h)) 2 Ag(x)+(1-2) g(x0 +h) > g(xo)

g(xo + h) 'g(xo)
h

o0 que € absurdo. Assim < f'(xo), Vhe R, com x, +h € U. Portanto

f(x, +h) - fx;) ~1{x,)h _ g(x,+h)—glx,) - f{x,)
h - h

*) <0, VheXR,,.
com x, + h eU. Passando-se ao limite quando h — 0* tem-se g;(x0)=f’(xo) .Tomando

—he R, , podemos provar (apenas invertendo todas as desigualdade acima) que g’ (xo) =f ’(xo) .
Portanto f “(x,) = g'(x,)-

O caso geral decorre deste. Com efeito, seja h e R* —{0} tal que x,+h e U e considere
a:(—€,]] > U tal que € > 0 com x,—¢he U e aft) =x,+th. Logo foa, goo:(-¢,]] >R sio
concavas tais que (foo)(0)=(goh)(0), (gea)(t)2(foa)(t), Vie(-gl] e fog ¢
diferencidvel em 0.

Por (*) temos que: ) ,
(foo) (D —(foo) (0)~(foa) (0)s(goc)(1)—(goa) (0)-(foc) (0)<0
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Pela regra da cadeia temos (f oa)’(()) =dif f ( & (0)) -a’(0) =dif f (x,) -h
Assim, f (x, +h) —f(x,) —dif f (x,h < g(x, +h) —g(x,) —dif f(x;) h <0

Dividindo os membros da desigualdade por |h] e fazendo |jh tender a 0, tem-se o resultado pela
defini¢io de diferenciabilidade.
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Exercicios propostos - se¢do 3

1) Analise a diferenciabilidade das funges abaixo:

Xy
) R >R talque f(x,y)=1x+y>’ se(x,y) =(0,0)

(,){ R se(x,y) = (0,0)

Fxs

BER? 5% tal que flx,y)={ 2 ay? $L0Y)#(00)
0 , se(x,y)=(0,0)

x’y
OEF >R talque f(xy)={x+y?’ se(x,y) #(00)
0 , se(x,y) =(0,0)

DHER? 5 R tal que f(x,y) = min{x, y}

2) Calcule a diferencial das seguintes fungdes:

a) f(x,y)=x> em R* b)f(x,y)=Vx+3fy em {(x,y)e R:x>0 e y=0}.
3) Seja £(x,y,z) = x* +4y? + 927 definida em R°.

a) D€ um exemplo de uma curva (t), definida em (—¢, ¢ ) e diferencidvel em 0, cuja imagem esteja
contida na superficie de nivel f (x,y, z) = 1.

b) Verifique que (grad £(v(1), v( t)) =0 e dé a interpretagio geométrica.
4) Calcule dz/dt, onde:

a)z=senxy,x=3t e y=t>.
b)z=x>+2y*,x=sent e y=cost.
Az=In(1+x’+y?),x=cost ¢ y=sent.

x3

i (x,y) #(0,0) e £(0,0)=0. Mostre que

5) Seja f(x,y)= .

of

1
x(o,o) #(grad £(0,0),u), onde u= 7_2—(1,1). Explique (veja exercicio 1, item (b)).
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4) FORMAS QUADRATICAS DEFINIDAS E SEMI-DEFINIDAS

Iniciamos esta segdo com o
Teorema de Schwarz 4.1: Seja f:D — R, D c R" aberto, uma fungio duas vezes diferencidvel
no ponto x € D. Para quaisquer 0<i<n,0< j<n tem-se:
9*f o*f

aax, O amam,

Detenhamo-nos agora na expressio apresentada no iltimo termo do segundo membro da

equagdo (3.5"), f(x+h) = f(x)+z§(x)h +_28xax

(x+ah)h;h;.

& 9
Dado h e R”" e x € D, fagamos S(h) =
agamos S(h) § Sxon
onde x* = x + ah representa o ponto onde sio calculadas as derivadas parciais de segunda ordem
2
-a—f ,(1,]J=1,2,...n). Expandindo este termo para n = 2, temos (omitindo-se na notagio o

(x*) byh,,

0x,0X,
ponto x*)
82f o’ f o*f o*f
S¢h +——hh,+——h,h, +— h,’
( ) axz axlaxz 1 2+axzaxl 2 l aX S 2 2

que, em virtude de teorema de Schwarz (cujas hip6teses implicitamente assumimos) pode ser
escrito sob a forma:

82f o’ f af _ ,
S(h)= 242———hh,+—.h
e e e
Observe-se que, matricialmente, pode-se ainda escrever
o*f 9’f
ox’ ox,0x h
so=lnn]| % ™% | [k
ox, dx, ox,>
ou ainda, dado o ponto x*, h=(h,,h,) e
[a% 2% |
_ |7
H(f9X*) - aIZf aZf
ox,0x, 0x,’ |

S (h)=hH (fx*)h, onde h' representa a forma transposta do vetor h.

A matriz H (f,x*) é denominada matriz hessiana da fungdo f no ponto x* . Uma vez
estipulada a fungdo f e o ponto x* € D, a fun¢do quadrdtica S(h) definida no R" (denominada
"forma hessiana da fungéo f) associa a cada diregdo h no R" o nimero real h' H(f, x*) h. Uma
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vez fixado o ponto x* € D, € muito importante saber se podemos garantir alguma coisa a
respeito do sinal de S (h), independentemente do vetor A em questio. Como vimos no Capitulo 2,

utilizam-se usualmente os seguintes termos para caracterizar a forma quadrética5 Sth)=hHh.

a) S (h) é dita positiva definida se S (k) > 0 para qualquer h € R*,h #0.

b) S (h) € dita positiva semi-definida se S (h) > 0 para qualquer h € R*.

¢) S (h) € dita negativa definida se S (h) < 0 para qualquer h € R°,h #0.

d) S (h) € dita negativa semi-definida se S (h) < 0 para qualquer h € R".

e) S (h) € dita indefinida se existem h;, € R”" e h, € R" tais que S(h,)>0 e S(h,) <0.

Vejamos alguns exemplos:

a) Seja f (x) =x. Temos f'(x) =1 e f”(x) =0. A matriz hessiana no caso reduz-se a matriz
1x1=[0]. E claro que, neste caso, para qualquer h e R, S(h) =h.H.h =h?.0=0. Conclui-se que
a forma hessiana da fungdo f (x) = x €, a0 mesmo tempo, positiva semi-definida e negativa semi-
definida.

9°f ’f 9

0= [ =1
ox,’ ox,’  Ox0x,

b) Seja f(x,,x,) =x, . x,. Temos

0 1 01 h
No caso, H=[l 0], S(h)=[h, h,] [1 0] [h;] =2h, h,

Conclui-se que S(h) ¢ indefinida, pois, por exemplo, para h = (1,1), S(th) = 2, enquanto
que para h = (-1,1), § (h) = 2. Diz-se entdo que a forma hessiana da fungdo f(x,,x,)=xx, é
indefinida.

c) Tomemos agora f(x,x,,%,)=x,+x,”+x,” definida no R*. A hessiana desta fungio sers a
matriz 3X3:

5 No Capitulo 2, tratamos de formas quadréticas no caso geral em que a matriz A do termo x'Ax era uma matriz
simétrica real qualquer. No contexto deste Capitulo, estaremos interessados no caso particular em que a matriz A é
a forma hessiana H de uma funcao f de classe C2, ou seja, matriz da derivadas cruzadas de segunda ordem desta
fungio calculadas num ponto bem definido x*. Devido ao Teorema de Schwarz, H satisfaz ao requisito de

simetria da matriz.
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[ 9% 9 9 |
ox,’  ox,0x,  Ox0x,
9 3 3%f
ox,0x, Ox,  Ox,0x,
3% 3t 0°f

| Ox,0x, dxy0x,  Ox,’

H(f,x) =

Sendo todas as derivadas parciais de segunda ordem calculadas no ponto x. No caso,
temos, para qualquer h € R°,

S)=[h, h, hy] [é g g {E]

S(h)=2h? +2h,* +2h,’

Segue que S(h) é uma forma hessiana positiva definida, pois para qualquer
he xR’ - {0},S(h)>0.

J4 vimos no Capitulo 2 como classificar uma forma quadratica qualquer do tipo h"Hh a
partir dos autovalores da matriz H. Uma técnica alternativa neste sentido baseia-se na observagio
dos menores principais da matriz H. Vejamos como proceder neste caminho alternativo.

Iniciamos a discussdo definindo, para a matriz real simétrica de ordem n

rau a;; ... Ay 1
H= Ay ap .. ?2nJ
a, a, .. a,

a) O menor principal sucessivo de ordem 1, H, = determinante da matriz [all]

. . . . la a
b) O menor principal sucessivo da ordem 2, H, = determinante da matriz [a“ o ]
21 22

¢) O menor principal sucessivo de ordem 3, H, = determinante da matriz
I—a“ a;; 3, 1

'.aZI Ay asz
;3 a3 Ay

e, seqiilencialmente
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d) O menor principal sucessivo da ordem k <n, H, =determinantemente da matriz

a a .. a

11 12 1k
a a .. a

21 22 2k
a a .. 4a
Lkl k2 b

Observa-se na regra de construgdo acima apresentada que o menor principal sucessivo de
ordem k ¢ definido com o determinante da matriz que se obtém tomando as k primeiras e
eliminando-se as n—k linhas e colunas restantes da matriz original.

Teorema 4.2: Dada uma matriz simétrica H de ordem n, a forma quadritica S(h) =h’ Hh (sendo
h um vetor qualquer de R") ser4:

a) Positiva definida se, e somente se H, >0,H, >0,H,>0,....H,>0
b) Negativa definida se, e somente se H, <0,H, >0,H, <0,...,(-1)"H, >0

Demonstracdo: Veja Hadley (1967) ou Debreu (1952).

Com relagio aos trés exemplos anteriormente apresentados, a forma hessiana de f(x)= x*
nfo é nem negativa definida nem positiva definida, pois H, = det[0] (determinante da matriz cujo
dnico elemento € o zero) = 0. O mesmo ocorre com f(x,,X,) = X,x,, pois H, =detf0] = 0. A
fungdo f(x,,x,,x,)=x,”+x,”+x,” apresentada no exemplo c apresenta uma forma hessiana
positiva definida.

Na caracterizagdo de formas quadréiticas como positivas semi-definidas ou negativas
semi-definidas, trabalharemos apenas com matrizes simétricas de ordem n < 3. O caso geral
pode ser obtido em Debreu (1952), necessitando, para sua andlise, da definicdo do menor
principal nio sucessivo, que ndo apresentaremos aqui.

Dada uma matriz quadrada 1X1, [q,,] a condigdo necessdria e suficiente para que ela
seja negativa semi-definida (positiva semi-definida) € que a;; <0 (a,;; 20). Se a matriz ¢ de
ordem 2X2, A= [:ll :12 ], a condi¢do necessdria e suficiente para que ela seja negativa semi-

21 22
definida € que a,;, <0, a,, <0 e det A=0. Alicrnativamente, ela serd positiva semi-definida
se, e somente se a;; 20, a,20edet A20.

Por iltimo a condi¢@o necesséria e suficiente para que uma matriz 3X3

I—a“ a) axs-l

A=lazx ax azaJ
a; 33 A
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scja negativa semi-definida € que a;, <0, a,, <0, a,, <0,

a5 ap
a; ap

a5, a3
a3; a3

20

=\,

20 edetA<O.

32 a3

a a
20, lazz 23

Da mesma forma, A(3x3) serd positiva semi-definida se, € somente se todos estes sete
menores principais forem n3o negativos (= 0).



Exercicios resolvidos se¢do 4

1) Determine se cada uma das formas quadriticas abaixo € positiva, negativa (definida ou semi-
definida) ou indefinida:

a) S(h,,h,) =h>—3h, h, +h?
b) S(h,,h,,h,)=2h, h, +h,h, —3h,h, —3hh,

Solugio:

a) S(h,,h,) = (h, —%hz ) —:51- h2, e portanto é uma forma indefinida, pois se

hl=%_hzehz¢O,S(h,,hz)=—%h§<0 (por exemplo, h,=3eh,=2,S(h,h,)=-5) e se
h#0eh, =0 tem-se S(h,h,)=h2>0.

b) Como §(1,1,0)=2>0¢ 5(1,0,1) = -3<0, tem-se que S € indefinida.

2) Dada a forma quadritica S(h)=h’Hh, H matriz real simétrica, sempre existe uma matriz G
tal que G'H G = D, sendo D uma matriz diagonal ¢ G".G =1. Demonstre a seguinte afirmativa:

"A defini¢io de sinal da forma quadritica associada a matriz D € a mesma da forma quadrética
associada A matriz H".

Solugdo: Observe que G’.G =1 implica G’ =G™'. Fagamos y=G’h. Logo h=Gy e portanto
S(th)=h'Hh=(Gy)’H(Gy)=y(G'HG)y=y'Dy=S*(y) onde S*(y)=y’Dy. Portanto
S(h)=S*(G’h) e como G":R* -5 R" é uma bijecdo (lembre que G’.G =I) temos que S e S*
530 formas quadriticas com 0 mesmo sinal.
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Exercicio Propostos - Segdo 4

1) Verifique se cada uma das forma quadriticas abaixo é: a) positiva definida; b) negativa
definida; c) positiva semi-definida; d) negativa semi-definida; e) indefinida. Justifique sua
resposta.

a) S(h) =5h? +2h,h, + h?
b) S(h) =—2h?+2hh, —h?
c) S(h) = 2h?+3h,? +3h,”> = 2h,h, —2h,h, —4h,h,

2) Dada uma matriz H diagonal (a; =0 parai # j), em que casos pode-se afirmar que a forma
quadritica S(h) = h’ H h é: a) positiva definida; b) positiva semi-definida; c) indefinida?

3) Utilize os exercicio proposto anterior e o exercicio resolvido 2 para determinar se
1 2 2]
a)l2 5 4| € positiva definida
2 4 10

b{;l _i_ ¢ negativa semi-definida



5) CARACTERIZACAO DE CONCAVIDADE NO CASO DE FUNCOES
DIFERENCIAVEIS

Iniciaremos esta segdo tratando das fungdes reais de varidvel real. A extensdo ao caso de
fungdes definidas no R"° € imediata, e ser4 feita a seguir.

Teorema 5.1. Seja f:D -5 R, D um subconjunto convexo aberto da reta, f uma fungdo

diferencidvel.  Entdo f ¢€é cOncava se, e somente se para quaisquer
a,be D, f(a) + f(a)-(b—a) = f(b)

O grifico abaixo apresenta um fungio concava definida no conjunto dos reais:

f (x) "N

f@+f (@) ®-a)
£ ()

f(a)

A 4

(figura 5.1)

Observa-se claramente, na ordenada, a relagio de ordem f (b) < f(a) + (b—a) f’ (a).
Geometricamente, 0 que se observa é o seguinte: se, em qualquer ponto do dominio da fungdo
cOncava f, tracar-se a tangente ao seu grifico, este Wltimo fica todo ele abaixo da tangente. Isso
fica claro observando-se que, na relagio f (b) < f (a) + (b—a) f ' (a): a) a e b sdo pontos
quaisquer do dominio de f; b) o termo L (b) =f (a) + (b—a) f' (a) representa o valor, no ponto
b, do hiperplano (aqui uma reta) tangente ao gréfico de f no ponto (a, f (a)) e, evidentemente; c) f
(b) representa o valor da fungao neste ponto.

Demonstragdo do Teorema 35.1:

1a. Parte: fcOoncava V a,be D, f(a)+f'(a). (b-a) = f(b). Sefé cdncava, dadosaebe D,
a# be 0¢e(0,1),temos:

f(6-a+(1-0)b) 26f(a)+(1- 6)f(b)
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f(a+(1-6)(-a)) 26 f(a)+(1-6)f(b)
f(a+(1-0)(b-a))-f(a) > (1- 6) (f(b)-f(a))
Dividindo-se por (1- 6 ),

f(a+(1-0)(b-a))—f(a)
1-6

2f(b)—f(a)

Ou ainda, multiplicando-se e dividindo-se o primeiro termo por b - a,

f(a+(1-6) (b—a))—f(a)
(1-6) (b-a)

(b—a)2f(b)—f(a)

Fazendo h=(1-0) (b—a),

f(a+h)—f(a)

b (b—-a)=21f(b) — f(a)

Tomando o limte quando h =5 0 (0 que se obtém fazendo-se
0-1),f'(a)(b—a)+f(a)=f(b).

b) 2a parte: f(a)+ f'(a)(b—a)= f(b), Va,be D= f € cOncava. Como para
V0 e [0,1],c =08a+ (1-6) (b) pertence ao domfnio da fungdo, podemos escrever:

f'(c).(a-c)+f(c)=>f(a)
f'(c).(b=c)+f(c)=f(b)

Multiplicando-se a primeira desigualdade por @ e a segunda por 1- 8 , obtém-se, por
soma membro a membro f(c) =f(0a+(1-8)b) 26f(a) +(1-0)f(b)
visto que: a—c)+(1-0) (b—-c)=—c+B+(1-0)b=—c+c=0.

Teorema 5.2. Uma fungdo f: I — R, duas vezes diferencidvel no intervalo aberto I € concava
se, e somente se f " (x)< 0 paratodox € I.

Demonstracio:

laparte: £" (x) < 0 paratodo x € I=f¢ concava.

Sejam a ¢ b dois pontos quaiquer do intervalo 1. Utilizando-se a f6rmula de Taylor para
h=b-a temos, para ae(0,1), f(b)=f(a)+f'(a). (b—a)+(1/2)f"(a+a(b-a))(b—a)’.
Como f"(a+01.(b—a))h2 <0, segue que f(b)<f(a)+f’(a)(b—a), e do teorema (5.1) que f é
concava.

2a parte: f € concava= f " (x) < 0 para todo x € 1. (Primeira demonstragio, admitindo f "
continua). Suponhamos por absurdo que f "(x9) > 0 para x, € 1. Pela continuidade de f " existe
§>0talque [x—xf<d= f" (x) >0. Tomemos x nesta vizinhanga (B(xo,3)) de raio & de xo.
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Temos entio, utilizando novamente a férmula de Taylor, para ae (0,1), f(x) = f(x) = f(xo) + f'(x0)
.(X-X0) + 12 f" (X0 + QX - Xo))(X - X0)>. Como lx°+a (x—xo)-—xol=a lx—xo|<8, ou seja,
como x,+a(x—x,) pertencc a bola de centro em x, com raio, segue que
£7(xo +0 (x—X,)) (x=%,)2 >0 € f(x)> f(x,)+ f' (x,).h.

Pelo teorema 5.1, este fato € uma contradicdo com a concavidade de f. Segue que
f”(x) < Oparatodoxe I

2a parte: f € concava f” (a) < 0, Va e I (Segunda Demonstragdo Caso Geral).
Sejam a e b dois pontos quaisquer de I. Pelo teorema 5.1 se f é cdncava, podemos
escrever:

f(a)<f'(b).(a-b)+£f(b)
f(b)<f'(a).(b—a)+f(a)

Somando-se estas duas desigualdades, obtém-se:(f'(a)—f'(b)) (b—a)=0.

Dividindo-se por (b-a)’> O,fit);:f(ﬂ 20- _fj%:ﬁ_(_a_) <£0. Tomando-se o limite
-a -a

quando b tende a a, obtém-se pela defini¢io de derivada

f"(a) <0, para qualquer ae L

Os teoremas que acabamos de demonstrar sio muito Wteis na caracterizagio de
concavidade de fungdes reais de varidvel real. Passemos agora 3s suas versdes no R":

Teorema 5.1': Seja f:D 5 R,D um subconjunto aberto convexo do R°,f uma fungio
diferencidvel. Entdo f € cOncava se, e somente se para quaisquer x€ D e ye D tivermos

L odf
f(y)Sf(x)+ Y, Pl ORCAS DY

i=1l i

& of
1° Parte: f € concava — V x,ye D, f(y) < f(x)+ZaT (x) (y;,—x,).
i=1 i
Tal como procedemos na demonstragdo do teorema 5.1, escrevemos, dada a concavidade
def, e para O e (0,1),

f(Ox+(1-0)y) 2 6f(x)+(1-0) f(y)
f(x+(1-6) (y—x)—£(x) 2 (1-6) (f(y)-f(x))

f(x+(1-6) (y-x) - f(x)

Dividindo-se por (1-6) >0, -6

> f(y)—f(x).
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Tomando-se acima o limite quando © — 1 obtém-se do lado esquerdo a derivada direcional da
(x):

fungdo f no ponto x (na diregdo y - Xx), que denotamos por 3 )
y-Xx

a(y_x)(x).Zf(y)—f(x).Como f € diferencidvel, ——— 8 - x) ; —(x) (y; —x,)

obtendo-se assim a expressdo desejada f(y) <f(x)+ Z — (x) (y; —x;)

i=1 |

2° Parte: Se para todox,ye D, f(y)<f(x) +2 % (x) (y; —x,) entdo f € cOncava.
i=1 i

Da mesma forma que na demonstragio do teorema 5.1 agora lidando com vetores do R”

no lugar do némeros reais, seja, para o € [0,1],z=ox+(1- o)y um elemento do dominio de f.

Entio, pela hip6tese do teorema

Y, i(z).(xi-zi)+f(z)2f(x)
1=l ax

n

Y L@ -2 +H@21)

i=1 i
Multiplicando-se a primeira desigualdade por o e a segunda por 1- o obtém-se, por soma
membro a membro,

f(z)=f(ox+(1-)y) 2o f(x)+(1-o)f(y)

visto que, paracadai=1,2,..,n, a(x;-z,)+(1-0) (y;-z,)=-z,+z =0.

Teorema 5.2": Seja £:D — R, D cR" aberto convexo e f uma fun¢io duas vezes diferencidvel em
D com derivadas de segunda ordem continuas. Entdo f € cOncava se, € somente se a sua forma
hessiana € negativa semi-definida em todos os pontos de seu dominio.

Demonstracao:

1¢ Parte: S(h)=h’H(f,x).h<0, VxeD=f écdncava.

Tal como procedemos na primeira parte do Teorema 5.2, seja h tal que x + h € D. Pela
férmula de Taylor existe o € (0,1) tal que

f(x+h)= f(x)+2 ;—(x) - +;h’H(f x+ch).h.
i=1

Como h'H(f,x+0ah).h<0, f(x+h) < f(x)+2 'gxf—(x).hi.
i=1 i
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Segue do teorema 5.1' (fazendo-se h = y - x) que f € cOncava.
2°Parte: Se f € concava, entdo h' H(f,x).h<0, Vxe D.

Suponhamos que h'.H(f,x,).h>0 para x,eD. Entio, dada a continuidade das
derivadas de segunda ordem de f, existe uma vizinhanga de raio é de x, tal que se x pertence a
esta vizinhanga (Jx — x,| < 8) entdo h' H(f,x) h> 0. Dado h tal que x,+he D, seja 0<e<1 tal
que |eh|<8. Entio x,+eh pertence a esta vizinhanga e ao dominio da fungdo, pois
f(x, +eh)—x,)|=Jehj<5e 0<e<1.

A expansio de Taylor nos garante que existe o € (0,1) tal que

f(x,+¢eh)= f(xo)+zn: % (x°)+-;- (eh)’ H(f,x, + o €h).(¢eh),
i=1 i
ou seja,
of

n 2
f(xo+eh) = £(X,)+Y = (x,).¢h; +% h’ H(f, x, +0 eh).h

i=l ax

2

Mas |(x, +a eh)—x,|=|of Je h|<8 (pois |or|<1). Segue que %— b’ H (f,x, +oeh)h >0, o que

nos possibilita escrever f(x,+&h)>f(x,)+ Y, gx_f
i=1 i

contradigdo com o fato de f ser concava. Segue que h’ H(f,x,)h <0 para qualquer x, € D.

(xy)eh;. Pelo teorema 5.1', isto € uma

Passemos agora a concavidade (convexidade) estrita. Trataremos apenas do caso de
fungdes reais definidas em subconjuntos convexos do espago euclidiano R*. A particularizagio
para fungGes de varidvel real é imediata. Diz-se que f:D — R, D cR" convexo, é uma fungio
estritamente cOncava se para qualquer xeye DcomxzyeO<a<l, tem-se
flax+(1-0) y)>oaf(x)+ (1-a)f(y).

Observe-se que agora estd definido no intervalo aberto (0,1) (e ndo fechado, como antes)
e que a desigualdade € estrita (> ao invés de ). Exige-se também, na defini¢do, que x # y.

Como no caso anterior, f é dita estritamente convexa quando - f ¢ estritamente cOncava,
ou seja, quando vale
flax+(1-0a)y) <af(x)+(1-o)f(y)

Os teoremas principais relativos a concavidade estrita s30 enunciados a seguir:

Teorema 5.3: Seja f:D — R, D um subconjunto convexo do R*,f uma fungio diferencidvel
Se, para quaisquer x € De y € D,x # y, tivermos

& of
f)<f@+2 =) (7;-x)

i=1 i

entio f € estritamente cOncava.
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Teorema 5.4: Seja £:D —» R, D cR" aberto convexo e f uma fungdo duas vezes diferencidvel

em D. Entdo, se a matriz hessiana de f é negativa definida em todos os pontos de seu dominio, f
¢ estritamente cOncava.

As demonstragdes dos teoremas acima obtém-se trocando-se as desigualdades por
desigualdades estritas, respectivamente, na segunda parte do teorema 5.1' e na primeira parte do
teorema 5.2'. Vale notar que ndo vale a volta com desigualdades estrita em nenhum dois casos.
Ou seja, nio € verdade que uma fungdo estritamente cdncava apresente hessiana negativa definida
em todos os pontos de seu dominio. O contra-exemplo clissico fica por conta de
f: R — R,f(x) =—x*, que é estritamente concava (veja exercicio proposto nimero 3) mas cuja
hessiana (no caso, uma matriz 1x1) se anula no ponto x = 0. Da mesma forma, se f €
estritamente concava, pode-se dizer que dados dois pontos quaisquer x ¢ y de seu dominio, com x
#y, tenha-se

& of
f(y)<fx)+Y —
i=1

. (x) (y; —x;)

Observe-se por outro lado que toda fungio estritamente concava ¢ também concava, 0
que nos possibilita afirmar que uma fungio ndo € estritamente cdncava quando, por exemplo,
existe um ponto de seu dominio onde sua matriz hessiana € positiva definida ou indefinida.
Alternativamente, pode-se afirmar que uma fungdo nio ¢ estritamente concava quando existem
dois pontos x e y de seu dominio, com x # y, tais que:

f(y)z f(x)"'i gxff (x)-(yi—x;)

i=1
Isto decorre diretamente dos teoremas S5.1' e 5.2, visto que qualquer uma dessas

verificagdes caracteriza auséncia de concavidade e, conseqiientemente, auséncia de concavidade
estrita.
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Exercicios resolvidos - Se¢do 5:

1) Verifique se as seguintes fungdes sdo: a) cOncavas; b) convexas; c¢) estritamente cdncavas; d)
estritamente convexas.

a) f:R? > Ral que f(x,y)=e* "

x? 3y’
b)f:R? - R tal que f(x,y) = TH ot 3xy
of:R,, »Rtal que f(x)=e*
d) f:R* > Rtal que f(x,y,z)=x>+3y-2z
Solugdo:

a) Vamos calcular a hessiana de f para cada (x,y)e R*:

2
%(x,y)=2x er gxfz x,y) =2(1+2x*)e~”
‘E(x y)=-2ye*” o't (xy) = 2Qy*-De*”
ay ' 9y’ 2/ y c
0*f _ fioy?
k 3%y (x,y) =-4xy e
H(f(x y))=2e*’-v’[“2"2 ~2xy ]
’ -2xy 2y’-1

2_,2y) 2
Neste caso detH(f,(x,y)) = (2e"‘ -y )) (2y* ~2x?-1) que ndo tem sinal definido.
Segue que f ndo se enquadra em nenhuma das categorias acima listadas.

[1 3]
b) Aqui H(f,(x, y))=[ 3 3J que ¢ indefinida, V(x,y)e R2. Segue que f ndo é convexa nem
cOncava. |

l -1/x " 2 -l/x 1 -1/x
c) Temos que f'(x)=—¢ " ef (x)——e +—e ,Vxe R,,

X
2
isto &, f(x) = (_4‘_3)3’1/‘ logo, f* (X){< 8 :: ,(() : i‘/—zll 2, ou seja, f ndo é

concava nem CODVCX&

d) E f4cil ver que (x,y,z) =6x e que as demais entradas da matriz hessiana sd3o nulas.

dx?
Entdo fica claro que f é cOncava se, e somente se x<(0e , convexa se, e somente se x20. E

como f ndo € fungdo afim, ela ndo pode ser simultaneamente concava e convexa. Portanto ela nao
€ concava nem convexa.
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2)Verifique se as seguintes fungdes sdo concavas:

a)f(xl,xz,x3)=2xf+x§ xa,(xl,xz,x3)e9'(3
b) £(x,,X,,%;) =x¥ x5 x2, (x,,%,,%;) € R2,, onde O<a<1/4,0<P<1/4

Solugio:

a) f:R* 5 R 1l que f(x,,x,,X,) =2x’ +x2 x,

[4 0 o
H(f,(x,,xz,x,))ﬂo 2x, 2sz
0 2x,

como H, =4 >0, f ndo € concava.

b) £: X2, - R tal que f(x,,x,,X,) = x*x5x?

[oo—Dx=2xPx?  aPx='xBx 20x*'xPx, |
H(f,(x,,x,,X3)) = [aﬂxa_lx&l B(B- Dx? xp—z X5 2ﬂx‘1’xg'lx3J
200x, *'x, X, 2BxxE'x, 2x7x}

Como H,, =2xx8 >0em R, tem-se que H(f,(x;,X2,X3)) ndio € negativa semi-definida e

portanto f nio € cOncava.
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Exercicios Propostos - Se¢do 5

1) Verifique se cada uma das fungdes abaixo é: a) estritamente convexa; b) estritamente concava;
¢) convexa; d) concava.

a) f(x)=—6x>+3x*+1
b) f(x)=3x+7

) f(x)= a-——
c—X

d) f(x,,x,)=x+7x} -x, x,

e) f(x,,x,)=(x, —a)* +(x, —b)* +cx,

D f(x,,x,)=x>+Inx,

9f(x,,x,,x,) =ax, +bx, +cxi, ¢>0

h) f(x,,X,,X,)=xx5x!,220,20,y20 O<a+f+y<l1
i) f(x,,x,) = (x, x,)"?

(a,b,c>0,x20)

2) Seja f:Ic R — R, Lintervalo aberto. Mostre
a) fé concava se, e somente se f’:I - Ré ndo crescente
b) f é estritamente cdncava se, e somente se f”:1 = R € decrescente

3) Prove que f(x) = x* € uma fungio estritamente convexa.

Sugestdo 1: Mostre que f’(x) =4x’ é uma fungio estritamente crescente em todos os pontos de
seu dominio. Isto implica(e é implicado por) f estritamente cdncava.

Sugestio 2: Como f”(x) = 12x*20,f & convexa. Se f ndo fosse estritamente convexa,
existiriam dois nimeros reais a € b, como a# b, tais que f(a) =f(b)+f'(b) (a—b). Mostre que
isto nao pode ocorrer.

4) Mostre que se f:DcR" 5> R (D aberto convexo) é estritamente cOncava e diferencidvel
entao

& of
f(Y)<f(x)+Za—x(x)(yi -x;)

i=1

Vx,yeD.
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6) 0O TEOREMA DA FUNCAO IMPL{CITA

Fregiientemente em economia deparamo-nos com uma fungio F:D — R, DcR" aberto,
no qual se considera o conjunto {x € D;F(x)=c},ce R Tal é o caso, por exemplo, seja no
modelo keynesiano simplificado, quando se faz
F(y,I) =y-C(y)-1=0, sendo y o produto, C(y) o consumo e I, o investimento autdnomo, seja
na teoria do consumidor, quando se d4 o nome de curva de indiferenca ao conjunto
{(x,,x,) € R, ;F(x,,x,) = U(x,,x,) = U}.

Nestas condig¢Ges, diz-se,para n = 2, que a equagio F(x,,x,) =c define implicitamente x,
como fungio de x, , quando existe uma fungdo f:I — R definida num intervalo aberto I tal que
F(x,,x,)=c se, e somente se x, = f(x,). Se definirmos o grifico de uma fungdo f:1 - R, como
o conjunto de pontos G(f) = {(x,,x,) € R*;x, e Iex, =f(x,)} a afirmativa anterior equivale a
dizer que AXR) N F (c) € o gréifico da fungdo f.

Se tomarmos FR? - R, F(x,,x,)=x,+x, =0, é claro que esta equagio define
trivialmente x, como fungdo de x, sob a forma da fungdo f: R = R, x, =f (x,) =—x,. Mas este
niio costuma ser o caso geral. Tomemos F (x,,x,)=x +x2—1=0. A imagem inversa do ponto
zero pela fungdo F assim definida € o circulo unitirio de centro na origem e raio 1. Neste caso
nio se pode definir x, em fungdo de x, por uma fungio f:R — R, pois para cada x, € (0,1),

por exemplo, teriamos os valores x, = f (x,) = y1-x> e x, =—f(x,) =—y/1-x? satisfazendo

F(x,,£f (x,))=0. Mas, com excegio dos pontos (x,,x,) = (1,0) e (x,,X,)=(~1,0), onde —aa—F-
X,

se anula, pode-se sempre definir x, =f(x,) numa bola com centro em (x,,x,) € raio r
suficientemente pequeno. Diz-se, neste caso que F (x,,x,) = c define localmente uma fungio
x, =f(x,) tal que F™' (c)N B ((x,,x,),r) é o grifico de x, =f (x,).

"N
X,

K F(x,x%5)=1

N 4

(figura 6.1)

De um modo geral, a equag@o F (x,,x,) = ¢ pode ndo ser satisfeita para nenhum ponto
(x,,X,) € K2, como € o caso de x; +x;+10=0 ou, ainda que satisfeita, pode nio definir
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nenhuma fungio de x, em x, ou x, em x, definida num intervalo ndo degenerado, como € o
caso de x7 +x2 =0. Um outro exemplo € dado por F (x, y) = x* —y* =0. O ponto (0,0) é uma
solugdo para tal equagdo, mas qualquer que seja a vizinhanga V deste ponto considerada, nao se
pode definir uma fungdo y = f (x) ou x = g(y), pois F'(0)NV contém necessariamente 2
segmentos de reta que se cortam em (0,0).

Nosso primeiro objetivo nesta segdo serd estabelecer condigGes suficientes para que,
fixado c, a equagdo F(x,,x,,...,Xx,,y) =c dé origem a uma fungdo implicitamente definida y = f
(x;,X,,...,X,). O passo seguinte serd qualificar devidamente as propriedades da fungdo f e de-
senvolver um meio de obter as suas derivadas parciais utilizando-se para tal as derivadas parciais
da funcdo F original. Feito isso, passaremos ao caso mais geral em que temos nio apenas uma,
mas n fungdes F, (x,y) definidas em subconjuntos do R™" (com x € R™ ey e R") e desejamos
obter n fungdes y, =f, (x) definidas implicitamente a partir das Fs. Passemos agora ao
enunciado do teorema da fungdo implicita.

Teorema da Fungdo Implicita (Caso Particular): Seja F:D — R,D c R™! aberto, uma fungio
de classe C*(k=1). Suponhamos que para ce R,x,€ R™ ey, € R, tenha-se Kx,,y,)=c e

F
a—(xo,yo);tO. Entdo existe uma vizinhan¢a B (x,,8) do ponto x, ¢ uma vizinhanga uni-

ay
dimensional B (y,,€) dopontoy, na qual, para todo xe€B(x,,0) existe um Wnico
ye B (y,.&) com F(x,y) =c. Esta propriedade define uma fungdo

f: B(x,,8) = B(y,,€).f(x) =y com F(x,f(x))=c. A fungio f assim definida ¢ de classe C* e
para todo x € B (x,,8) tem-se:

éFlaxi
oF/dy

%(x)? (x,f(x)), i=1,2,..,m

Vamos apresentar aqui a demonstragdo deste teorema para o caso m = 1. O leitor pode
observar que para o caso m>1 a demonstragio € andloga.

oF
Demonstracdo: Suponhamos que —(xo,yo)>0 (o caso oF (xo,y°)<0 ¢ andlogo). Como

dy oy
oF

-é——:D — R € continua (pois F € pelo menos de classe C') temos que existtem £¢>0 e &, >0
y

tais que g—;(x,y)>0, V(x,y)e I, xJ, onde I, =(xo -9,,x, +81) e J=(y0 -£,, +£) s30 tais

que I, xJc D. Assim para cada x €I, a fungdo F.:J > R tal que Fx(y = F(x,y) é crescente.
Sejam y,,y, €J tais que y, <y, <y,, entdo E, (y,) <F, (y,)=Hx,.y,)=c<F,(y,). ComoF
é continua, existe 0<d<3, tal que
E(y,)=Hxy,)<c< Hx,y,)=E(y,), Vxe 1=(x,-8,x,+8). Como F, & continua para
cada x €I, tem-se pelo teorema do valor intermedidrio que existe y, €] tal que Fx(yx) =c. Uma
vez que F, € crescente, tal y_ € dnico em J tal que F(x,yx) =c. Defina entdo a fung¢io tal que
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f(x)=y, : f:I-[y,,y,]<J. Mostraremos agora que f é continua. Sejam xe€lI e (x,)
seqiiéncia em I tal que lim x, =x. Como (f(xn)) é uma seqiiéncia no compacto [y,,y,] existe

uma subseqii€ncia (f(xnt)) que converge para algum ye[yl,yz]. Basta mostrar que

ke X
y=1£(x), pois neste caso concluiriamos que qualquer subseqiiéncia de (f(xn)) convirgird para
f(x), donde ela mesma convirgird para f(x). Observe que para cada k e X F(x,l,f(x,. )) =c.
Como F € contfnua em Ix[y,,y,] tem-se:

c= 1132 F(xn‘ ,f(xn. ))=F(x,y)

Como (x,y)eIxJ €& tal que F(x,y)=c, pela unicidade de y, devemos ter y=f(x).
Finalmente vamos mostrar que f € classe C*. Para cada x €1 fixo, e para todo t € R tal que
x+tel temos que A{x+t, f(x+1))=Hx,f(x))=c. Definindo a fungio ¢:[0,1]> R tal que
o(6) = {x+0t, f(x)+6(f(x+1) - f(x))) - F(x, f(x)) temos que ¢ diferencidvel e ¢(0)= (1) =0.
Logo pelo teorema do valor médio, existe 0, e (0.1) tal que

%(Heot, £(x) +8,(f(x+1) —f(x))).t+g—l;(x+60t, £(x) +8,(f(x+ 1) = £(x))).(f(x+ 1) - £(x)) =0
dF
. f(x+0)=f(x) 5(7"*‘901  £(x)+8,(f(x+1) - £(x)))

t B OF (0, £(0) +8,(£(x+ 1)~ £(x)

oy
Quando t — 0, temos pela continuidade de F, g—l: e 3—5 tem-se
dF
&'(x, f(x))
fR=-3r
g(x,f(x»

Como x € arbitrério, esta tltima igualdade mostra que f’ € continua (visto que F & de
classe C' e f é continua) e por indugio finita nesta igualdade tem-se que F € de classe C*.

Vejamos agora como utilizar o teorema da fungio implicita nos dois casos apresentados.
No modelo keynesiano simplificado temos, de acordo com o " principio da demanda efetiva”,

y-C(y)-1=F(y,[)=0

Para que possamos utilizar o teorema da fung@o implicita podemos supor que C(y) seja
uma fungao de classe C !. Se queremos expressar y como fungio de I, a condigiio de suficiéncia &
dada por (dF/dy) (y,I) #0. Devido 2 hipitese usual de que a propensdo marginal a consumir

C’(y) se situa no intervalo (0,1), (dF/dy) (y,D=1-C'(y)>0 o que atende i condigdo de
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suficincia. Segue daf que existem vizinhangas B(i, r),B@,s) de ie} tais que para qualquer
Ie B(1,r) existe um tnico y € B (y,€) com a propriedade F(y,I)=?—C(y)—I=O. Fazendo
y = f(I) segundo esta regra de diferenciagio, temos, pelo teorema acima

-dF/dl 1

df
a®= Fray, YTO=1"5Em

Chegamos assim 4 conhecida férmula do multiplicador Keynesiano, que ensina que o
efeito sobre o produto de uma unidade monetéria a mais de investimento autdnomo € amplificado
pelo inverso da propensido marginal a poupar.

Voltemos agora ao problema microeconémico de determinagdo da curva de indiferenca
{(x,,x,) € R, ;U (x,,x,) = U} associada ao nivel de utilidade U.

Suponhamos que a fungdo utilidade U seja de classe C' e que as utilidades marginais
U

ax,’
existe uma vizinhanga B; de xj, i=1,2, ¢ uma fungdo de classe C' f:B, > B, tais que
U™ (U)N BxB, & o gréfico da fungdo f .

i=1,2, sejam positivas em qualquer ponto do R2,. Entiio, dado qualquer (x,,x,) € R%,

A titulo de ilustragio, para U(x,,X,)=x,x,=U,U:R>, > Re UeR,,, temos
x,=f(x))=U/x,, sendo f:R, >R, uma funcdo definida ndo apenas localmente. Pelo
teorema da fungdo implicita,

, — dF/ ox —f -U
f (X1)=¥;'ax—‘(xl,f(xl))=_;fx_l)=;7
2 1 1

Seja agora F(x,y)=x’y+y’x+3xy=5. Esta fungio ¢é de classe C!,
grad F(x,y)=(2xy +y>+3y,x*+2xy +3x) e o ponto (1,1) satisfaz F(1,1) = 5. A pergunta é:
pode-se definir y = f (x) numa vizinhanga do ponto (1,1)? Se possivel, qual o valor de f/(x)?
Aplicando-se o teorema da fungdo implicita, chega-se a uma resposta positiva para esta pergunta

(ja que ? (1,1) =6 #0) e ao resultado (para x numa vizinhanga de (1,1)):
y

— — — 2—
£ (x) = dF/dx _ 22xy y‘ -3y
dF/dy x*+2xy +3x

E importante lembrar o teorema da fungdo implicita estabelece apenas condigGes
suficientes, mas nido necessdrias, para a existéncia de uma fungao implicita nas vizinhangas de um
ponto. Tomemos por exemplo F(x,y) = x* -y’ definida no ®2e com valores reais.

Temos grad F0,0)=(0,0), e no entanto a equagio f (x,y) =0 define trivialmente a
equagdo y = f (x) = x em torno do ponto (0, 0).
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Passemos agora ao caso em que a fungio F(x,y)=c € definida no R™" e toma valores
em R"(n>1eceR"), ou seja, F (x, y) = (F (x,y),E (x,y),....E (x,y)).

Admitimos aqui que x € R™ e y e R". A pergunta que se coloca é a mesma do problema
anterior: em que circunstancia podemos assegurar que o conjunto de equagdes:

FL(x15X350e 0 X3 Y13 Y205 Ya) = €
Fy(X1:X5 50005 X3 Y15 Y255 Yn) = €2

................................................

determina implicitamente as fungbes

n=h (xxgenx,)
2= (xpxp0esx,,)

...................................

Yn = fn (xl’x2""’xm)

A resposta, uma vez mais, € dada pelo teorema da fungido implicita, que estabelece
condigdes suficientes para que isto se d€. Passemos ao seu enunciado no caso geral:

Teorema da Fungdo Implicita (Caso Geral): Seja FFDXE—R", sendo DcR" e EcCR”
conjuntos abertos. Admitamos que a fungio F assim definida seja de classe C* (k>1).
Admitamos ainda que, para (x,,y,)€ D XE e ceR",F(x,,y,)=c, sendo o determinante da
matriz Jacobiana

[OF,/dy, OF/dy,...0F/dy, |
D, F= 3F,/dy, OF,/dy,...08/ J

...................................................

oF, /dy, OF/dy,...oF /dy,

calculado no ponto (x,,y,) diferente de zero (o indice 2 de D, f refere-se aqui ao segundo
grupo de varidveis, ou seja, as varidveis y). Entdo existe uma vizinhanga B (x,,r) do ponto x, e
uma vizinhanga B(y,,€) do ponto y, tais que, para todo xe€ B(x,,r), existe apenas um
y € B(y,.€) com a propriedade de que F (x,y) = c. Por essa regra de equivaléncia faz-se y = f(x),
sendo f uma fungio definida em B (x,,r) € com valores no R". Isto equivale a escrever-se

yl =.fl (xla-X2,...,xm)
Y2 =f2 (prz,...,x,,,)

..................................

Yn= fn (xl’x2""’xm)
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Para todo x € B(x,,r) vale ainda que o determinante da matriz D, F calculado no ponto
(x,f(x)) é diferente de zero. A fungio f:B(x,, ) = R" assim definida & de classe C* em U. Em

adi¢cdo, a matriz Df das derivadas parciais de f em relagio ao vetor x, de ordem n x m, pode ser
obtida pela equag@o matricial:

. [oRrox, 3E/ox,.. .9/ dx, ]
Df =- (D,F) |9E,/ox, OF/ox,...0F/ox, |

nxm nxn aF;o}-&; ------- éﬁno-/oéiozo:oo:-:éoF;--/-éion-;oo-

(61)

nxXm

Se queremos obter Df calculada no ponto xe€ B(x,,r), devemos avaliar as demais
matrizes expresas do lado direito da equagdo acima no ponto (x, f (x)).

Vejamos uma aplicagio deste teorema i macroeconomia. Para isto, seja uma economia
cujo produto (y) e taxa de juros (r) se determinam pelas equagdes de equilibrio no mercado de
bens e servigos (IS) e no mercado monetério (LM).

Admitiremos que no ponto (M,,G,, y,.r,) se tenha o equilibrio

{yo—C(yo)—I(ro)—Go =0
M, - L (5,,¥,) =0

Nestas equagbes M representa o estoque real de moeda, I (r) o investimento privado, G
os gastos de consumo e investimento do governo e L (r, y) a demanda pelo estoque real de
moeda. Sabe-se que 0< C'(y)<1,I'(r)<0,L, =dL/dr<0eL =dL/dy>0. A pergunta que se

coloca é: estas equagdes definem duas fungdes

y M, G)
rM, G)

y
r

como se admite usualmente na solugdo do modelo IS-LM? Caso positivo, quais as caracteristicas
destas fungdes (em particular, onde estdo definidas) e como variariam y e r a) no caso de um
aumento da oferta monetdria M?; b) No caso de um aumento do nivel de gastos publicos G?

Antes de aplicarmos o teorema da fungdo implicita, fagamos algumas hip6teses adicionais.
Admitiremos que C (y), I1(r) e L (r, y) sejam fungdes de classe C'. Neste caso,
FI(MO’GO’YO’rO) =Y "C(YO) _I(ro) -G,=0 e
Fz(Mo’Go’YOvro) =M, - L(ro ’YO) =0

sdo de classe C'. As varidveis end6genas neste exercicio sdo, por escolha nossa, y e r. Elas
correspondem ao vetor de varidveis y a que se refere o teorema (aqui, n = 2). As varidveis
ex6genas (representadas no teorema pelo vetor x) correspondem a M e G (m=2). A matriz
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Jacobiana das derivadas parciais de F=(F,F,) em relagdo s varidveis end6genas, D, F, que
deve ser calculada no ponto (M(,,G0 ,yo,ro) ¢ dada por

1-C'(y,)  -I{x) ]

D,F=
: [—Ly(rO’YO) —Lr(IO’yO)

detD, F=A= —(I-C' (YO)) Lr(fo’)'o)-l’(ro) Ly(ro’)’o) >0

Segue o teorema que existe uma vizinhanga B((MO,GO),S) do ponto (MO,GO) eR’e
uma vizinhanga B((ro,yo),e) do ponto (ro,yo) € R? tais que para qualquer que seja (M, G) €

B((MO,GO,),S) existe apenas um ponto (I, y) € B((ro,yo),e) com

y=y(M,G) e
r=rM,G)
satisfazendo
y-C(y)-Ir)-G=0 e
M—ur, )=O

Segue também do teorema que det D, F calculado neste ponto (M, G, r, y) pertencente a
vizinhanga de (Mo,Go,ro,yo) ¢ diferente de zero e que as fungdes r (G, M) e y (G, M) definidas
em B((MO,GO,),S) sdo de classe C'. Para o c4lculo de

dy[dM 2dy[dG
:|:8 rfoM Jrfd G]

no ponto (M, G), podemos utilizar (6.1) com as derivadas parciais calculadas em (M, G, y (M,
G),r (M, G)). No caso,

4 - -rft 4L, r
(DF) =1 | =FlL 1-c
[0F /oM oFE/oG] [0 -1]
PF=| 1 o]
dE /oM 9F /oG] 1 0

-1 —l I’ Lr ]
De (6.1), Df =D, F) DiF="l_¢ L

yd

ou seja,
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dy -I' ~dy L
M- a>%362 >0
or —H1-C) or L,
= <0, —=-L
oM A 3G A

>0

Os resultados obtidos confirmam intui¢do macroecondmica usual. Um aumento da oferta
monetéria normalmente reduz os juros e corrobora o grau de atividade econdmica. Um aumento
dos gastos piblicos, por outro lado, tende a fomentar o produto e a elevar os juros.

E importante observar que as fungdes r (M, G) e y (M, G) sdo determinadas apenas
localmente. Isto significa que dado qualquer ponto (Mo,Go,yo,ro) do R* no qual F se anula,
existe um conjunto aberto Z, = B((MO,GO),S)XB((rO,yo),e) tal que F(0)NZ, é o gréfico da

fungdo f:B((Mo,Go),S) — R%. Como detD, F=A >0 para todos os pontos (M, G, y, 1) € Z,,
segue que cada ponto solugio da equagdo F (M, G, y, r) = 0 est4 contido em algum conjunto
aberto U, tal que F™(0) U, é o gréfico de uma fungdo £:(M,G) — (y,r).

Na prética, as derivadas parciais de f costumam ser calculadas por procedimentos
alternativos aquele ditado pela equagdo (6.1). Ap6s a verificagdo de que det D, F# 0 e F satisfaz
as demais condig¢Ges explicitadas no Teorema (sendo, consequentemente, pelo menos de classe
C'), podemos assegurar que a fungdo f (M,G) =(y(M,G),r(M,G)) existe e € de classe C' num
certo dominio e

Y(M G) (Y(M G ) r ) =0
{M Lr(M,G),y(M,G)) =0 (6.2)

Como a composta de fungdes de classe C' & classe C', podemos aplicar a regra da cadeia,
obtendo, para G constante (omitindo-se o ponto no qual as derivadas parciais sdo calculadas),

dy ., dy ,ar_
oM CaM IaM 0

- L-ir——L 9y _g

‘aM  'oM

Colocando-se em evidéncia e reescrevendo-se o sistema sob a forma matricial, temos

[1-C —1’1[ ] [0]
[-Ly LrJ |,8MJ [ IJ

Utilizando-se a regra de Cramer obtém-se
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dy I ar —{1-C)
M- 20 M2 <O

que reproduzem os resultados anteriormente obtidos. Procedendo da mesma forma para M
constante,

Y ¢ _pOr_

G " | oG

Rearranjando-se os termos e colocando-os sob a forma matricial,

fi-c 1] [ay] 1]

[, w]| [arJ "Lo)

G
obtendo-se uma vez mais

- L
a_y=i>0 e i _y>0
dG A dG A

Observe que as duas equagdes matriciais apresentadas no desenvolvimento em duas
etapas que efetuamos podem ser escritas sob a forma

[I—C' —I'} [dy/oM dy/oG] [0 1]
L lar/oM arfaG |[-1 o]

y

obtendo-se a equagdo (6.1),

[ay/aM ay/aG]
dr/oM 9dr/dG

[1-C -rT'To -1]
=0| | [1 of{P:FDiF

T

O método acima considerado permite a obteng¢@o,em cada etapa, de cada uma das colunas
da matriz D f. Inicialmente obtivemos a coluna um (dy/dM e dr/dM) e depois a coluna dois

desta matriz (8 y/0Gedr/d G). Dependendo de qual dentre as m varidveis ex6genas escolhemos

para a estitica comparativa, podemos nos concentrar em uma qualquer das colunas de D f.
Quando se deseja obter a matriz D f como um todo, utiliza-se em geral uma notagio abreviada do
diferencial de cada uma das varidveis enddgenas consideradas em relagdo a cada uma das



varidveis exégenas. Este € o chamado método do diferencial total para o cédlculo de D f. Para
exemplific4-lo, voltemos as equacgdes (6.2):

¥(M,G)-(y(M,G))-1(r(M.,G))-G =0
M-L(f(M,G),y(M,G))=0

Fazendo-se
dy dy
=|3c J4%* oM

or or
dr= E G+ M

dy M
(6.3)

dM

temos, tomando o diferencial total das equagdes acima,

dy-C’dy-I'dr=dG
L,dy+L dr=dM

Ou ainda, sob a forma matricial,

dy=%dG+IXdM
6.4
e 1 (6.4)

dr dM--—-2dG
A

Seguem daf os resultados j4 obtidos
9y
aG

dy ., or
— A’_= — T —
L /A g=T/A e 3 L. /A

onde A=(1-C)L_+TI L,. A identificacio de cada uma das derivadas parciais a partir de
simples inspe¢ao das equagdes (6.3) e (6.4) decorre do fato de dM e dG se constituirem numa

base do espago das transformagdes lineares do R> em R. Isto implica no fato das representagdes
dos funcionais lineares dy e dr serem nicas na base. Segue dai a identificagio efetuada.

Um exemplo numérico
Dado o sistema de equagdes F(x,y, z) = (Fl(x,y, z),Fz(x,y,z)), com

Fl(x,y,z) =x’y+2xy’ -z
Fz(x,y,z)=xy+7

temos, no ponto (1, 2, 3), F,(x,y,z) =7 e Fz(x,y,z) =9.
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Tentemos avaliar, se possivel, o valor das derivadas parciais dx/dz e dy/dz no ponto

considerado. Para isto notemos inicialmente que a matriz das derivadas de F em relagdo as
varidveis (escolhidas como end6genas) x e y é dada por

[9F /ox <'91='1/8y-|_l:2xy+2y2 x*+4xy
oE,/ox OE/dy]” y X

que, avaliada no ponto (1, 2, 3), assume os valores:

[12 9]
2 1]

O determinante desta matriz € igual a —6 e, portanto diferente de zero. Podemos entdo
escrever, para z numa vizinhanga do ponto (3) e (x, y) numa vizinhanga do ponto (1,2),

x=x(z)

y=y(2) (©3)

Derivando F, e F, com respeito a z, e usando (6.5),

ox 2ay zax ay
2x g+t 4 2y2 2 X 4y Y oy
xaz y+x az+ y az+ xyaz
dx  _dy _
Y31 %52 -0

Sob a forma matricial,

2xy+2y? x*+4xy rax/az-l_fﬂ
[ y x ]I.ay/azJ'I_OJ

Calculando-se as derivadas no ponto (1, 2, 3),

[12 9][ax/o z]_rl]
L2 1][ay/az)7]o]

Utilizando-se a regra de Cramer obtém-se facilmente

dy _

Jx
a—z’——1/6 e 5—1/3.
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A andlise Grdfica

Um instrumento muito \til na avaliagdo dos sinais das derivadas parciais das fungdes
implicitamente definidas pela equagdo vetorial F(x, y) = ¢, quando c € R?, é dado pela anilise
grafica. Para ilustrar o método, voltemos ao modelo IS-LM anteriormente apresentado:

y-C(y)-1(r)-G=0 (IS)
M- L(r,y)=0 (LM)

J4 sabemos, em virtude das hipéteses efetuadas sobre C’.I'L, e L,, que podemos
escrever

+ o+
y=y1G,M
r=fG,M

onde o sinal acima de cada varidvel representa o sinal da derivada parcial, respectivamente, de y e
I, em relac@o a esta varidvel.

O método grifico, adequado aos modelos em que apenas duas varidveis end6genas se
determinam a cada etapa, inicia-se plotando-se cada uma destas varidveis nos eixos coordenados.
No nosso caso, as varidveis end6genas sdo r (representada no eixo das ordenadas) e y
(representada no eixo das abcissas). Em seguida, plota-se o lugar geométrico das combinagdes
de r e y que satisfazem, mantidas constantes as varidveis ex6genas, a cada uma das equagdes do
modelo. O formato de cada uma destas curvas obtém-se por simples inspegdio ou, mais
formalmente, utilizando-se preliminarmente o préprio teorema da fungio implicita.

Tomemos inicilmente a LM. Se r aumenta, L cai Como M € constante, para que se
verifique M—-L (r,y) =0 € necessdrio que y se eleve contrabalangando o efeito do aumento de r

sobre L. Conclui-se daf que LM € positivamente inclinada: quando r se eleva, o mesmo deve
acontecer com y. Formalmente, temos, pela simples aplicagdo do teorema da fungéo implicita a

equagio M-L(r,y) =0, que g—r= -L, /L, >0.
y

Com o mesmo tipo de raciocinio conclui-se que a IS ¢ negativamente inclinada.
Alternativamente, aplicando-se o teorema da fungdo implicita a equagio y—C(y)—I(r)—G =0,
obtemos a inclinagdo local da IS:

dr _1-Cly)

=—=7<0

dy IMr)

O equilibrio do produto e da taxa de juros em fungdo de G ¢ M se expressa entdo pelo
grifico abaixo
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R ——

~g
o

(figura 6.2)

que consiste numa forma alternativa de se expressarem as solugdes

i |

y(G. M)
M)

(G,

A etapa seguinte, de estitica comparativa, avalia os sinais de
dy/dM, dy/dG,dr/d0M e J1/0G através dos deslocamentos de cada uma das curvas
plotadas no grifico. Para se saber a diregdo na qual cada uma das curvas se desloca, procede-se
novamente por simples inspe¢do ou por uma nova utilizagdo do teorema da fungio implicita. O
artificio comum a ambos os procedimentos consiste em tomar-se como constante qualquer uma
das varidveis endégenas expresssas no grifico.

A tftulo de ilustragdo, tomemos um aumento da varidvel G. A LM nio se desloca, pois
esta varidvel ndo aparece como pardmetro na equagao da LM. Mas a IS se deslocard para a
direita. Informalmente, porque para (por exemplo) r constante deveremos ter um valor mais
elevado de y de forma a continuar valendo a igualdade.

y-Cy)-1(r)-G =0

Isto decorre do fato de I ndo se alterar (j4 que estamos nos deslocando paralelamente ao
eixo das abcissas r constante), e do fato de uma elevagao de y ser capaz de provocar um aumento
(que deve ser o aumento de G) em y—C(y). Formalmente, o que estamos dizendo conclui-se
novamente por simples aplicagéo do teorema da fungdo implicita & equag@o acima, tomando-se r
como pardmetro. Obtém-se

dy 1
dG ~ 1-Cly

)>O
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Isto significa que, para cada valor de r considerado na IS, o valor de y deve ser mais
elevado quando G se eleva. Este deslocamento da IS € ilustrado no gréfico abaixo:

N

r

N

(figura 6.3)

Plotando-se conjuntamente a IS e a LM conclui-se que um aumento de G leva a uma
elevagao do produto e dos juros, como se mostra abaixo:

(figura 6.4)

O mesmo tipo de raciocinio leva a conclusio de que um aumento de M: a) deixa a IS
inalterada, j4 que esta varidvel ndo aparece na equagio da IS; b) desloca para a direita a LM, j4
que, aplicando-se o teorema da funcdo implicita & equagcio M- D(r,y) = (0 obtém-se
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Sy _
oM /L,
se mostra no grafico abaixo:

>0e c) provoca uma elevagio do produto e redugdo dos juros de equilibrio, o que

A 4

(figura 6.5)

Todos estes resultados reproduzem, como se observa, os sinais das derivadas parciais
dy/oM, dy/0G,dr/dM e dr/dG anteriormente obtidas. Quando ndo estamos interessados

nos aspectos quantitativos da estdtica comparativa, 0 método grafico mostra-se de grande
utilidade.
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Exercicios resolvidos - Secio 6

1) Em cada caso, ache, se possivel, ? no ponto considerado:
X
a) F(x,y,zw)=x?y+2 zwx no ponto (-1, 2, 1, 1)

b) F(x,y,2)= no ponto (1, 1, 1)

y
1-x(1-2)

Solugio:

a) Como FR* > R tal que F(x, y, z, w) = x> y+2 zwx & classe C', para que y=y(x,z,w)
numa vizinhanga de (-1, 2, 1, 1) € suficiente que gﬁ (-1,2,1, ) #0. Mas ? (x,y,z, w) = x*
y y

e emio OF (-1, 2, I, 1) = 1#0. Asim 2 (-1, 1, 1) =
dy ax
oF doF oF ady
_ax(—lz,l,l)/ay(-l,Z,l,l) e como —— (x,y,z,w)—2xy+2zw,ax(—l,1,l)—2.

b) Sejam U={(x,y,z)e 9(3;1—x(1-z)¢0} aberto ¢ FU—> R tal que F(x,y,2z) = ﬁ
Observe que F € de Classse C' em U e (1, 1, 1) € U Como

aF(x y,Z) = —— aF(111) 1#0. Assim existe uma vizinhanga do ponto (1,1,]) em U
ay 77 1-x(1-2)° 9y ) T
W oqe y = y & 2 e 2an==5u1)/%EwL. Mas
ax ox dy
dF y(l z) ay
Z L1)=0.

2) Consideremos o seguinte problema de maximizagao de lucro

AK,L)-WK-W, L
ge R

onde F € uma fung@o de produgio do capital (K) e do trabalho (L), p € o prego do produto, Wy
de cada unidade de capital ¢ W, o saldrio por unidade de trabalho. Admitamos que a matriz
hessiana de F seja negativa definida em todo o seu dominio, que F seja de classe C? e admita uma

solugdo em R? , paracada p>0,W, >0 e W, >0.

i) Determine condig¢des suficientes para que se possa ter K = K(p,WK,WL); L= I.)(p,WK ,WL).
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dL dL

Calcule, nestas condi
ii) nestas condi¢des, — aW, BW

Solugio:
i) Fixados p>0,Wg >0,W, >0 temos que (K, L) serd um 6timo para o problema se, ¢ somente
se satisfaz as condi¢des de primeira ordem®, isto &, se, e s6 se

F
pa—K(K,L)-W =0

paL(K L)-W,_ =0

F
gl(K’ L’P’WK’WL) = P‘ﬁ(K,L) -Wy e
Sejam g;: k>, — R,i=1,2, definidas por 3F
gz(K’ L’p’WK’wL) = Pa_L( K,L) -W,

Para que possamos ter K= K(p,WK,WL) e L= D(p,WK,W,_) ¢ suficiente, pelo
Teorema da Fungio Implicita, que g, e g, sejam de classe C' e que

98, 98
dK oL
98, 9|
3K oL

#0

em g l(O)hg;‘(O). Como F € classe C* temos que g, € de classe C'(i=12). Alm disso,

F _Z)’_F’F =F,, = o' F F, —il-:-(eestamosomitindo (K, L) didad
= =27 Fx =Fa = 5= =17 , L) por comodidade).
dg, 9dg
Entéo g gi[; =p? f:: Ful p*|H(E.(K.L))| ", onde
dK JdL

H(F(K L)) ¢ a hessiana de F no ponto (K, L). Segue da hipétese efetuada da matriz hessiana de
F ser negativa definida em todos os seus pontos de seu dominio que

[H(F(K,L)|>0, W(K,L)e R,. Segue daf que A = p[H(KK,L))|>0.

ii) Atendidas as hip6teses do item (i), sabemos pelo teorema da Fung¢io Implicita que

* Veja teorema da segiio 1 do capitulo 4.
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dK JK dg, 9g g, 98
oW, JW,| |JK L oW, W,
dL JL |""|dg, dg, dg, Jg,
oW, JIw, dK JL oW, JIW,
JL -
= _—PFy dL _PFE

W, A ° aw, A
Pela hip6tese efetuada sobre a hessiana de F, devemos ter Fg; <0 e, consequentemente,

oL < 0. Osinal de oL
oW, oWy

¢ indeterminado.

3) Seja f (x)=ax?+bx+c trindmio do segundo grau tal que a#0 e A=b?—-4ac>0. Neste
caso existem ry, 1, € R raizes deste trindmio. Mostre que € possivel tomar r, em fungdo de a,be

cecalculeﬂ ﬂ h

. . Facao ar,.
da db dac 3a 0 Mmesmo para f,

Solugdo: Seja gUcR* >R talque U={(a,b,c,t)e R*;a=0 e b>—4ac>0} & aberto em
R* ¢ gla,b,c,t)=at’+bt+c. E ficil ver que g é de classe C'. O problema acima proposto é
equivalente a saber se podemos colocar t em fungdo de (a,b,c) em

g7(0)={(a,b,c,t) e R*; at® + bt+c =0} Isto s6 seré possivel se

d d
—a—f(a,b,c,t) #0, V(a,b,c,t)e g(0). Mas a—f(a,b,c,t) =2at+b=0=t=- b2a' mas como

at’+bt+c=0 e b*-4ac>0,entio t# _%a‘ Chamaremos (a, b, ¢, r) um ponto de g™'(0).

Neste caso existe uma vizinhanga deste ponto tal que r, = 1,(a,b,c) e mais ainda

dr, __dg [dg Y
92 9a/ at ‘m)——rl/(2arl+b)
oy, __dg [dg

av~ab/ atl, -/(2as,+0)

or _ 9dg [dg  __
ac"ac/at‘ =~1/(2as; +)

(a.ber)

4) Dadas as expressoes:

{s= 1—%52 ()
s(r) =rm(r) (2)
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Seja r, tal que s(ry) = s,, m(r)) = m, € s, = r,m,. Mostre que, para pequenos valores de s,,
pode-se aproximar k e s(r) por, respectivamente,

k=r;' my (3)
{s(r) =m,r,*r'? (4)
Solugio:

a) Substituindo-se (2) em (1) no pontor =1,
T,m, = 1-x 17 m’
I

Como se supde s, = r,m, pequeno,

kg, ml=1-rm, =1
Dai,

) W
k=r,mj

b) Seja v =s*. A expansio de Taylor de primeira ordem em torno de r = 1, nos d4

v(r) = v(ro) + v'(ro) . (r - ro) "
onde v'(r)=2s s'(r) (6)

e s'(r) obtém-se por derivagao implicita de (1). Temos

s’(r)%s(rf-%-zs(r)-s«(r)
k

s’(r)=(r_*_Ts(r—));-S(r)2

No ponto r = r,, temos

m,

s(r)= myr, +2

Substituindo-se em (6), no pontor =1,

2m,r,m
) =
ja que m,r, =s, =0. Segue de (5), como v (0) =s, =0, que

vir)=m’r, (r-r)=m’r, r-s: =m’r,r
Como v = §*, temos, finalmente,s(v) =m, 1, * r'2.
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Exercicios propostos - secdo 6

1) Seja o seguinte sistema de equagio representativa de um modelo macroecondmico:

r=L{r,y) (1)
y=Cy)+Xr)+G+H(y,E) (2)
H(y,E)+K(r)=0 (3

onde L, <0,L, >0,0<C{y)<1T(r)<H, <0,H; >0 K1r)>0.
Varidveis endégenas: 1, y, E.

a) Estipule condi¢Ges suficientes para que o modelo permita a determinagao das fungdes:
r=r(M,G)

y=y(M,G)
E=E(M,G)

or dr dy dy OE JE

ul 9 £l E] .
b) Caleule " 3G°3M’3G°aM © 3G

¢) Substitua H (y, E) por —K (r) na equagio(2). Como vocé faria para determinar graficamente
dy 9y ar e ) Isto seria possivel, uma vez satisfeitas as condigdes por
aM’3G' 3G’ ° M P P
vocé determinadas no item (a)?

os sinais de

oL JH oL JH
bs.L =—;H =—;L =—;H, =—.
obs y ay y ay ar E 3E

2) Considere o sistema de equagdes de equilibrio
y—C(y—R)-I(r)—G =0

M- L,( r,y)=0
R=R+ty
Obtenha a expressao para g—%—, %, fazendo as hip6teses usuais do modelo IS-LM.

3) Um sistema de equagdes de equilibrio € dada por
mB—L(r,y) =0
y—dy-R)-I(M)-G =0
dy

Obtenha as expressdes para m e ;_r fazendo as hipéteses usuais do modelo IS-LM.
m m
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4) Seja £:R*> — R definida por f (x, y, z) = z’ —xy—y—z. Dada a superficie de nivel zero de f,
ela € o gréfico de alguma fungdo numa vizinhanga do ponto (0, 0, 0)?

5) Complete o exercicio resolvido 3.

6) Seja w (r) uma fungao crescente dos juros que mede o custo de bem estar para a sociedade de
ter uma taxa de juros nominal r > 0, a0 invés de uma taxa nominal de juros nula, w (r) pode ser
definida (Lucas, 1993) sob a forma

U[1+ w(r), m(r)] =U(1, m(0))

onde U (c, m) mede a utilidade quando o consumo € c e total de encaixes reais m(r) (m(r) <0);
m (0) representa a liquedez real quando a taxa de juros € nula. A férmula acima define o custo de
bem estar de uma taxa nominal de juros r com o consumo adicional (m(r)) com o qual se deve

premiar a sociedade para torn4-la indiferente entre uma taxa de juros nominal e uma taxa de juros
nominal nula.

Utilize o teorema da fungdo implicita e a expressdo por Taylor em torno do ponto r = 0

para obter uma forma funcional para w (r) em fungdo de m (0), r e j, onde j= —m’(O)/m ©0) éa
semi-elasticidade juros da demanda por moeda (suponha m’(0) < co).
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