
ISSNIOI04-8910 

CURSO DE MATEMÁTICA PARA ECONOMISTAS 
CAPiTULO lII: CÁLcuLO NO J.t' 

Rubens Penha Cysne 
Humberto de Athayde Moreira 

AgoskJ de 1996 



, 
PREFACIO 

Rubens Penha Cysne 
Humberto Moreira 

Agosto de 1996 

Os autores objetivam, com este trabalho preliminar, bem como com aqueles que 

lhe darão continuidade, na sequência de composição de um livro de matemática para 

economistas, registrar as suas experiências ao longo dos últimos anos ministrando 

cadeiras de matemática nos cursos de pós-graduação em economia da Fundação Getulio 

Vargas, da UFF (Universidade Federal Fluminense) e da PUC-RJ. 

Reveste-se de constante repetição em tais cursos a discussão sobre que pontos 

abordar, bem como com qual grau de profundidade, e em que ordem. É neste sentido que 

os autores esperam, com a sequência didática aqui apresentada, trazer alguma 

contribuição para o assunto. 



TOPOWGIA E cÁLCuw NO 9t1l 

1. NOÇÕES DE TOPOLOGIA E O TEOREMA DE WEIERSTRASS 

Topologia 

Nesta seção estudaremos algumas noções de topologia, bem como sua importância em 
economia, através de exemplos na teoria do consumidor e da fmna. 

Entre os vários teoremas que iremos ver (pelo menos o enunciado) destaca-se, pela sua 
importância, o teorema de Weierstrass. Este teorema garante, sob certas condições, a existência 
de ótimo para um problema de maximização (ou minimização). Por exemplo, se quisermos 
maximizar a utilidade do consumidor sujeito a sua restrição orçamentária, veremos que este 
problema tem solução, desde que a função utilidade seja contínua e que o conjunto da restrição 
orçamentária seja compacto. 

Vejamos agora algumas defmições: 

Definição: Sejam X um conjunto, 't uma coleção de subconjuntos de X que contenha 0 e X. 
Diz-se que 't é uma topologia sobre X se: 

i) AnB E 't, se A,B E 'to 

ü) U Al. E 't, se Al. E 't, 'ri À E I, I um conjunto de índices qualquer. 
l.el 

Neste caso, diz-se que o par (X, 't) é um espaço topológico e os elementos de 't são 
chamados de conjuntos abertos. Evidentemente, este nível de abstração não nos interessa no 
momento, embora seja importante conhecer a definição precisa. Na verdade, estamos 
interessados na topologia usual do 9t1l

• Vamos a sua descrição: 

A bola aberta de centro num ponto a E 9t1l e raio r > O é por definição o conjunto 

B( a, r) = {x E 9t1l 
; Ilx - ali < r}, onde II .11 é a norma euclidiana. Da mesma forma, a bola fechada 

B [a, r] = {xE9tIl;llx-all~r}e a esfera S (a, r) = {XE 9tD ;lIx-all=r} ambas com centro a e 

raio r. 

Seja X c 9t 1l um conjunto. Um ponto a E X chama-se interior a X se existe r> O tal que 
B(a,r) c X. O interior de X é o conjunto int X = {a E X; a é interior a X}. Quando x E int X 
dizemos que o conjunto X é uma vizinhança do ponto x. 

Um conjunto X c 9t D diz-se aberto quando todos os seus pontos são interiores, isto é, 
quando int X = X. 

Agora é fácil verificar (segundo a definição dada acima) que a coleção de todos os 
conjuntos abertos definidos desta forma é uma topologia sobre 9t1l

, chamada topologia usual do 

9tn
. 
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Dado um conjunto X c 9tD e um ponto a e 9tD, há três possibilidades mutuamente 
excludentes: ou a e int X ou a e int (9tD - X) ou então toda bola aberta de centro a contém 
pontos de X e pontos do complementar de X (9tD I X). Neste último caso, diz-se que x é um 
ponto da fronteira de X (fr(X». 

Exemplo: Considere A = {x e 9t:; tpi Xi S r} (este conjunto representa a restrição 
1=1 

orcamentária de um consumidor, onde x e 9t: representa uma cesta de n bens da economia, Pi é 
o preço positivo do i-ésimo bem e r é a renda do consumidor). Então 

D 

int A={xe9t~;L PiXi <r};fr(A)={xe 9t:;xi =0 para algum i=l, ... ,n ou 
i=1 

" L PiXi = r} e int (9t" - A) = 9t" - (int A U frA) . 
i=1 

Dados (X, 't) espaço topológico e Y c X, podemos definir a topolo~ia relativa (ou 
induzida) em Y simplesmente tomando como abertos desta topologia a interseção dos elementos 
de 't com Y. No caso particular da topologia usual do 9tD

, temos que se Y c 9tD ,A c Y é 
aberto em Y se, e somente se existe um aberto B c 9tD tal que A = B n Y 

Um conjunto X c 9tD diz-se limitado quando existe um número real c > O tal quellxll S c, 
para todo x e X .. 

Teorema 1.1: Seja Xc9t". Então X é limitado se, e somente se Xi (X) c 9t é limitado para todo 

i=l, ... ,n, onde x i:9tD ~ 9t é tal que Xi (XI "",xi , ... ,xD) = Xi' i = l, ... ,n. 

Demonstrª&ão: Suponhamos inicialmente que X seja limitado. Logo existe DO tal que 
XcB(O,r), isto é, IXiISllxIISr, 'v'x=(xP ... ,xD)eX, i=l, ... n. Portanto 

Ixil = Ini (x)1 S r, 'v'x e X ,i = l, ... ,n, ou seja, 1ti (X) c (-r, r), i = l, ... ,n. Por definição temos 

que 1ti(X) é limitado, i=l, ... ,n. Reciprocamente, se xj(X) c 9t é limitado para todo i=l, ... ,n, 

significa que IXi (x)1 S ri' 'Vx e X, onde ri > O para cada i=l, ... ,n. Tome r = max {li} > O. 
ISiSD 

D D D 

Segue-se que IIxl1
2 

= L x~ = L (Xi (X»2 S L ri2 S nr2, 'v'x e x, ou seja, Ilxll S .rn r, 'Vx e X. 
i=1 i=1 ;=1 

Portanto X é limitado .• 

11 

Exemplo: A = {x e 9t:; L P;X; S r} é limitado se Pi >O, i=l, ... ,n e r ~ O De fato, seja 
;=1 

p = {p; }. min 
1 sis" 

Dado xeA, 0 < <~.Ei. <.:. \"'/'-1 - X j - L.J Xi - , v J - , ... , n 
i=1 p P 

visto que 

.Ei.>_l >0 e Xi - , 'Vi = l, ... ,n onde X = (xp ... ,x,,). Pelo teorema 1. 1, A é limitado. 
p 
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Definição: Seja f:X ~ 9lm uma função definida no conjunto X c 5KD
• Diz-se que f é contínua 

quando a imagem inversa r-1(A) de todo aberto A c 5Km é um conjunto aberto em X (com a 
topologia relativa). Equivalentemente a esta definição, diz-se que f é contínua se é contínua em a 
para todo a e X e definimos continuidade de f em a da seguinte forma: para qualquer E > O, 
existe ~ > ° tal que se Ix - ai < ~ e x e X então If (x) - f (a)1 < E. Intuitivamente, isto significa 
que se x se aproxima suficientemente de a em X, então a imagem de x por f se aproxima da 
imagem de a por f, tanto quanto se queira. 

Definição: Dado Xc5Kn, uma função f:X~5Km diz-se Lipschitziana quando existe K>O tal 
que, para quaisquer x,y e X, If(x) - f(y)~ :s; K!lx - yll. Neste caso f é contínua. De fato, dado 

e> O tome ~ = iK > O. 

Exemplo: As projeções: n';:9l" ~9l definidas por n';(x)=x;,i=l, ... ,n, onde x=(xl""'x
D
), 

são contínuas. De fato, l1ti (x) -1ti (Y)I = IXi -yJ:s; Ilx -yll, ou seja, 1tj é uma função Lipschitziana 
(com K= 1). 

Exemplo: A função norma euclidiana é contínua, pois ~Ix~ - 11>1 :s; Ix - y//' ie., é Lipschitziana 

com K=1. 

Teorema 1.2: A composta de duas funções contínuas é contínua. 

Teorema1.3: Sejam X c 9tD e f,g: X ~ 9tm, a:X ~ 9t funções contínuas. Então as seguintes 
funções são contínuas: 

i) f + g 
a(x)*O). 

ü) af ili) 1 I a (definida onde fizer sentido, isto é, em x e X; 

Exemplo: f:9t2~9t tal que f(x,y) = x2 + i é contÚlua pois é a soma dos quadrados das 
projeções, isto é, f = 1t ~ + 1t; e pelos resultados anteriores segue-se o afIrmado. 

Teorema 1.4: Sejam XdD
, f:X~9tm tal que f(x) = (f1(x), ... ,fm(x», onde fi:X~5K é definida 

como fi = 1tiof para i = 1, .. , ,m. Então f é contÚlua se, e somente se fi é contínua para todo 
i= l, ... ,m. 

Observações: 

i) A função fi do teorema anterior é dita ser a i-ésima função coordenada de f. 
ü) Todos os teoremas anteriores para continuidade global (em todo domínio de definição da 

função) podem ser traduzidos para continuidade pontual. 
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Existe uma outra caracterização de aplicação contÚlua que é bastante útil, principalmente 
para mostrar que uma aplicação não é contÚlua em um determinado ponto. Para isto precisamos 
definir o que é uma sequência de pontos em 9tD. 

Uma segyência em 9tD é uma função x: N ~9tD onde N é o conjunto de números naturais. 
O valor que essa função assume no número k e N é indicado por Xt e chama-se o k-ésimo termo 
da sequência. Usaremos a notação (Xt)(te IC) ou (Xt) para indicar a sequência. 

Uma subsegyência de (Xt)(teIC) é a restrição da sequência (como função) a um subconjunto 
infinito N'c N. A subsequência é indicada pela notação (Xt)(te IC ). 

Diz-se que a sequência (Xt) é limitada se o conjunto dos seus termos é limitado em 9tD
• 

Uma sequência (Xt) em 9tD equivale a n sequências de números reais, a saber (1ti(Xt», 
'li = 1, ... ,n que são as coordenadas de Xt para cada ke N. 

Diz-se que um ponto a e 9tD é o limite da sequência de pontos (Xt) em 9tD se para todo 
e>O, existe koe N tal que bko => 11 Xt - a 11 < e. Neste caso, diz-se que (Xt) converge para ª ou 
tende para lb. e escreve-se lim Xt = a, ou Xt~a. Quando existe o limite de (Xt) diz-se que (Xt) é 
convergente. Caso contrário, diz-se que (Xt) é divergente. Observamos também que quando o 
limite existe ele é único e que uma sequência convergente é limitada. 

Uma sequência (Xt) em 9tD é chamada de Cauchy se 'v'e>O, 3 no e N tal que 'v'n,lIl>no => 
IIxD - xmll < e. É fácil ver que toda sequência convergente é de Cauchy. A recíproca é verdadeira e 
é equivalente ao "axioma da completeza" que veremos abaixo. 

Teorema 1.5: Uma sequência (Xt) em 9tD converge para o ponto a = (at, .... ,ao) se, e somente se 
para cada i = 1, ... ,n tem-se lim 1ti (Xt) =~. 

Teorema 1.6: Uma sequência é convergente se, e somente se toda subsequência desta sequência 
é convergente. 

Teorema 1.7: Sejam (Xt), (Ylc) sequências convergentes em 9t e a e 9t. Então: 

a) (Xlc + Ylc) é sequência convergente e lim (Xt + Ylc) = lim Xt + lim Ylc. 
b) (<XXt) é sequência convergente e lim (axo) = a lim Xt 

Teorema 1.8 (Sandwich): Sejam (Xt), (Ylc), (z.) sequências em 9t tais que Xt S Ylc S ZIc e 
lim Xlc = lim ZIc. Então existe lim Ylc e lim Ylc = lim Xt. 

Demosntração: Seja a=lim Xt = lim ZIc. Dado e > 0, existe ko e N tal que 'lk>ko, IXt-ake e 
IZIc-ake. Assim, 'v'bko, -e + a < Xt S Ylc S ZIc S e + a. Logo -e < Ylc - a < e, 'v'k>ko, ou seja, 
Iylc - ai < e, 'v'k > ko. Portanto lim Ylc = a .• 
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Finalmente podemos enunciar o seguinte: 

Teorema 1.9: Uma aplicação f: X ~ 9tD
, definida num subconjunto X c 9tm

, é conlÚlua no ponto 
ae X se, e somente se para toda sequência (Xt) em X com lim Xt = a tem-se lim f(Xt) = f(a). 

Supremo e Ínfimo. 

Tomemos os conjuntos {1,2} e o intervalo (1,2). É claro que o maior elemento do 
primeiro conjunto é o elemento 2. O conjunto (1,2), entretanto, não possui um maior elemento. 
Para contornar este fato, substitui-se usualmente o conceito de maior elemento pelo conceito de 
menor superior. 

Assim, o número 2 não é o maior elemento de (1,2), mas é o seu menor superior. Dá-se a 
este elemento o nome de supremo (sup) de conjunto. Usualmente, A c 9t não vazio é limitado 
superiormente se existe c e 9t tal que x ~ c, 'ri x E A. Neste caso diz-se que c é ~ superior 
de A. Então, por definição o supremo de A (sup A) é tal que: 

1) sup A ~ x, 't/x e A (ou seja, sup A é cota superior de A) 
2) se y ~ x, 't/x e A então y ~ sup A (ou seja, sup A é a menor cota superior de A). 

Da mesma maneira, se A é não vazio e limitado inferiormente (ie., 3 c e 9t tal que 
c S x, 't/x e A; novamente neste caso c é chamado de cota inferior de A) define-se ínfimo de A 
(inf A) como a maior cota inferior de A: 

I) inf A $ x, "i/ x e A (ou seja, inf A é cota inferior) 
2) se y $ x, "i/ x e A então y S inf A (i.e., inf A é a maior cota inferior) 

O leitor deve perceber uma certa sutileza no que fizemos acima. Não existe 
necessariamente supremo de um conjunto limitado superiormente, estamos apenas definindo este 
conceito. Se o conjunto dos racionais fosse o conjunto que estivéssemos trabalhando, ao invés 
dos reais, teríamos problema com a existência de supremo. Por exemplo, não é difícil mostrar 
que (-oo,.Ji), embora limitado superiormente não possui supremo neste conjunto. 

Na verdade o conjunto dos reais é "construído" a partir dos racionais exigindo-se 
exatamente que todo conjunto limitado superiormente possua supremo. Isto é o que diz: 

Axioma da completeza: 

''Todo subconjunto dos reais limitado superiormente possui um supremo". 

o leitor atento pode verificar que este axioma é equivalente a um axioma análogo para 
ínfimo, uma vez que inf A = - sup( -A) , para todo A c 9t limitado inferiormente, onde 

-A={-x;xe A}. 
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Vamos agora demonstrar um resultado muito importante: Teorema de Bolzano­
Weierstrass. Para isto precisamos de algumas definições e teoremas. 

Definição: Seja (x n) seqüência em 9t . 

i) (xn) é monótona não-crescente se xn < x m quando n > m. 
ii) (xn) é monótona não-decrescente se xn < x m quando n < m. 

Diremos simplesmente que a seqüência é monótona caso não queiramos especificar se é 
não-crescente ou não-decrescente. 

Teorema 1.10: Toda sequência monótona limitada (x n) é convergente. 

Demonstracão: Suponhamos que (x n) é monótona não-decrescente (o outro caso é análogo). 

Seja A = {XII; n e N}. Sabemos que A é limitado superiormente, então pelo axioma da 

completeza existe s = sup Ae9t . Afirmamos que lim Xn=5. De fato, dado E > 0, s - E não 
pode ser cota superior de A Logo existe 1lo e N tal que s - E < xno <5. Como (xn) é 

monótona não-decrescente temos que s - E < X 11 S XII S S < s + E , 
o 

TI n > 1lo, ie., 

Is-xn I < E, TI n > 1lo, como queríamos demonstrar .• 

Precisamos ainda de algumas propriedades elementares de supremo e ínfImo: 

i) Sejam A C B subconjuntos de 9t não-vazios limitados superiormente. Então 
supA ~ supB. 

ii) Sejam A C B subconjuntos de 9t não-vazios limitados inferiormente. Então 
inf A ~ inf B. 

A prova dos resultados fica como exercício. 

Teorema 1.11 (Bolzano - Weierstrass): Toda seqüência limitada em 9t possui uma subseqüência 
convergente. 

Demonstra~ão: Seja (xn) uma seqüência limitada. Para cada k e N ,defina 
{xn;n > k}. É fácil verificar que {xn ; n > k} ~ { xn ; n > k + l}, logo 
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Como (xJ é sequência limitada, (Ak) 

existe l = 1 i m A I: .Defina "t e N tal que 

também é. Assim pelo teorema 1.10 

AI S x"t < AI + 1; n2 > n l tal que Anl S x n2 < ~ + ~ 

Suponhamos que nk e N está definido. Então podemos definir nk+1 > nk tal que 

Ank S Xnk+
1 

< Ank + I/k + 1. Construímos assim uma subseqüência (xnJ de {xJ tal que 

An S xn < An + l/k+ 1. Pelo teorema 1.8 (passando à subseqüência) temos que 
k UI k 

lim x = l. 
11 

k 

Observação: Se (xk) é uma subseqüência limitada em 9tn então (7t I (Xk)) é uma subseqüência 

limitada em 9tDpossuindo assim subseqüência (7tI (X kl )) convergente. Da mesma forma (7t2 (X kl )) 

possui subseqüência convergente ( 7t2 ( Xk2 )) e assim sucessivamente construíremos a subseqüência 

(xk.) de (xJ que é convergente pois existe lim 7t j (xk.),'Vj=I, ... ,n. Portanto, o teorema de 

Bolzano-Weirstrass vale para 9tn. 

Séries 

Definição: Se (xJ é uma seqüência em 9t então a série gerada por (xJ é a seqüência (S1:) 
definida por: 

s =x 
I I 

S =s +x 
2 I 2 

s =s +x 
I: 1:-1 I: 

Se (Sk) converge, nos referimos a limsk como a soma da série. Os elementos xn I s são 

chamados de termos e os elementos Sk de somas parciais ou reduzidas da série. 

-
Notação: Vamos denotar a série da defmição acima por L{xJ e lim sn por LXn 

=1 

Teorema 1.12: 

(a) Se as séries L{xJ e L{yJ convergem, então a série L{xn +yJ converge e 

n=l n=l n=l 
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(b) SeasérieI,{x..} converge e a E 9t ,entãoasérie I,{ax,.} convergeparaaI,xo 
0=1 

Demonstra&:ão: Imediata a partir do teorema 1.7, uma vez que séries são seqüências. 

Teorema 1.13: Se I,{x..} converge então lim Xo = O. 

Demonstra&ão: Basta observar que xk = Sk - Sk_1. Logo limite de (xk) existe pois limite de (Sk) 

existe e Iim xk = Iim Sk -Iim Sk-1 = O .• 

Teorema 1.14: Seja (xo) uma seqüência de números reais positivos. Então I,{x..} converge se, 

e somente se a seqüência (Sk) das reduzidas é limitada. Neste caso 
-
I,xo = lim Sk = sup {sk;k ~ I} 
0=1 

Demonstrª&ão: Como XII ~ O, rtn E N temos que (Sk) é uma seqüência monótona não­

decrescente. Assim pelo teorema 1.10 o resultado segue imediatamente .• 

Teorema 1.15 (Critério de Cauchy): I,{x..} é convergente se, e somente se para cada E> O 

existe no E N tal que se m> n ~ no, ~m - Sol < E. 

Demonstrª&ão: Imediata a partir do fato que uma seqüência é convergente se, e só se é de 
Cauchy .• 

Definição: Seja (x o) uma seqüência em 9t . Diremos que a série I,{xJ é absolutamente 

convergente se a série I,(lxol) é convergente. A série é dita ser condicionalmente convergente 

se ela é convergente mas não é absolutamente convergente. 

Teorema 1.16: Se uma série I,{xJ é absolutamente convergente então ela é convergente. 

Demonstração: Basta observar que IXn+1 + ... +xm I ~ Ixo+11+ ... + Ixml se m>n e aplicar o critério de 

Cauchy primeiro para a série convergente I,(lxol) e depois com a desigualdade acima concluir a 

sua validade para a série I,(xJ .• 
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Exemplos: 

(a) (Série geométrica) Seja a e (-1, 1) e considere a sequência de números reais (a D
), que gera 

k 

a série geométrica (Sk)' onde Sk = L a D. Observe que (1- a) Sk = 1-a k+l , assim se lal < 1 então 
D=O 

I_ak+1 1 
lim a k = O e portanto lim Sk = 1im = --o 

l-a l-a 
Logo a série geométrica converge para 

1 
l-a 

(b) (Série harmônica): Considere a série harmônica L(I/n). Afirmamos que esta série diverge, 

embora a seqüência dos seus termos convirja a zero. De fato, considere a seguinte seqüência de 
índices k i = 2 i 

, para cada i e K . Então 

1 
s =1+-

kt 2 

1 1 1 1 1 {I) 1 s = 1 + -+ - + - = s + -+ - > S + - = 1 + 2.-
kz 2 3 4 kt 3 4 kt 4 2 

Portanto, a subseqüência (Sk. ). não é limitada e a série harmônica não converge. 
I tE. 

Limites de Funções 

Seja X c 9tD
• Um ponto a e 9tD é dito de acumula&ão do conjunto X quando toda bola 

aberta de centro a contém algum ponto de X diferente de a. O conjunto dos pontos de 
acumulação de X será representado pela notação X'. 

Teorema 1.17: Dados X c 9t D e a e 9tD ,as seguintes afmnações são equivalentes: 

a) a é ponto de acumulação de X. 

b) Existe uma seqüência (xk ) em X com 1im xk =a e x k *a para todo keN. 

c) Toda bola de centro a e raio positivo contém uma infmidade de pontos de X. 

Exemplo: O é ponto de acumulação do conjunto {lI n ; n e N}. 

Se a e X não é ponto de acumulação de X, diz-se que a é um ponto isolado de X. 
Quando todo ponto a e X é isolado, dizemos que X é um conjunto discreto. 
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Seja f: X~ 9tm uma função definida num conjunto Xc9tD e a e X'. Diz-se que b e 9tm é 
o limite de f (x) quando x tende para a (notação lim f(x) = b) quando V' E> O,3B > O tal que 

x ...... 

V'x e X, O < Ix - ali < B => ~f (x) - bjI < e. Observa-se que por esta definição, não é necessário 

que ae X. 

Nestes tennos a continuidade de f em a e X se expressa da seguinte forma: se a é 
isolado, então toda função f: X ~ 9tD é contÚlua no ponto a. Se a e X' então f é contÚlua 
no ponto a se, e somente se lim f(x) = f(a). 

x ...... 

Um critério bastante útil para examinar a existência de limite é o seguinte: para que exista 
lim f(x) é suficiente que exista lim f(x.J seja qual for a seqüência de pontos 
x ...... 

(xk ) em X-{a}comlimxk =a. 

Teorema 1.18: Sejam Xc9tn,ae X',f,g:X ~9tm ea,~:X ~9t tais que existem os limites 
lim f (x),lim g(x), lim a(x) e lim ~(x) ~ O. x...... x...... x...... x ...... 

Então: 

i) lim(f(x)+ g(x» = limf(x) + limg(x) 
x-+a x-+a x-+a 

ii)lima(x)f (x) = (lima(x»).(lim f(X») 
x-+a x-+a x-+a 

ili)lim (a(x) t(X»)= lima(X)/lim~(X) 
x-+a \ /Ii~ x-+a x-+a 

Conjuntos Fechados 

Um ponto a e 9tD é dito aderente a um conjunto X c 9tD quando toda bola aberta de 
centro a contém algum ponto de X, ou equivalentemente, existe uma seqüência de pontos em X 
que converge para a. A coleção de todos estes pontos é chamado de fecho de X é será denotado 
por X. 

Observação: Se X c9tD então X c X, pois dado a E X, a = lim x k onde x k = a, V'k e N. 

Também vale X I c X, mais especificamente o leitor pode verificar que X = X u X'. 

Exemplos: 

a) Se X = [1,2], X = [1,2] 
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b) B(a,r) = B[a,r] 

Teorema 1.19: Dado A c 5)t limitado, então sup A e A e inf A e A. 

Demonstrasrão: Para cada n e N sabemos que sup A -1/n não pode ser cota superior de A, 
pois sup A é a menor cota superior de A. Assim, existe para cada n e N, x

D 
e A tal que sup 

A -1/n < xD :S;sup A. Como lim (sup A-l/n) = sup A, tem-se pelo teorema do Sandwich que D_ 
Jim x

D 
= supA, com x

D 
e A, 'Vn e N. Portanto sup A e Ã . A prova que inf AeA é análoga 

e fica a cargo do leitor .• 

Um conjunto X é dito fechado quando X = X, isto é, se lim x lt = a e x lt e X para todo 
k e N, então a e X . 

Teorema 1.20: Para todo Xc~, X é fechado. 

Exemplo: B [a, r] é um conjunto fechado do 9t", pois se Ilxltll:s; r, 'Vk e N e lim xlt = b então 

Ibll=limllxltll:s; r (veja o exercício resolvido I e use o fato que II~kll-11 b 1":s;I~k -b~). Em 

particular se X c 5)tD é limitado então X é limitado. 

Exemplo: S(a,r) c5)tD é um conjunto fechado de 5)t" provando-se da mesma forma que o 
exemplo anterior. 

Teorema 1.21: Um conjunto é fechado se, e somente se seu complementar for aberto. 

Teorema 1.22: Valem as seguintes propriedades. 

i) 0 e 5)tD são fechados. 

k 

ü) Se FI"'" FIt são fechados então 'i=: F; é fechado. 

li) ("\ FÃ. é fechado, se FÃ. é fechado 'ti Â. e I, onde I é um conjunto arbitrário de índices. 
Áel 

Observe que {x} é fechado com x e 5)tD. Todo conjunto X c 5)tD é a reunião dos seus 
pontos, isto é, U { x} = X . Como há conjuntos em 5)tn que não são fechados então a reunião 

JCeX 

arbitrária de conjuntos fechados não é necessariamente fechada. 

11 



Teorema 1.23: Seja X c9t" 

i) fr(X) = X ('\ (9t" - X) 

ü) X = Xu fr(X) 

Da mesma forma que definimos aberto relativo podemos definir fechado relativo da 
seguinte forma: Seja X c 9tft um conjunto e F c X. Diz-se que F é fechado em X se existe 
- -
F c 9t ft fechado tal que F = F ('\ X. É fácil ver que F é fechado em X se, e somente se 
X - F é aberto em X. 

Teorema 1.24. Seja f:X ~ 9tm uma função, X c 9tD
, f é contínua se, e somente se r-1(F) é 

fechado em X para todo F c 9tD fechado. 

Conjuntos Conexos 

Dados dois conjuntos A e B contidos em 9tft
, diz-se que eles são disjuntos se possuem 

interseção vazia ( A ('\ B = 0) e que são separáveis se a interseção de cada um deles com o 
fecho do outro é vazia ( A ('\ B = 0 e A ('\ B = 0). Conjuntos separáveis são sempre disjuntos, 

mas a recíproca não é verdadeira, como se atesta tomando-se, como exemplo: A = (0,1] e B = 
(1,2). Um conjunto C C 9tD é dito conexo se não pode ser representado como união de dois 
conjuntos separáveis ambos não vazios. Em outras palavras, C é conexo se C = A u B com 
A ('\ B = 0 e A ('\ B = 0 implica A = 0 ou B = 0 . Exemplos óbvios de conjuntos conexos 

são os intervalos da reta. Visualmente, um conjunto não conexo D = Dl U D2 podem ser 
apresentado na forma abaixo: 

Teorema 1.25: Um subconjunto I da reta real é conexo se, e somente se para cada x e I e y e I, 
com x < z< y, implica que z e I (ou seja, se, e somente se I é um intervalo). 
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Demons~ão: 

Necessidade: Suponhamos, por exemplo, que para x e y pertencentes a I e z e 9t, com x < z < 
y, tivéssemos z ~ L Neste caso, I poderia ser escrito com 1 = II U 12 ,onde II = 1 (\( -oo,z) e 
12 = 1 (\(z,oo). Tanto II quanto 12 são não vazios, pois contêm respectivamente x e y. Decorre 

também do fato de II C (-oo,z) e 12 c (z,+oo) que II (\ 12 = 0 e II (\ 12 = 0, ou seja, II e 12 são 
separáveis. Segue que I, não será conexo. Logo, z e I . 

Suficiência: Suponha que I não fosse conexo. Então existiriam dois conjuntos não vazios A e B 

tais que A u B = I, com A (\ B = 0 e A (\ B = 0 .Tomemos x e A e y e B com x < y 

(evidentemente, isto não implica em ...,perda de generalidade). Seja então z = sup (A f""I [x,y]). 
Decorre do teorema 1.19 que z E A. Logo, z ~ B. Pode-se então afirmar que x S; z < y. 
Se z ~ A, x < z < y e z ~ L Se z E A, Z ~ B existe: ZI > Z com x <ZI < y e ZI ~ B - -
(pois o complementar de B é um conjunto aberto e ZI ~ B => ZI ~ B). Então, x <ZI < ye 
ZI ~ I. Como esta é uma contradição com a hipótese, segue que I é conexo .• 

Teorema 1.26: Seja f:X c9tD ~ 9tm contínua, com X conexo. Então f(X) é conexo. 

Demonstracão: Suponha por absurdo que f(X) seja desconexo, ou seja, f(X) = A u B com 
A e B separáveis e ambos não vazios. Seja C = CI(A) e D = CI(B). Então X = CuD e 
nenhum dos dois é vazio. Como A c A, C c CI(A). Dada a continuidade de f e o fato 
de A ser fechado, temos que CI(A) é um conjunto fechado em X. Logo C (\ X c f-I(A) . 

Pela definição de D e A (\ B = 0, C (\ X (\ D = C (\ D = 0 .De forma análoga, mostra-
-

se que C (\ D é vazio. Segue que C e D são separáveis. Mas este fato colide com a hipótese de 
X ser conexo. Segue que f(X) é conexo .• 

Exemplos: 

a) 0, 9tD é conexo 
b) Todo conjunto fInito em 9t" é desconexo. 

Conjuntos Compactos 

Diz-se que K c 9t D é compacto quando K for limitado e fechado. 

Exemplos: 

a) B[a,r], S(a,r) são compactos, ae 9tD ,r>O. 

b) {x e 9t:; < p, x >S; r} é compacto para p e 9t~ e r ~ O. 
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Teorema 1.27: 

a) K 1 u .. . uK". é compacto, se Kj c 9tn é compacto, i = 1, ... , m. 

b) nKJ. é compacto, se Kl. c9tn é compacto TI Ãe I, I conjunto de índices arbitrário. 
MI 

c) Seja K1 :::> ••• :::> Km :::> ••• uma seqüência decrescente de conjuntos compactos em 9tn não vazios, -então n K". é não vazio . 
... 1 

Devido ao teorema de Bolzano-Weierstrass, um conjunto Kc9tn é compacto se, e 
somente se, toda seqüência de pontos (x~) em K possui uma subseqüência que converge para um 
ponto de K. O que é importante nesta caracterização é que o conceito de conjunto compacto é 
intrínseco, ou seja, não depende de onde esteja contido. De fato, suponhamos que K seja 
compacto. Dada uma (x~) seqüência em K, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass e pelo fato de 

K ser limitado, existe (xlI )( ,) subseqüência de (x k) tal que lim XII = X, logo x e K=K. 
IIEIC IIE IC' 

Reciprocamente, se vale a propriedade acima, dado x e K, existe (XII) seqüência em K tal 
IIEIC 

que lim xk = x. Como toda subseqüência de uma seqüência convergente é convergente e 
converge para o mesmo limite, devemos ter que x e K Assim K é fechado. Se K fosse 

ilimitado teríamos para cada k e N, xk e K tal que Ilxkll ~ k, Agora é fácil ver que toda 
subseqüência de (xk) é ilimitada, logo não convergente, o que é uma contradição. 

Teorema 1.28: Seja f:X~9tm contÚlua no conjunto Xc9tn
• Se KcX é compacto então 

f (K) é compacto. 

Demonstração: Seja (Yk) sequenclll em f(K) , Então existe (xk) seqüência em K tal que 

f(x k) = Yk' 'Vk e N. Pela observação que antecede o teorema temos que existe (Xj,}(lEIC') 

subseqüência em K tal que lim (Xl) = x e k Como f é contÚlua temos que (y 1 )( L ') é uma 
l~' ~IC 

subseqüência de f(K) tal que lim (Yk) = f(x) E f(K) , Novamente usando a caracterização 
teIC' 

acima temos que f(K) deve ser compacto, uma vez que dada a seqüência (y k) existe uma 

subseqüência (Yl )(lE IC ') que converge para um ponto de f(K). 

Corolário 1.29 (Teorema de Weierstrass): Seja f:K ~ 9t uma função contÚlua, K c9tn 

compacto, então f atinge seu máximo e seu mínimo em K. 

Demonstra&ão: Temos pelo teorema 1.28 que f(K) é compacto em 9t, ou seja, f(K) é um 
conjunto limitado e fechado de 9t. Assim existe a = inf f (x) e b = suo f(x), respectivamente 

XEK XEt 
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o ínfimo e o supremo de f(K). Além disso, a,b e f(K) pelo teorema 1.19. Portanto 
a ~ y ~ b, Vy e f(K) com a,b e f(K). Logo existem XO,x l e K tais que 
f(xo) = a ~ f(x) ~ b = f(x l ), Vx e K .• 

A definição acima de conjunto compacto não é geral, isto é, em espaços topológicos 
genéricos, definimos conjunto compacto de outra forma, muito embora nos espaços euclidianos 
com a topologia usual estas defInições sejam equivalentes. Isto é o que veremos abaixo. 

Definição: Sejam A um subconjunto de 5JtD e C={CJ.Mil como coleção de subconjuntos de 9tD, 
I conjunto de índices. 

i) C é uma cobertura de A se A c U CÁ' .Mil 

li) Dizemos também que C é uma cobertura aberta de A se C é uma cobertura e CÁ é aberto para 

todo Âe I . 

iii) Uma subcobertura de C é uma coleção B= {CJ.Mi1 tal que J c I. A subcobertura será finita 

se J for fInito. 

Teorema 1.30 (Heine-Borel): Um subconjunto K de 5JtD é compacto se, e somente se toda 
cobertura aberta de K admite uma subcobertura fInita. 

Aplicação à economia 

Sejam X c 5Jt: um subconjunto não vazio convexo e fechado e uma relação em X que 
satisfaz os seguintes axiomas: 

i) Vx,ye X, x>- y ouy>-x (completeza). - -

ii)V'x,y,ze X, x >-ye y >-z ~ x >-z (transitividade). 
- - -

iii) Vy e X, {x e X; x >-y} e {x e X; x-<y} são fechados (continuidade). - -

iv) x ~ y (i.e.,xi ~ Yi,i = l, ... ,n) e x*" y ~ x >- y (monoticidade forte). 

Observação: x >- y se x >- y e não é o caso que y >- x. 
- -

Neste caso temos a seguinte proposição: 
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Proposição: Se X = 9t: então existe u: X ~ 9t contínua tal que u(x) ~ u(y) se, e somente se 
x>- y, 'c/x, y e X. 

Em linguagem econômica X é o conjunto das cestas possíveis de um consumidor e >­

representa as preferências deste consumidor neste conjunto de cestas. A proposição acima mostra 
que sob certas condições (axiomas (i), (ü), (li) e (iv» podemos determinar uma escala numérica 
para as preferências do consumidor. 

Demonstra&ão: Seja 1 = (1, ... ,1) e 9tD
• Então, dado x e X, sejam A = {t e 9t+;tl>-x} e 

B = {t e 9t+; x>-tl}. Por (iv) A e B são não vazios e por (li) são ambos fechados, visto que a 

função cp:9t+ ~ 9t: é contínua e neste caso A = <p-{{y e X;y::-x}) e B = <p-l({y e X;y-:,x}). 
t~tl 

Por (i) temos que 9t+ = A U B. Pela conexidade de 9t+existe te 9t tal que ti - x. Usando (iv), 

temos que este t é único. Defina u:X ~ 9t tal que u(x) = 1. Além disso, 

u-l[to,oo]={xeX;u(x)~to}={xeX; x ::- u-1 (to)} e u-1[O,tol={xe X;x-:,u-1(tO)} são 

fechados o que mostra que u é contínua, visto que neste caso todo fechado em [O,oc) terá 
imagem inversa fechada (por quê? Veja exercício proposto 9) .• 

Na verdade vale um teorema mais geral: seX c9tD é conexo e >- é uma relação de 

preferências em X satisfazendo (i) - (li) então existe u:X ~ 9t contínua representando >- (ie., 

u(x) ~ u(y) <=> x>-y, 'c/x,ye X). 

o problema básico do consumidor é o seguinte: seja r a renda do consumidor e 
p = (Pl' ... ,PD) o vetor de preços dos bens 1, ... ,n. Dentro do contexto acima, definimos o 
conjunto factível como {x e X; < p, x > S r}. Se u: X ~ 9t contínua representa as preferências do 
consumidor, então o problema de maximização das preferências pode ser escrito como: 

max u(x) 
s.a<p,x>Sr 

xe X 

Uma primeira observação importante é que se u é contínua e p e 9t:. (o que implicará 
que o conjunto factível neste caso seja compacto) então o problema acima tem solução pelo 
teorema de Weierstrass desde que exista uma cesta factível. 

Diz-se que x, y E X são indiferentes (x - y) quando x>-y e y>-x. Uma cesta x E X 

é dita ser redundante (veja Simonsen,1989) quando existir y E X tal que x ~ y,y *" x, e x - y. 
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Considere ainda os seguintes axiomas: 

(v) x,ye X, x*y, x,y não redundantes tais que x - y ~ (I-t) x + ty >- x, 'v't e (0,1). 

(vi) 'v'xeX,'v'E>O, 3yeX talque Ix-yl<E e y>-x. 

Defmamos agora a função de utilidade indireta 

v(p,r) = max u(x) 

s.a.< p,x >S r, x e X. 

Verifica-se sem dificuldade que a cesta que resolve o problema de maximização acima 
esgota a renda do consumidor, isto é, < p,x > = r, onde x é a solução do problema, desde que 
(vi) seja satisfeita ou (iv) seja satisfeita para X = 9t:. Temos também que x é não redundante. 
Com efeito, se x fosse redundante existiria x' * x tal que x' - x, x ~ x'. Como os preços são 
todos positivos, <p, x'> < <p, x> = r. Mas então x' seria outro ponto de utilidade máxima e 
que não esgotaria a renda do consumidor, o que não é possível pelo que vimos acima. 

Vamos mostrar agora que se além disso (v) for satisfeito tem-se que x é único. Com 
efeito, suponhamos que x' seja outra cesta factível com a mesma utilidade (máxima) de x. Pelo 

que foi visto x e x' seriam não redundantes. Mas por (v) ~(x+x')>-x com ~(x+x') 
factível. Isto contradiz a hipótese de que x seja ponto de utilidade máxima. 

Neste caso, chamaremos a única solução do problema acima dado p e r de vetor x{p,r) 
de demanda marshaliana. Mais específicamente, xj (p,r) é a função demanda marshaliana do 
i - ésimo bem. 

Teorema 1.31: Suponha que as preferências de um consumidor satisfaçam (i)-(iii) e (vi). 
Então a função demanda marshaliana xj:9t;.. x9t+ ~ 9t é contínua, 'v' i = I, ... ,n. 

Demonstra&ão: Apresentamos aqui uma demonstração de (Simonsen, 1989): Considere u dada 
pela observação após a proposição. Sejam (po,ro)e9t:1 tais que (po,ro) ~ (p,r)e 9t;"x9t++. 
Notemos inicialmente que a seqüência (x(po,ro»o~l é limitada. Com efeito, tomando p'e 9t;.. 

tal que p'S Po' 'v'n e N, e r'~ ro' 'v'n e N, é imediato que 

<p',x(po,ro»S<po,x(po,ro)>=roSr'. Isto posto, para provar que a função demanda 
marshaliana é contÚlua basta provar que qualquer subseqüência convergente de (x(po ,rO»(OE lt) 

converge para x(p, r). 

Seja então (x(po ,ro »jElt subseqüência que converge para y. Como . . 
< Po ,x(po ,ro) >=ro. segue-se passando ao limite, que <p, y> = r, isto é, y é factível com 

I •• • 

respeito ao par (p, r). Para provar que y = x(p, r) basta então provar que, se y' é factível com 
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< p,y'> rn respeito ao par (p, r), u(y) ~ u(y1. Seja Jl = - Verifica-se imediatamente que 
n <Pn'Y'> r 

<p '> < p Jl y'>= ,y r < r 
11' 11 11 - D· 

r 

Isso significa que JlnY' é factível em relação ao par (Pn ,rn). Logo, como x(Pn ,rn) é o 
ponto de equilíbrio do consumidor com respeito ao par (Pn ,rn) tem-se u(x(Pn ,rn» ~ u(JlnY') 
portanto u(x(Pn

j 
,rnj » ~ u(Jln j y'). Passando ao limite quando i ~ 00 e notando que 

Jln ~ I quando n ~ 00 temos: u(y) ~ u(y') o que completa a prova. • 
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Exercícios Resolvidos - Seção 1 

1) Sejam seqüências reais convergentes tais que xk S Yk' 'v'k e N. Então lim xk S lim Yk . 
k-++_ k_ 

Solução: Sejam a = lim xk e b = lim Yk. Suponha por absurdo que a>b. Seja 
k_ k_ 

e = (a - b) /2 > O. Existe ko e N tal que para todo k e N, k ~ ko ' I xk - aI< e e I Y k - bl< e. Seja 
k~ko' então -e<xk-a e Yl-b<e. Como a-e=(a+b)/2=b+e temos que 

a+b 
Y k < -2- < x k' o que é absurdo. Portanto concluí-se que aS b. 

2) (a) Se X cF, F é fechado em ~D , então X c F. Mostre também que X c Y com 
X e Y subconjuntos em ~D implica X c Y. 

(b) Se A e B são conjuntos abertos em ~D então AnB é conjunto aberto. 

(c) Seja {AJÂ.EI uma família de conjuntos abertos onde I é um conjunto arbitrário de 

índices. Mostre que u A-t é sempre um conjunto aberto, embora n A-t nem sempre seja 
~I Ã.EI 

um conjunto aberto. Dê um exemplo justificando a última afIrmação. 

Solução: (a) Dado x e X, existe (xJ
Delt 

seqüência de números reais em X com X D ~ x. 

Como X c F e F é um conjunto fechado vale que x e F também. Como X c Y e Y é um 
conjunto fechado tem-se imediatamente que X c Y. 

(b) Vamos provar que A n B c int( A n B). Se x e A n B então x e A e x e B . Como 
A e B são conjuntos abertos isso implica que existem e l > O e e2 > O tais que 

B{x;eJ c A e B{x;e2 } c B. Para e = min{ep e2 } tem-se B{x;e} c A e B{x;e} c B. Logo, 

B{x;e}cAnBexe int(AnB). 

(c) x e u A-t implica que x e A,.' para algum J...' e L. Como A-t é aberto, I, existe 
~I A 

e>O tal que B{ x;e} cAl.'. Daí, tem-se que B{x; e} c u A-t e, portanto, x e in! u A-t) 
~I \~I 

Exemplo: Seja A
D 

= {-1/n,1/n} paracadane N. Obviamente, A
D 

é um conjunto aberto para 
todo n.Todavia, {O} = n .4". 

"eM 

3) Mostre que int (X n Y) = int( X) n int(Y) e int( X u Y)::::> int( X) uint(Y) com X e Y 
subconjuntos de ~D. Dê um exemplo onde a inclusão acima não é uma igualdade. 

Demonstração: 

Como int(X) c X e int (Y) c Y tem-se que int(X) n int(Y) c X n Y. Da parte (b) do exercício 
anterior obtém-se que int (X) n int (Y) é um conjunto aberto e, portanto, 
int(X)nint(Y)cint(XnY) . 
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Obviamente, int( X n Y) c X e int( X n Y) c Y. Como int( X n Y) é aberto vale que 
int(X nY) c int (X) e int(X nY) c int (Y). Logo, int(X nY) c int (X) nint(Y). Temos que 
provar que int(XuY)::>int(X)uint(Y). Como int{X)cX e int{Y)cY vale que 
int( X) u int (Y) c X u Y.Da parte (b) do exercício anterior tem-se que int( X) u int( Y) é um 
conjunto aberto. Logo, int(X) uint(Y) c int(X uY). 

Exemplo: Sejam X = (O ,1] e Y = [1,2]. Tem-se que 
int (X)= (0,1), int(Y)= (1,2) e int(X u Y)= (0,2). Obviamente, 
int(X uY) ex int (X)uint (Y),já que 1 e int(X uY) e 1 fi!: int(X) uint(Y). 

4) Para cada um dos conjuntos seguintes determine sua fronteira: 

X = [0,1], Y=(O,I) u(I,2), W = N e A ={x e 9t:;(p,x}~ m} 

Solução: jr(X)={0,1},jr(Y)={0,l,2},jr(W)= N e jr(A)={xe 9t:;(p,x}=m} 

5) Considere o seguinte problema de maximização de utilidade do consumidor: 

Max 

s.a. 

Pl Xl + P2 X2 ~ m 

onde a. e (0,1), P = (Pl' pJ e 9t~ em> ° 
Justifique a existência de solução ótima para o problema acima. Sob que condições não 

se pode garantir a existência de solução ótima? 

Solução: Seja U:9t! ~ 9t definida por u( Xl; X2) = X~ x~-cx com a. e (0,1), U é uma função 
contÚlua. Devemos provar que para toda sequencta 

(( Xl. ' x2.)) DE IC c 9t! com (Xl. ' X2.) ~ (Xl' xJ e 9t! tem-se U( Xl. ' x2.) ~ U( Xl' x2). De 
a a l-cx l-a D . 'dad d Xl ~ Xl e X2 ~ X2 tem-se que Xl ~ Xl e X2 ~ X2 . a contmul e a .. .. 

multiplicação de números reais tem-se que x~ x~a ~ x~ x~-a. Seja 
• • 

A={(xl'xJe9t!;Plxl+P2x2~m}. Como (pl'pJe9t~ tem-se que A é um conjunto 
compacto. Pelo teorema de Weierstrass, U restrito a A atinge um valor máximo e um valor 

mínimo. Logo, existe (x;,x;)e A talque U{x;,x;)~U{Xl'X2)' V'{Xl'X2)e A. 

Se {Pl' pJ e 9t! então A não é necessariamente um conjunto compacto e, neste caso, não 

se pode garantir a existência de solução ótima. De fato, se Pi = ° para algum i e {1,2} então A 
não é um conjunto limitado e o problema do consumidor não tem solução ótima, visto que neste 
caso U seria ilimitada superiormente em A. 

. GETULIO VARGAS 
fUNDAt,:AO wn\JJi, SlMO~S~ 

.1BLl01ECAl\lARlO liF..~ "" 
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6) Considere o problema de maximização de lucros da fmna dado por: 

onde f:9t! ~ 9t é uma função definida por 

f{xl'x2) = ax l + bX2 com (a, b) e 9t!., (Wl' w 2) e 9t!. e p e 9t++. Supondo que os lucros 

sejam sempre positivos em qualquer solução ótima, mostre que o problema da firma assim 
proposto não possui solução ótima. Será que o mesmo resultado vale para uma função de 
produção f qualquer com retornos crescentes de escala? 

Seja Y = {(y,- x I ,- x2) e C;f{XI,X2) ~ y} ~ O o conjunto de possibilidades de produção da 

firma. Supondo que Y seja um conjunto limitado, justifique a existência de solução para o 

problema de maximização de lucros tanto no caso f{xl'xJ = ax l + bX2 quanto no caso f{xl'x2) 

uma função de produção com retornos crescentes de escala e contínua. 

Solução: O problema de maximização de lucros da firma pode ser escrito da seguinte forma 
alternativa: 

Max py- w I XI - w 2 x2 
s.a. 

{y,-xl'-xJe Y 

onde Y = {(y, - xl'- x2); a XI + b x2 ~ y} 

Suponhamos por absurdo que este problema tenha solução, i.e., 

existe{y·,-x;,-X;)e Y tal que PY·-WIX;-W2X;~Py-WIXI -W2X2, \f(y, - xI' - x2) e Y 

• • • (...) 'ipi Como p y - W I XI - W 2 X2 > O e n y , - n XI' - n X2 e Y, v n e N tem-se que, para 

n e N suficientemente grande, p n y. - W In x~ - W 2n x; > py. - W IX; - W 2X; (Contradição I). 

No caso da firma possuir uma tecnologia com retornos crescentes de escala, prova-se por 
argumento semelhante o mesmo resultado. Supondo que Y seja um conjunto limitado, tem-se 

tanto no caso f(xl'x2) = aXI + bX2 quanto no caso em que f(xl'x2) é uma função de produção 

com retornos crescentes de escala e contÚlua que Y é um conjunto fechado e, portanto, 
compacto. Pelo Teorema de Weiertrass, em ambos os casos garante-se a existência de solução 
ótima para o probrema da fmna. 

21 



Exercícios propostos: Seção 1 

I) Diga se os seguintes conjuntos são: a) aberto: b) fechado; c) limitado; d) compacto; e) 
conexo. 

i) {(xl' ... ,x,,) e 9t;;!arX; Sb}, ondea;,be 9t+,i=I, ... ,n. 
=1 

li) 9t1l \B(a,r),a e 9t1l ,r > O. 

iii) B(o,J)U{ x e 91;'.; ~x; < 2}. 
iv) {(x,y) e 9t2 ;x2 +4i S 3,x+ y S I,x ~O e y ~ O}. 

v) {(x,y)e9t!;xySI}. 

2) Prove que para todo conjunto X e9tD
, intXé um conjunto aberto. 

3) Diga se é verdadeiro ou falso; provando a sua afmnativa: 
a) um conjunto A e 9tD é aberto se, e somente se jr(A)f1A = tP. 
b) o fecho da união de dois conjuntos é a união dos fechos destes conjuntos. 
c) o equivalente do item (b) para interseção. 
d) um conjunto é conexo se, e somente se seu fecho é conexo. 
e) a interseção de dois conjuntos conexos é conexo. 

4) Mostre que se f:X ~ 9tD é contínua e YeX então f I y é contínua. 

5) Seja {CJl.EI uma coleção de conjuntos conexos, I conjunto de Úldices, tal que f1 CÁ * 0. 
ÁEI 

Então U CÁ é conexo. 
ÁEI 

6) Um conjunto X e 9tD é conexo por caminhos se para todo par de pontos x e y em X existe 
a:[a, b] e9t ~ X contínuo tal que a (a) = x e a (b) = y. Mostre que se X é conexo por 
caminho então X é conexo. (Sugestão: use o exercício anterior). 

7) Mostre que toda transformação linear T:9tD ~ 9tm é Lipschitziana. (Decorre daí que toda 
transformação linear é contínua). 

8) Usando o exercício anterior verifique se os conjuntos do exercício I são conexos. 

9) Seja f:X e 9tD ~ 9tm tal que a imagem inversa de toda a bola é um aberto em X. Então f é 
função contínua. 

10) Seja A e 9t não vazio limitado superiormente. Mostre que s e 9t é o supremo de A se, e 
somente se 

i) s ~ x, \:;Ix e A 
li) \:;Ir, > O, 3x e A tal que s-r, < x. 
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Enuncie e demonstre resultado análogo para ínfImo. 

11) (Teorema do valor intermediário) Seja f:D c9tD ~ 9t contínua com D conexo. Se 
f(a)< a <f (b), com a, b e D então existe c e D tal que f(c) = a. 

12) Mostre que todo polinômio de grau ímpar com coeficientes reais tem pelo menos uma raiz 
real. 

13) Sejam f, g: X c9tD ~ 9t e a e X' tais que 1im f(x) = O e g é limitada. Mostre que 
lt ...... 

1im f(x) g(x) existe e é igual aO. 
lt ...... 
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2) CONVEXIDADE, CONCA VIDADE E QUASE CONCA VIDADE 

Convexidade e concavidade 

a) Conjuntos Convexos 

Dado um conjunto D, diz-se que D é convexo quando, dados dois quaisquer de seus 
pontos x e y, o segmento que une x a y está todo ele contido em D. Graficamente, no 9t2

, temos: 

ConTUO não convexo 

(figura 2.1) 

Formalmente D c 9t1l é convexo quando para "i/ x, y e D, a x + (1- a) y e D para 
todo a tal que O ~ a ~ 1. Definem-se também como convexos o conjunto vazio e os conjuntos 
com um único ponto. 

Exemplos: As bolas B (a, r), B(a,r] são convexas, enquanto a esfera S (a, r) não é convexa. 

b) Funções Convexas 

Dada uma função f: D ~ 9t, D c9tD ,D convexo, diz-se que f é convexa quando, dado 
quaisquer x e y e D e O~ a ~l tem-se f (ax+(l-a) y) ~ a f (x) + (l-a) f (y). 

Simetricamente, diz-se que f é côncava quando -f é convexa, ou seja, quando dados 
quaisquerxeyeD eO~ a ~l, f (ax+(l-a)y) ~af(x)+(1-a)f(y). 

Observe que o termo convexo aplica-se tanto a conjuntos quanto a funções, embora com 
sentidos diferentes. O termo conjunto côncavo não é definido para conjuntos. 

No que se segue, trabalharemos predominantemente com funções côncavas. A 
modificação dos resultados para o caso de funções convexas é imediata, ficando a cargo do 
leitor. 

A visualização de uma função côncava f: D ~ 9t, D c 9té apresentada abaixo, onde 
c = (la + (l-a) b para a e [0,1]. 
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f(b) 

f (c) 

L(c:)-af(a)+(1-a) f(b) 

f(&) -

----r-------------~------------~:~ 
b a c 

(figura 2.2) 

Na figura 2.2, a imagem do ponto c pela função f situa-se acima (na ordenada) da 
combinação af (a)+ (l-a) f (b), o que caracteriza a concavidade da função. 

Observe ainda que a f(a) + (l-a) f (b) representa a ordenada de c correspondente à reta 
que passa pelos pontos (a, f (a» e (b, f(b». De fato, esta reta tem por equação: 

L (x) = f (a) + f (b) - f (a) (x - a) 
b-a 

Fazendo-se x = c = a a + (l- a) b, obtém - se: 

L (c) = a f(a)+ (l-a) f (b) 

O gráfico 2.2 mostra que dados a, b e D e O:S; a :s; 1, se definirmos c = a a + (1- a) b e f for 
côncava, teremos sempre: 

f (c) = f (aa+ (l-a) b) ~ L (c) = a f(a) + (l-a)f(c) 

Geometricamente, isto significa que o gráfico da função ao longo de qualquer segmento 
no domínio situa-se acima da secante correspondente. 

Exemplos: 

1) Todas as transformações afins de 9tD em 9t (ie., uma transformação linear adicionada a uma 
constante) é côncava e convexa simultâneamente. Reciprocamente dada uma função que é 
sumultâneamente côncava e convexa, ela é a restrição de uma transformação afim a um 
subconjunto convexo. 

2) f: 9t ~ 9té função convexa. 
xHx2 

Teorema 2.1: Sejam D um conjunto convexo não vazio do 9tD e fi e f2 funções côncavas, 
fi e f2 definidas em D e com valores em 9t. Sejam ainda ai e a2 números reais não negativos e 
f: D ~ 9t uma função definida por f = ai fi + a2 f2 • Então f é uma função côncava. 

25 



Demonstra&ão: Sejam a, b e D e O S; a S; 1. 

1 2 

I(a a+ (l-a)b)= (aI 11 +a2/2) (aa+(l-a)b) = 

aI 11 (aa+ (l-a)b)+a2/2 (aa+(l-a)b)~ 3 

4 

aI (ai;. (a)+(l-a) i;. (b»+a2 (a12 (a)+(l-a)/2(b» = 
s 

a(a1 11 (a)+a2/2 (a»+(1-a)(a1 i;. (b)+a2/2(b»= 
6 

a(a1 11 +a2/2)(a)+ (l-a)(a1 11 +a2/2) (b)= 

ai (a)+(l-a)1 (b) 

Na demonstração acima as passagens 1 e 6 utilizam a definição de f e as passagens 2 e, 5 
a definição de (aI fI +a2f2 ) (x) como a1f1 (x)+a2f2 (x). A desigualdade 3 decorre da 
concavidade de fI e f2 e do fato de aI e a 2 serem número reais não negativos. A passagem (4) 
corresponde a um simples reordenamento dos termos. 

o teorema acima estende-se facilmente no caso de m números reais não negativos 
al'a2 , ... ,am, em funções fI f2 , ••• ,fm. Se f é definida como aI fI +a2 f2 + ... +amfm e cada 
uma das funções fi (i = 1,2, ... ,m) é côncava, então f é côncava. 

Quase concavidade 

Definição (Quase concavidade): Seja f: D ~ 5Jt,sendo D um conjunto convexo do 5JtD. Diz-se 
que f é QUase-CÔncava quando dado um número real a qualquer, o conjunto 
C={xe D;f(x)~a} for um conjunto convexo. 

Para exemplificar esta definição, tomemos inicialmente a função de apenas uma variável 

(D c5Jt) f(x) = _x2
, cujo gráfico desenhamos abaixo: 

c 

a 

(figura 2.3) 

Observa-se facilmente que, qualquer que seja o número real a, o conjunto dos pontos x 
tais que - x2 ~ a é um conjunto convexo. Na exposição gráfica acima tomamos a < O. Para a = O 
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o conjunto C se resumiria a um conjunto formado por um único ponto (x = O) , que por definição 
é convexo. Da mesma forma, se tivéssemos a > O o conjunto C seria vazio e, também por 
defirnUção,convexo. 

Tomemos agora a função de duas variáveis definida no 9t!, U(xl'~) = (Xl ~i\3. Neste 
caso não desenharemos o gráfico da função (o que exigiria um diagrama em três dimensões, duas 
para o domínio e uma terceira para os valores assumidos pela função), mas apenas o lugar 
geométrico dos pontos de seu domínio tal que o valor da função seja igual a uma certa constante 
(curvas de nível da função): 

Domimio da função Conjunto de valores da função 

(figura 2.4) 

Neste caso, o sentido da quase concavidade é que, dado a e 9t, o conjunto 
Z = {(xl'x2 ) e 9t:;(x1 X 2 )1\3 ~ a} hachureado na parte esquerda da representação acima (para 
a >O) é um conjunto convexo. 

Nos dois exemplos acima apresentados as funções, além de quase côncavas, são também 
côncavas. Isto não precisa necessariamente ocorrer. Por exemplo, a função f: 9t ~ 9t definida 
por f(x) = x3 é quase côncava mas não é côncava. Observa-se facilmente pelo gráfico desta 
função que, dado o número real na ordenada, o conjunto {x; x3 ~ a} = [a 113 ,+00) (hachureado na 
figura abaixo) é um conjunto convexo. 

(figura 2.5) 
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Por outro lado f(x) = X3 não é uma função côncava pois dado por exemplo 
aI = 2, a2 =0 ea= 0,5, f(aa l + (l-a)a2 ) = I < a f(al )+(l-a)f(a2 ) = 4. 

Um outro exemplo de função quase côncava que não é côncava, definida no 
9t!, é dada porf(xl'~) = X IX2• 

Os teoremas a seguir ajudam muito na identificação das funções quase-côncavas. O 
primeiro deles nos lembra que, embora possa haver funções que são quase-côncavas e não 
côncavas, o oposto não pode ocorrer. Já o segundo nos dá condições para que uma função 2 
vezes diferenciávell seja quase-côncava. 

Teorema 2.2: Todafunção côncava é quase-côncava. 

Demonsmwão: Seja f:D~9t,Dc9tn,D convexo, uma função côncava. Seja dado o número 
real a e suponhamos que para Xl e D e x2 e D, f (Xl) ~ a e f(x2) ~ a. Como f é côncava, 
dado qualquer a e [0,1], f(a Xl +(l-a)x2)~a f(xl )+(I-a) f(X2)~a a+(I-a)a=a. 

Isto prova que o conjunto {x e D; f (x) ~ a} é convexo qualquer que seja ae 9t. Segue que f é 
quase côncava. 

Teorema 2.3: Seja f(x) uma função real duas vezes diferenciávef em 9t:. Então 

(i) Se f(x) é quase-côncava, entãoB2 ~ 0, B3 S; 0, ... (-1)" B" ~ 0, 'Vx e 9t" (B I S; ° sempre). 
(ü) Reciprocamente, se ~ < 0, B2 > 0, ... ,(-1) DB" > 0, 'Vx e 9t: então f(x) é quase-côncava em 

9t:, 

df d2f 
f =-(x) f. = (x) 

1 dx. IJ dx.dx. 
1 1 J 

Quase Concavidade na Teoria do Consumidor 

Na teoria do consumidor, admite-se normalmente que as preferências satisfaçam a uma 
série de axiomas comportamentais e que sejam passíveis de representação por uma função 
utilidade U:D ~ 9t,D c9t: com U(D) = A. Neste contexto, o número real ao qual se faz 
associar (pela função U) um certo vetor do 9t: representativo de uma cesta de bens tem apenas a 
função de representar uma hierarquização de preferências, não interessando o seu valor absoluto. 
Desta forma, diz-se que a cesta de mercadoria X é preferível à cesta de mercadoria y se, e 
somente se U(x) > U(y). Repare que U(x) e U(y) são dois números reais. Assim, se tomarmos 

1 Ver defmição no próximo capítulo. 

2 A defmição de diferenciabilidade será apresentada na seção seguinte. 
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uma função monótona crescente f:A' -+ 9t, A C A', teremos U (x) > U (y) se, e somente se 
(fo U) (x) > (fo U) (y), o que significa que, tal como a função U, a função composta foU é 
também representativa das preferências do consumidor em questão. Esse arrazoado se resume 
numa conhecida proposição da teoria do consumidor, apresentada abaixo. 

Proposição 2.1: (Teoria do Consumidor) Dada uma função U: 0-+ 9t, O c9tD convexo e uma 
função monótona crescente f: A -+ 9t, U (O) c A então a função U representa as preferências do 
consumidor se, e somente se a função composta foU também representa tais preferências. 

Este fato implica que, na teoria do consumidor, possa-se operar com uma função utilidade 
básica U ou qualquer uma de suas transformadas crescentes. Neste sentido, vale a pena observar 
que, ao contrário da propriedade de concavidade, a propriedade de quase concavidade não se 
perde quando se efetuam transformações monótonas crescentes de uma função. Este ponto é 
demonstrado a seguir. 

Teorema 2.4: Seja O c 9tD convexo, U:O -+ 9t uma função quase-côncava 
com U(O) ~ A e f:A -+ 9t, uma função monótona crescente. Então a função composta 
foU:O -+ 9t é quase-côncava. 

Demonstrª&ão: (Esta demonstração utiliza o resultado do exercício resolvido número 3). Sejam x 
e y dois pontos quaisquer pertencentes a D com a propriedade foU(x) ~ a e foU (y) ~ a para 
um certo ae9t. Então U(x), U(y) e f-I [a,oo) e U(x), 

U(y) ~ min{U(x), U(y)} e f-I [a,oo) ~ U(cn+(l-a)y) ~ min{U(x),U(y)} e f-I [a,oo) 

~ F oU(cn+ (l-a)y) ~ f(min{U(x),U(y)}) e [a, 00). Portanto foU(ax+(l-a)y) ~ a.Segue 
que foU é uma função quase côncava. 
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Exercícios resolvidos - Seção 2 

1) Sejam f:9l: ~ 9l uma função de produção, Y = {(y;-x) e 9lD+l; y :S f(x)} o conjunto de 

possibilidade de produção e V(y} = {x e 9l: ; y:S f(x)} o conjunto de fatores de produção 

requeridos para produzir y e 9l+ de uma firma. Demonstre que f côncava implica V(y} e Y 
conjuntos convexos. 

Solução: Dado ye9l+, sejam x=(Xl' ... ,xJ e x'=(x~, ... ,x:)e V(y},x*x',e Âe (0,1). 

Temos que provar que Âx + (1- Â)x' e V(y). Como f(x) ~ y e f(x') ~ y e f é côncava tem­

se que f(Â.x + (I - Â.)x') ~ Â.f(x) + (1- Â.) f(x') ~ Â.y + (1- Â.)y = y. Logo, Â.x + (1- Â.)x' e V{y) 

Agora, sejam (y,-x) e (y',-x') e Y, com y * y' ou x * x', e Âe (0,1). Temos que 

provar que (Ây+(1-Â)y',-(Âx+(1-Â)x')) e Y. Da concavidade de f, f(x) ~ y e f(x') ~ y' 

tem-se que f(Âx+(1-Â)x') ~ Âf(x)+(1-Â) f(x') ~ Ây+(1-Â.)y'. 

wgo (Ây+(1-Â)y',-(Âx+(1-Â)x')) e Y. 

2) Seja V(y) o conjunto de requerimento de fatores de produção de uma firma. Verifique em 
cada caso se a tecnologia é (i) convexa e (ü) fechada: 
a) V(y)={xe9l! ; axl ~ log y, bX2 ~ log y} 

b) V(y)={ xe9l! ; axl + bX2 ~ y, Xl > O} 

c) V(y)={xe 9l! ; x~ X~-4~ y, O < a < I} 

d) V(y)={xe 9l!; min {axl' bx2 } ~ y} 

onde x = (Xl' x2 ), a > O, b > O. 

Solução: 

a) 

i) Sejam Xl = (Xli, xD, X2 = (X1
2 

, X;) e V(y) ea e (0,1), 

a x~ ~ log y e b x~ ~ log y, i = 1,2. Portanto a(ax~ + (l-a)x~) ~ log y. 

aXl +(1-a)x2 e V(y). 

temos que 

Donde segue-se que 

ii) É fácil ver que V(y), 'V y~ 1. Dado y ~ 1, seja (xJ D~l seqüência em V(y) , com x
D 
~ x, onde 

x
D 

= (Xl. ,x2.) e x = (Xl' x2 ). A provar que x e V(y). Observe que 

X
D 
~ x => Xl. ~ Xl e x2• ~ x2 e axl• ~ log y e bx 2• ~ logy, 'Vn ~ 1. 

wgo, pelo exercício 1 da seção 1 temos que: ax l ~ log y e bX 2 ~ log y. Da mesma forma, 

Xl ~ O e x 2 ~ O => Xl ~ O e x 2 ~ O. Logo, x=(x l ,x 2 ) e V(y). O que acontece quando . . 
y < I? Neste caso V(y) = 9l:. 
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b) 
i ) Basta aplicar o exercício anterior uma vez que a função logarítimica é côncava. 

ii) Todavia, V(y) não é fechado. De fato, seja xD=(.!., bY _..!..) . De imediato, tem-se 
n bn DE It 

XD e V(y), V'n~I e XD --+(O,y/b). Todavia, (O,y/b)EV(y). 

c) 

i) Idem ao item anterior. 

ii) Seja (X")"~l seqüência em V(y) , x" --+ x. Temos que provar que xeV(y). 

xn --+ x::::> Xl --+ Xl e X2 --+ X2. Como Xl ~ ° e X2 ~ ° tem-se que Xl ~ ° e X2 ~ 0, pelo . . .. 
exercício 1 da seção 1. Por outro lado, pela continuidade da função logaritmo 
log Xl --+ log Xl e log x2 --+ log X2 Como a log Xl + (I-a) log x2 ~ y, V' n ~ 1, tem-se pelo 

• • •• 
exercício 1 da seção 1 que a·log Xl + (I-a) log x2 ~ y. 

d) 

i ) Idem ao item anterior. 

ii) V(y) é fechado V'y~. De fato, seja (XD)D~1 seqüência em V(y) tal que x" --+ x. Temos que 

provar X e V(y). xD --+ X ::::> XIII --+ Xl e X2D --+ X2. Como mio {axl., bX2J~ y, V'n ~ 1 temos 

axl ~ Y e bX2 ~ y,V'n~I ::::> axl~ Y e bX2~ y::::> mio{axl ; bX2 } ~ y. Da mesma forma, Xl ~ ° 
• • • 

e X2 ~ 0, V'n ~I ::::> Xl ~ ° e X2 ~ O . • 

3) Alternativamente à definição apresentada no texto, diz-se que f:D --+ ~,D C~D convexo, é 
quase côncava, quando para quaisquer X e y pertencentes a D e a e [O,I],f (x) ~ f (y) implica 
f (ax+ (I-a)y) ~ f (y). Prove que as duas defmições são equivalentes. 

Solução: 
a) Iniciamos provando que a definição do texto implica a definição aqui apresentada. Para isto, 
basta tomar a = mio {f(x),f(y)}. Segue que, como 
f(x)~ ae f (y) ~ a,f( ax+(1-a)y) ~ a = f (y) para qualquer ae [0,1]. 

b) Suponhamos agora que f(x) ~ f(y) implica f (ax + (l-a) y) ~ f (y). Precisamos provar que, 
para cada a e ~ e a e [0,1], se f(x) ~ a e f(y) ~ a implica f (ax + (l-a)y) ~ a. Sem perda de 
generalidade, seja f (y) = min{ f(x), f(y)}. Então, pela hipótese, f (ax + (1- a) y) ~ f (y) ~ a. 

4) Seja f: D --+~, D c ~" convexo. Diz-se que f é estritamente côncava se dados 
x,ye D,x*yeae (0,1), f(ax+(l-a)y»af(x) + (I -a) f(y). Alternativamente f é 
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estritamente convexa se -f é estritamente côncava. É claro que toda função estritamente 
côncava (convexa) é côncava (convexa). Dê exemplo de funções côncavas (convexas) que não 
sejam estritamente côncavas (convexas). 

Solução: 
a) Seja f: 9tD --+ 9t um funcional linear. Dados x, y e 9tD 

, a e [0,1], temos que 
f(ax+(I-a)y)=af(x)+(I-a)f(y) . Assim fé côncava e convexa ao mesmo tempo. Mas 
observe que se tomarmos X:F- Y e a e (0,1) acima, vemos facilmente que f não é nem 
estritamente côncava nem estritamente convexa. 

{

X, se xS y 
b) Seja g:9t2 --+ 9t tal que g( x, y) = min {x, y}, ou seja, g( x, y) = . Esta função é 

y,sey>x 

côncava. De fato, sejam (Xl'YI),(X2'Y2)e 9t2,ae [0,1]. Então 

~a{ xl'Y 1)+(I-a)(x2,y 2)) = ~a Xl +(1-a)x 2,a y I +(1-a)YJ) = 

min{axl +(I-a)x2,ayl +(I-a)Y2} ~ amin{xI'YI}+(I-a)min{x2'Y2} = ag(xI'YI)+(I-a)g(x2'Y2) 

Conclui-se então que g é côncava. Mas g não é estritamente côncava, visto que para todo (x,y) 
e 9t2 com x S y , g(x,y) = x, que é linear. Segue do exemplo anterior que a restrição de g a esta 
parte do domínio não é estritamente côncava. 

c) Seja f:Dc9tD --+ 9t, onde D é tal que se t > ° e x e D => t x e D , uma função homogênea de 
grau 1, isto é, f(tx) = t f(x),x e D, te 9t++. Se f, além disso, é côncava então f não pode ser 
estritamente côncava. Com efeito,seja x e D, X:F- Oe portanto 3x e D, logo 

1 1 1 1 
f (- x +- (3x» = 2f (x) =- f (x) +- f(3x). 

2 2 2 2 

o que ocorre de fato com estas funções é que ao longo das semi retas abertas que partem do ° e 9tD elas são lineares. Mas existem exemplos não triviais de funções positivamente 
homogêneas de grau 1 que são côncavas, como por exemplo a função de Cobb-Douglas: 
f:9t: --+ 9t tal que f (x,y) = XUyl-a, a e (0,1) (veremos mais tarde que f é côncava) e 

g:9t2 --+9t tal que g(x,Y)=~X2+y2 . 

5) Diz-se que f: D --+ 9t, De 9tD convexo é quase convexa quando -f é quase côncava. 
Adicionalmente, f é dita estritamente quase côncava se 
ae (O,I)ex,ye Dcomx:F-y,f(ax+(1-a)y»min{f(x),f(y)}. Além disso f é dita 
estritamente quase convexa se -f é estritamente quase côncava. É claro que toda função 
estritamente quase côncava (quase convexa) é quase côncava (quase convexa). Dê exemplos de 
funções quase côncavas (quase convexas) que não são estritamente quase côncavas (quase 
convexas). 
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Solução: 

a) Toda função constante é quase côncava (quase convexa) mas não é estritamente quase 
côncava (quase convexa). Uma função real monótona definida num intervalo na reta é quase 
côncava (e quase convexa) (ver exercício proposto número 9). Para que ela não seja estritamente 
quase côncava (ou quase convexa) é necessário que ela possua trechos constantes. 
Com efeito, se a função for crescente ou decrescente ela será estritamente quase côncava (e 
estritamente quase convexa). Então as únicas chances residem nas funções não-crescentes e não­
decrescentes. Suponha neste caso que f:1 ~ 9t, I c9tintervalo, é não-decrescente. Se f não é 
estritamente quase côncava, existem x, y e I, x < y, a e (0,1) tais que 
f(ax+(I-a)y):S;; min (f(x),f(y» = f(x) e como f é não-decrescente f(x):S;; f(ax+ (l-a) y) 
(pois x < ax+(I-a) y) o que implica que f(x) = f(ax+(l-a) y) e portanto f é constante igual 
a f(x) em [x,ax+(l-a) y). 

b) O leitor é agora convidado a generalizar o raciocínio acima para funções reais de duas 
variáveis (ou mais) num certo sentido, isto é, funções quase côncavas que possuem regiões 
convexas no seu domínio nas quais são constantes não podem ser estritamente quase côncavas. 
Reciprocamente se f é quase côncava, mas não estritamente, então possui em seu domínio pelo 
menos um segmento no qual a função é constante. Os detalhes ficam a cargo do leitor. 

6) Dê exemplos de função quase côncavas que não são côncavas. 

Solução: 

a) As funções reais definidas em um intervalo da reta que são monótonas (veja exercício 
proposto 9) são quase côncavas, muito embora algumas destas funções possam ser estritamente 
convexas, como é o caso de f:9t+ ~ 9t tal que f(x) = x2 

b) Seja f:9t: ~9t tal que f (x,y) = xayPcom a>O,J3>Oea+J3>1. Veremos 
a P 

posteriormente que a função Cobb-Douglas g: 9t:' ~ 9t tal que g(x,y) = xa+p ya+P é côncava e 
portante quase-côncava. Assim f = hog também é quase-côncava, onde h:9t+ ~ 9t, tal que 
h(x) = xa+P é uma transformação mono tônica crescente (ver teorema 2.3). Mas f não é côncava, 
porque 

f (.!. (0,0) +.!. (2,2» = f (1,1) = 1< 2a +P-l =.!.. O+.!. 2a+tI =.!. f(O,O) +.!. f (2,2). 
2 2 2 2 2 2 

c) f:9t ~9t tal que f(x) = {k ~~ ~ ~ ~ 
é quase côncava porque é monótona não-decrescente, mas não é côncava como se vê com 
facilidade. Aliás o "defeito" desta função é que ela é descontínua no O. Veremos mais tarde (ver 
capítulo 4, exercício resolvido) que toda função côncava de uma variável definida num conjunto 
aberto convexo X c 9t é contínua. 
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7) Prove que toda função monótona f: D ~ 9t, D c9t intervalo, é ao mesmo tempo quase 
côncava e quase convexa. 
Demonstração: Vamos supor que f é monótona não-decrescente, isto é, se x> y, x,y e D, 
então f(x) ~ f (y), os outros casos são análogos e ficam a cargo do leitor. Sejam 
ae9t,x,y,eD tais que f(x)~aef(y)~a. Dado 
a e [0,1], x S ax + (I-a) y S Y o que implica que f(x) S f(ax + (I-a)y) S f (y), visto que f é 
monótona não decrescente. Assim f(ax+(I-a)y) ~ a, 'V'a e [0,1], ou seja, f é quase côncava já 
que a e 9t, x, y e D são arbitrários. A quase convexidade segue-se por um raciocínio análogo. 

8) Dê dois exemplos de duas funções quase côncavas cuja soma não seja quase côncava. 

Solução: 
a) Sejam f ,g:9t+ ~ 9t tais que f(x) = x2 e g(x) = -x. Observe que f e g são funções monótonas 
e pelo exercício anterior f e g são quase côncavas, mas h = f + g:9t+ ~ 9t tal que h(x) = (f + g) 
(x) = f (x) + g (x) = x2 - x não é quase côncava, porque h(O) = h (1) = O ~ O mas h (112.0 + 
1/2 . I) = h (112) = -3/4 < O. 

b)Sejam f ,g : 9t! ~ 9t tais que f (x, y ) = x2 e g (x, y) = _y2. Vamos verificar que f é quase 
côncava. A verificação de que g é quase côncava é análoga e fica como exercício. Sejam a e 9t, 
(Xl'YI),(x2'Y2)e9t! tais que f(Xl'YI)=X~ ~aef(x2'Y2)=x~ ~a. Dado ae[O,I], queremos 
mostrar que 
f (a(xp Yl)+(I-a)(x2'Y2» = f (ax1 +(1-a) x2,ayl + (1-a)Y2) = (ax1 +(I-a) X2)2 ~ a. 

Em primeiro lugar, se a < O então esta última desigualdade é obviamente atendida. 
Suponhamos que a~O, neste caso, Xl ~Jã eX2 ~Jã (observe que xl'x2 ~O), Assim, 
(axl +(1-a)x2)2 ~ (aJã +(I-a) Jã)2 = a. 

Porém, h = f + g: 9t! ~ 9t tal que h (x ,y) = f (x, y) + g (x, y) = x2 - y2 não é quase 
côncava. De fato, dados (O, I) e (1 • ..fi) E 9t!. é fácil ver que h (O, I) = h (1, ..fi) = -1. Vamos 

1 1 ~ 11..fi 
mostrar que h (- (0,1) + - (1, ,,2» = h (-, - + -) < -1. 

2 2 2 2 2 

. 11..fi I 
Com efeIto, h(2 '2 +T)=-"2(1+..fi)· Como J2 >1~ 

I 1 
I +..fi > 2 ~ 2 (I + ..fi) > I ~ - 2 (1 + ..fi) < -I provando assim o que afrrmamos. 

Observação.: O leitor deve estar se perguntando como encontramos estes vetores para 
determinar a não quase concavidade de h. Sugerimos que o leitor analise as curvas de nível da 
função h. Por exemplo, em nosso caso, tomamos os pontos sobre a curva de nível h (x, y) = -I 
( que é uma hipérbole) e observamos que segmento que liga estes pontos não está contido no 
conjunto h (x, y) ~-1. 

9) Prove que qualquer interseção de conjuntos convexos é um conjunto convexo. 
Demonstração: Seja {CÂ. heI uma família de conjuntos convexos de 9tD

, onde I é um conjunto de 
índices arbitrários, isto é, CÂ. é convexo para cada Â. e I. Dados x, y e n CÂ. ,a e [0,1], tem-se 

Â.EI 
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que x,yeC1 para todo Ãe I. Como todo C1 é convexo a.x+(l-a)yeC1 ,'v'ÃeI, isto é, 

a.x + (1-a) y e n C1 , provando assim que n C1 , é convexo. 
MI MI 

10) Seja f:D~9t, Dc9t° convexo. Seja E={{x,t)e9t°+I;xeD,te9t e f(x)~t}, (este 
conjunto é chamado de o epígrafo de f). Prove que uma condição necessária e suficiente para 
que f seja côncava é que E seja convexo. 

Demonstração: Suponha que f seja côncava. Dados (xl' ti)' (x2' t2) e E e a e [0,1], 

f(axI+(l-a)x2)~af(xI)+(I-a) f(X2)~atl+(l-a)t2 visto que f é côncava e 
f(x l ) ~ ti e f(x2) ~ t 2. Assim (a XI + (I-a)x2, a ti + (l-a) t2) e E e, portanto, E é convexo. 

Reciprocamente, dados XI,X2 eDeae[O,I], ti =f(xl) et2 =f(x2), então (Xl'tl),(X2,t2)e E. 
Como por hipótese E é convexo tem-se que 
f(axI + (I-a)x2) ~ a ti + (I-a)t2 = a f(xl)+ (I-a)f(x2), isto é, f é côncava. 

11) Utilize os exercícios anteriores para demonstrar que se fl' ... ,fo são côncavas, 
f = min{fl' ... ,fo} é côncava. 

Demonstração: Seja E o epígrafo de f e Ei o epígrafo de fi para cada i = 1, ... , n. Então, 
(x,t) e E se, e somente se f (x) ~ t, ou seja, se, e somente se min {fi (x), ... ,fo (x)) ~ t 

Pelo exercício 10, o epígrafo de cada fi é convexo. Se conseguirmos provar que o 
epígrafo de f é a interseção dos epígrafos de f i' i = I, ... ,n, então, pelo exercício 9, o epígrafo de 
f será convexo e, pelo exercício 10, f será côncava. Nossa demonstração limita-se, 
consequentemente, a demonstrar que o epígrafo de f é a interseção dos epígrafos de fi' f2 , ... , fo. 

Agora, min {fl(x), ... ,fa(x)} ~ t se, e somente se fi(x) ~ t para i =l, ... ,m, ou seja, se, e 
o o o 

somente se (x, t) e n Ei. Portanto, (x, t) e E se, e somente se (x, t) e n Ei' isto é, E = n Ei. 
i=1 i=1 i=1 

12) A envoltória convexa C (X) de um conjunto X c 9tD é a interseção de todos os subconjuntos 
convexos de 9tD que contém X. Mostre que C(X) é o conjunto de todas as combinações lineares, 
alxl +a2x2+ ... ,ap x p tais que XI' ... ,x p e X,al +a2+ ... +ap = 1 e cada ai ~ ° para 

i = I,2, ... ,n. 
Demonstração: Por defmição C(X) = n D . Seja 

X cDc9t" 
D_ 

Queremos mostrar inicialmente que CI c C(X). Dado D c9t° convexo tal que X c D, temos 
o o 

que se xl' ... ,xp e X e a p ... , a p e 9t+ com La i = 1 então Laixi e D. De fato, façamos 
i=l i=l 

inicialmente p = 2. Neste caso, como Xl' x2 e D (pois X c D), a afirmação decorre da 
convexidade de D. Por indução finita, suponhamos que esta afirmação vale para p -1, P E N. 
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p 

Dados Xl ... ' Xp e X, ai ... , a p e 9t+ com L ai = 1 temos que se a p = 1 então ai = ... = a p_I = O e 
i=l 

D p-l 
neste caso LaiXi = Xp e D. Caso contrário, seja Â. = La i > O e 

i=l i=l 
a = l-À.. Então p 

..f. ~ ~ (I~) nd'" - ai ap-l D· a I a p_l - 1 P la f.'aixi =1I.oA+ -A XP' o e X-TXI +···+TXp-I e , pOIS T+ ... +T-. e 

hipótese de indução, e novamente pela convexidade de D tem-se !aixi e D. Logo, segue que 
i=l 

CI C D, para todo D c 9tD
, D convexo tal que X c D. Isto implica que CI c C (X). 

Por outro lado, CI é um conjunto convexo. Com efeito, dados 

x=!aixi , Y=!~i Yi e ae [0,1), ondeal' ... ,ap'~l' ... ,~q e 9t+,!ai =1, 
i=l i=l i=l 

q 

L~i =I,xl' ... ,xp'YI,.··,Yq eX, tem-se 
i=l 

p q p~ 

ax+(I-a)y=aLaixi +(I-a) L~iYi = L 'ri Zi' 
i=l i=l i=l 

e {
Xi' se 1 ~ i ~ P 

Zi = Yi-p' se P < i ~ P + q 

i=l i=l i=l 
a X + (1- a)y e C I. Além disso, X c CI (faça p = 1 e varie Xl em X). Portanto, pela definição 
de C(X) fica claro que C (X) c C I. 

13) Verifique se os conjuntos abaixo são convexos: 
a){(x,y,z) e 9t3 ; min{x,2y,z} ~ 7} 

b){x e 9t
2 

; Ilxll> I} 

Solução: 

a) Como fl'f2,f3:9t3~9t definidas por fi (x,y,z)=x, f2(x,y,z)=2y,f3(x,y,z)=z são 

côncavas então f = min {fi' f2 , f3 } também é côncava, logo quase-côncava e, portanto, 

{(x,y,z) e 9t3 ; min {x,2y,z} ~ 7} = f-I ([7,00» é convexo. 

b) Dados Xl =(2,0) e x2 =(-2,0), tem-se que xl'x2 E {XE 9t2;llxll> I} mas 
1 
2 (Xl + x2) = (0,0) E {x e 9t2; Ilxll > I} ~ {x e 9t2; II xii > I} não é convexo. 
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14) Dê exemplos, se for possível, 

a) de uma função estritamente quase côncava e estritamente quase convexa. 

b) de uma função definida num subconjunto convexo do 9t4 que seja estritamente quase côncava 
e não seja côncava. 

Solução: 

a) Tome qualquer função real definida em intervalo de 9t que seja ou monótona crescente 
ou monótona decrescente (por exemplo: f: 9t ~ 9t tal que f (x) = x). 

b) Seja f:9t!.. ~9t tal que f(x,y,z,w)=xyzw. Seja À:9t++ ~9t!.. tal que 
À(t) = (t,t,t,t) então g(t) = (foÀ)(t) = t4 que é estritamente convexa, logo escolhendo dois 
pontos ao longo do caminho Â prova-se a não concavidade de í Observe que a função 
f: 9t!.. ~ 9t tal que F(x,y,z, w) = Xl\4yl\4Zl\4W1\4 é estritamente quase côncava e então f = hoF é 

também estritamente quase côncava, onde h: 9t++ ~ 9t tal que h(x) = x4 é monótona crescente. 

15) Uma função é dita indiretamente côncava se é transformada monótona crescente de uma 
função côncava, ie., F:C ~ 9t, C c9tD convexo, é dita indiretamente côncava se existirem 
g:I ~ 9t e f:C ~ 9t com I intervalo em 9t contendo f(C), g monótona crescente, f côncava 
e F = g o f . Como já vimos toda função indiretamente côncava é quase-côncava. 

Dê exemplos de funções quase-côncavas. Se possível, dê também um exemplo de uma 
função quase côncava que não seja indiretamente côncava. 

Solução: 

Vejamos dois exemplos: 

(i) Seja F: 9t: ~ 9t tal que F(x,y) = xy. Já vimos que F não é côncava, mas se considerarmos g: 
9t+ ~ 9t e f:9t: ~ 9t tais que g(t) = t2 e f(x,y) = X1l2y1l2, temos que g é monótona crescente e 
f é côncava, além disso F = gof , e pela definição acima F é indiretamente côncava e, portanto, 
quase-côncava. Observe porém, que se utilizarmos o teorema não poderemos concluir que F é 
quase-côncava: de fato, Fl (x,y) = y;F2(x,y) = x;Fll (x,y) = F22 (X,y) = O e Fl2 (X,y) = 1 

[
O O] r O O 01 

calculando em (x,y) = (0,0) temos Bl = det O O = O e B2 = det lO O 1J = O logo tanto 

O 1 O 
Bl e B2 não são positivas (>O), como necessitaríamos para utilizar o teorema 2.3. Este fato 
apenas corrobora a primeira parte do teorema 2.3. 

(ü) O leitor poderá verificar com facilidade a existência de várias funções indiretamente côncavas; 
a pergunta relevante neste instante é se existe alguma função quase-côncava que não seja 
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indiretamente côncava, isto é, que não seja a transfonnada monótona crescente de alguma função 
côncava. Vejamos um exemplo desta situação: 
Seja f:9t!~9t tal que f(x,y) = (x-l)+{(I-x)2+4(x+y)]In. Seja 

E(x,y) = (1- X)2 +4(x+ y) = (1 + X)2 +4y. Então fl =1+(l+x)E-u2 ; 

f2= 2E-112 ;fll = E-l12 - (1 + X)2 E-312 ; f22 = -4E-312 e fl2 = -2(1 + X)E-312 . Logo 

r o f l f 2 1 
Bl =-f1

2 <o em 9t! e B2=detl fI fll fl2JI= 2 fl f2 fl2 _[fI
2 fll +f; fu] 

f2 f12 f22 

Fazendo os cálculos obtemos: B2 = o. 

Novamente, como em (i), não podemos concluir que f é quase-côncava. Porém 
analisando as curvas de nível desta função, fica fácil concluir este resultado. De fato, para cada 

c e 9t vamos caracterizar o conjunto N c: = {( x, y) e 9t! ; f( x, y} = c}. Temos que 

f(x,y)=c (::::) x-I + [(1-X)2 + 4(X+y)]1/2 =c (::::) «1_x)2 + 4(X+y»1I2 = c+l-x 
Sendo que esta última equação implica que c + 1-x ~ O, ou seja, c + 1 ~ x ~ O. Logo 

para c<-I,Nc =0. Suponhaquec~-I. Então: 

f(x,y) = c (::::) (1- X)2 +4{x + y) = c2 + 2(1- x)c+ (1- X)2 (::::) 4{x + y) = c2 + 2c - 2cx 
c2 

(::::) (4+ 2c)x +4y = c2 + 2c (::::) (2+ c)x + 2y = 2+ c. 

Esta última equação representa o segmento de reta com extremos (o, :' +~) e (~ ,o ) 
Veja a figura abaixo: 

y 
c 2 C -+-
4 2 

3/4 

f (x,y) =c 

1/2 cJ2 x 

(figura 2.6) 
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Assim dado c ~ -1, não é difícil verificar que o conjunto {( x, y) e 9t!; f( x, y) ~ c} é 

formado pelos pontos em 9t! acima da reta f (x,y) = c. 

Portanto f é quase-côncava em 9t! pelo teorema enunciado. Mostraremos agora que não 
existe nenhuma função real estritamente crescente duas vezes diferenciável tal que compondo 
com a função f resulta em uma função côncava, isto é, "f não é indiretamente côncava". Para 
isto necessitamos do seguinte resultado: (Ver W. Fenchel, Convex Cones, Sets and Functions -
pg.133). 

Proposição: Seja cp: D ~ 9t duas vezes diferenciável quase-côncava, D c 9tD convexo. Para 
que possa existir uma função F ('t) estritamente crescente duas vezes diferenciável tal que F 

(cp(x» é côncava, é necessário que para cada x e D fixo, a forma quadrática L CPij(X)Yi Yj 
lSi,jSD 

restrita ao hiperplano L CPi (X)Yi = O seja negativa semi-definida, e se r -1 denota o seu 
lSiSD 

posto3
, o posto da mesma forma sem restrição deve ser no máximo r. 

Seja então (x,y)eD fixo. Dado (ul'uz)e 9tz talque f1(x,Y)U1 +fz(x,y)uz =0 vamos 
calcular L fij(x'Y)Ui uj' Temos que Lfij(x,y)ui Uj = (E-l12 -(l+x)z E-312 )U; 

lSi,jSZ lSi,jSZ 
-4(1+x)E-312 u1 Uz -4E-312U;. 

Mas (1 + (1 + X)E- l12 )u1 + 2E- lIZuZ = O ~ u = -1/2(E l12 + (1 + x»u1• 

Portanto, L fij(x'Y)UiU j = (E-lIZ _(1+x)ZE-312 +2(1+x)E-312 (El12 +(l+x»-
lSi.jSZ 

E-3/Z(El12 +(1+x»Z)u; =0, 'v'(x,y) e D. Assim o posto da forma quadrática associada a matriz 

(fij (x,y») .. é 2 (verifique!) e quando restrita ao hiperplano f1{x,y) u1 +fz{x,y) Uz =0, o 
lS'.JSZ 

posto é O. (Veja também o comentário no livro do Fenchel, pg. 134). Portanto pela proposição 
acima temos que f não é indiretamente côncava. 

3 O posto de uma forma quadrática é a dimensão da soma direta dos subespaços vetorial nos quais a forma é 

definida positiva e definida negativa, respectivamente. 
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Exercícios propostos - Seção 2 

1) Classifique as seguintes afirmativas como verdadeiras ou falsas, provando-as se verdadeiras e 
apresentando um contra-exemplo, se falsas. 

a) Uma função f: D --+ 9t,D um subconjunto convexo do 9tD
, é dita quase convexa se -f é 

quase côncava. Pode-se dizer que f é quase convexa se, e somente se, para todo a e 9t, o 
conjunto {x e 9tD

; f (x) S a} é convexo. 

b) A transformada por uma função monótona crescente e côncava de uma função côncava é 
côncava. 

2) Seja I c 9t intervalo. Mostre que uma função f:I --+ 9té côncava se, e somente se 

V'a,b,x,eI,a<x<b tem-se f (x)~f (a)+ f(b)-f(a) (x-a). 
b-a 

Enuncie e prove resultados análogos para funções convexas, estritamente côncavas e estritamente 
convexas. 

3) Seja f: D --+ 9t,Dc9tD convexo. Para que f seja côncava é necessário e suficiente que para 
cada pe N,al' ... ,ap e9t+ tais que ai + ... +ap =1 e 

xl' ... ' xp e D, f(alxl ... + a p xp ) ~ ai f (XI) + ... + a p f (xp ). Prove este resultado. 

4) Prove se possível ou dê um contra-exemplo se falso: se f é estritamente quase côncava e 
homogênea de grau r, O < r < 1, então f é estritamente côncava. 

5) Mostre que se f: I c 9t --+ 9t é côncava contÚlua e crescente, I intervalo então a inversa é 
convexa. O que se pode afmnar quando f é decrescente? 

6) Mostre que toda bola em 9t0
, segundo qualquer norma, é convexa. 

7) Mostre que todo conjunto convexo é conexo. (Este exercício mostra que 9t0
, B(a,r), B[a,r] 

são de fato conexos como afmnado no texto). 

8) Seja, para cada n e N, fo:D --+ 9t função côncava. Se existe lim fo (x) para cada x E D 
então a função f: D --+ 9t defInida por f (x) = lim fo (x) é côncava. 

9) Mostre que toda função monótona defInida em um intervalo da reta é quase côncava. 
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3) DIFERENCIABILIDADE E REGRA DA CADEIA 

Iniciamos esta seção com uma breve revisão dos conceitos de conjunto aberto e limite de 
funções anteriormente apresentadas. 

Diz-se que X c 9t1l é um conjunto aberto se para todo x e X existe um número real r > O 
tal que o conjunto (chamado bola aberta de centro em x e raio r) B (x, r) = {ye 9t1l

; Iy - xl < r} 
está contido em X. Intuitivamente, diz-se que X é aberto se dado um ponto seu qualquer x, existe 
uma "margem de segurança" tal que possamos nos deslocar em qualquer direção (desde que de 
uma distância suficientemente pequena) a partir do ponto x e continuar no conjunto X. Esta idéia 
vale por exemplo para o intervalo (0,1), mas não para o intervalo [0,1]. Se estamos no ponto 1 e 
nos movemos para a direita na reta real, sairemos do conjunto, por menor que seja a distância 
percorrida. 

Dado X c 9t1l e a um ponto de acumulação de X, seja f:X ~ 9t uma função. Diz-se que 
lim f(x) = L (lê-se limite de f(x) quando x tende a a é igual a L) quando 
x ...... 

V'e>O, 3õ>0 talque O<llx-all<õ =>If(x)-Lj<e, ou seja, se conseguimos fazer com que 
f (x) se tome tão próxima de L quanto se quer, desde que o ponto x no domínio da função seja 
tomado tão próximo de a quanto se deve. Uma coisa importante a se observar é que o valor que 
a função assume no ponto 'a' é irrelevante para a definição de limite. De fato, f pode até nem 
estar defInida neste ponto. O limite de uma função, quando existe, é sempre único. 

Derivadas 

Dada uma função f: D ~ 9t, D um subconjunto aberto do 9t 1l
, a e D e v e 9t1l

, seja o 

. () f(a+tv)-f(a) d r.-~d O fi' S' limi' d quocIente q t = ewu o para t * su cIente pequeno. e eXISte o te e 
t 

q (t) quando t tende a zero, chamamos este limite L de derivada direcional de f no ponto a e na 
direção v. Como casos particulares, L é dito a i - ésima derivada parcial de f se v = e j (e j = i -
ésimo vetor unitário do 9t1l

). No caso em que D c 9t e v = 1, dá-se a L o nome derivada de f 
no ponto a. Assim, 

DEF df . f(a+tv)-f(a) DEF 
L = -(a)=lim = dV t ..... O t 

derivada direcional de f no ponto a na direção v, no caso geral em que v e 9t1l
; 

DEF di f(a+te.)-f(a)DEF 
L = -(a)=lim I = 

dx. t ..... O t 
I 

derivada parcial de f no ponto a, no caso particular em que v = e j e , 

L=f'(a)=lim f(a+t)-f(a)D: 
t ..... O t 
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derivada de f no ponto a no caso particular em que D c 9t e v = 1. 

Diferenciabilidade 

Dada uma função f:D ~ 9t, D um conjunto aberto do 9tD
, diz-se que f é diferenciável no 

ponto x*e D se para todo h = (h1 ,h2 , ••• ,h
D

) tal que x* + h e D, existem as derivadas parciais de 
f no ponto x* e tem-se 

D df 
f(x*+h) =f(x*)+ L -(x*) hi +r (h) 

i=l dxi 

com Iim r(h) = O. 
h-+O Ih~ 

(3.1) 

(3.2) 

No termo t df (x*) hi, df (x*) representa a i-ésima derivada parcial da função f 
i=l dxi dxi 

calculada no ponto x*, e o termo hi a i-ésima coordenada do vetor h. 

É importante observar que a expressão (3.1) pode sempre ser escrita, servindo apenas 
para definir r(h). A chave para a questão de diferenciabilidade é a verificação de (3.2). 
Intuitivamente, a expressão (3.2) nos informa que, na medida em que h se aproxima de zero, o 
resto r(h) se aproxima de zero ainda "mais rapidamente". Formalmente, diz-se que r(h) é um 
infInitésimo de ordem superior a h. 

Quando a função é diferenciável e tomamos valores bem pequenos de h, a aproximação 
do valor da função no ponto f (x* + h) se dá de forma bastante boa (o sentido preciso desta 
qualifIcação é dado por (3.2» quando se toma o hiperplano tangente ao gráfIco de f no ponto 
(x*,f (x*». De fato, a equação deste hiperplano tangente é dada por: 

Ddf 
L(x*+h)=f(x*)+ L -(x*) hi 

i=l aXi 

e o valor da função f, no ponto x* + h, é dado por: 

D af 
f(x*+h)=f(x*)+L -(x*). hi+r(h) 

i=l dxi 

De (3.1) e (3.3) obtém-se 

f (x *+h) = L (x *+h) + r (h) 

(equação (3.1» 

(3.3) 
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Para valores suficientemente pequenos de h, r (h) tende a zero, pois lim rg(~~ = O implica 
h-+O Ihu 

r(h) = O. Costuma-se escrever, neste caso lim 
h-.O 

f (x *+h) = L (x *+h), (3.4) 

o sinal = denotando "aproximadamente igual". 

A expressão acima traduz-se dizendo que o valor da função diferenciável f numa 
vizinhança do ponto x* pode ser razoavelmente aproximado pelo hiperplano tangente ao gráfico 
de f no ponto (x*, f (x*)). 

A título de exemplo, suponha f:D-+9t, Dc9t, uma função definida por f(x) = x2. 

Dado Xl um ponto específico da reta real e h E 9t, f (Xl + h) = (Xl + h)2 = Xl
2 + h2 + 2 hxl 

f(xl) = x~ 

f'(xl) = 2 Xl 

Por (3.1), 
r (h) = f(x I + h) - f(xl) -f'(xl). h = h2 

Donde se conclui imediatamente que a condição de diferenciabilidade é satisfeita, pois 

Segue que f(x) = x2 é uma função diferenciável em qualquer ponto de seu domínio. 

Neste caso, diz-se simplesmente que f:D -+ 9t, f(x) = x2 é uma função diferenciável (não 
havendo necessidade de especificar em que pontos do domínio isto ocorre). Segundo a idéia 
intuitiva apresentada, isto significa que a função f(x) = x2 pode ser razoavelmente aproximada 
pelo hiperplano tangente (no caso, uma reta) em qualquer ponto de seu domínio. Tomemos 
Xl = 2 e vejamos o que isto sifmifica. Por (3.1), a equação do hiperplano tangente é dada por 

L(xI + h) = f(xl)+f'(xl). h 
ou seja, para Xl = 2, 
L(2+ h) =4+4.h 

Tomemos h = 1. Sabemos que f(x I + h) = f(3) = 9. Na aproximação pelo hiperplano 
tangente, teremos L (3) = 8. O erro resultante (9-8) é resultado da não linearidade da função f, 
a qual estamos tentando aproximar por uma função linear (L). O gráfico abaixo permite a 
visualização da aproximação efetuada. 
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9 ---------- , - } f(J)-L(J) 
8 --------- -. , , , , 

1 2 3 

(figura 3.1) 

x 

A diferenciabilidade de f não nos garante que o erro seja pequeno ou grande (o que 
depende do valor de h), mas apenas que ele tende a zero quando h tende a zero. Isto decorre do 
fato de 

. . r(h) 
lim r(h) = lim -Ihl ·Ihl = O 
b-+O b-+O 

No exemplo efetuado, se tomarmos h=O,I, teremos f(2,1)=4,41 e L(2,1) =4,40. 
Observe que o erro da aproximação linear fica bem reduzido (no caso, apenas 0,01) na medida 
em h decresce (isto era de se esperar, pois já verificamos que r(h) = h2

). 

A Fórmula de Taylor com resto de Lagrange. 

Seja f:[a, b] --+ 9t uma função com primeira derivada contÚlua em [a,b] e que apresente 
derivada de segunda ordem em qualquer ponto do segmento (a,b). Então existe a e (0,1), tal que 

f(a+h) =f(a)+f'(a+a h).h (3.4) 

onde a+h e [a,b], ou ainda, existe a' e (0,1), satisfazendo 

f(a+ h) = f(a) +f'(a). h + f" (a+a'h). h
2 

(3.5) 
2 

As expressões (3.4) e (3.5) correspondem a casos particulares da fórmula de Taylor com 
resto de Langrange. A primeira (3.4) utiliza um polinômio de Taylor de grau zero em h (f(a))e o 
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resto é dado por f(a + a h).h. Ela equivale ao teorema do valor médio para funções reais de 
variável real, sendo a sua intuicão gráfica apresentada a seguir: 

f(x) 

f(a+ och ----- ------- --- -... , , , 

f(a+h) -----1--------l----------~--, ... 
, -
'- -

f(a) ----- - ... - -

a+och a+h 

(figura 3.2) 

Escolhendo-se a de tal modo que f (a + ab) = (f (a + h) - f(a» I h obtém-se (3.4). 

A expressão (3.5) representa uma aproximação da função no ponto a + h utilizando agora 
um polinômio de Taylor de grau SI em h (o polinômio será de grau zero quando f'(a) = O e de 

grau 1 quando f'(a) * O). O resto de Langrange neste caso é dado por h2f1a+u' h)/2. 

A transposição de (3.4) e (3.5) para o caso de funções definidas no 9t D é imediata. Seja 
f:D --+ 9t, D um conjunto aberto do 9tD e x E D. Tomemos h tal que o segmento 
[x,x + h] c D. Neste caso, se f é duas vezes diferenciável no segmento aberto (x, x+h), pode-se 
garantir a existência de a E (0,1) tal que: 

(3.4') 

ou ainda, no caso em que se permite que o polinômio de Taylor tenha um grau Sinas 
coordenadas de h, 

onde a'e (0,1). 
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As aplicações e exercícios relativos à fórmula de Taylor, da forma como aqui apresentada, 
surgirão no desenvolvimento das seções seguintes. A título de exemplo veja o caso abaixo: 

Exemplo: Vamos apresentar agora um modelo em economia sob incerteza bem simples. 
Suponhamos que o conjunto n= {l,2, ... ,S} representa" os estados da natureza" e para cada 
i e n seja Pi a probalidade de ocorrência do estado i Mais precisamente, 

• 
Pi ~ O, 'Vi e n e L Pi = 1. Uma variável aleatória ~ é simplesmente uma função ~: n ~ 9t. 

i=1 

Dada uma variável aleatória x definimos a esperança (ou média) de x por 
$ 

E x = L Pi x(i) e a variância de x por (12 (x) = Ex2 -(Ex)2. 
- i=1 - - - - -

Em nosso caso específico uma variável aleatória representa a quantidade de um 
determinado bem em cada estado da natureza, isto é, x (i) significa a quantidade de um certo 

bem da economia no estato da natureza i. 

Para fixarmos idéia, cada elemento de 9t+ será a quantidade do único bem da economia 
(por exemplo, a moeda). Seja um indivíduo nesta economia com função utilidade u:9t+ ~ 9t de 

classe C2 tal que u' > O e u" < O. Assim u é estritamente côncava e estritamente crescente. Seja 
x:n ~ 9t+ uma variável aleatória, definimos a utilidade esperada de x por 

• 
U(~) = L Pi u(xi} = Eu (~) onde Xi = ~(i), 'Vi e n. 

i=1 

A concavidade da função utilidade está relacionada com o conceito de aversão ao risco. 
Observe que pela concavidade de u, U(x) < u(E x). Assim se x representa uma loteria que paga 

- - -
x (i) para o indivíduo no estado i então a utilidade de jogar a loteria (utilidade esperada) é menor 

que a utilidade do valor médio proporcionado pela loteria, ou seja, o indivíduo prefere receber o 
valor médio proporcionado pela loteria do que arriscar a jogar a loteria. 

Podemos ainda definir um conceito de medida de aversão ao risco. Seja x = X+E uma - -
variável aleatória com média x e variância (12. Definimos o prêmio de risco no nível de riqueza 

x, P ( X,~} como o montante máximo que o agente está disposto a pagar para ter o retomo certo 

ao invés do retomo esperado da loteria, i.e., 

Suponha que a variável aleatória E é suficientemente pequena. Para qualquer valor e de 

E, pela fórmula de Taylor de segunda ordem temos 
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2 

u(x+e) = u(x) +e u'(x) + e
2 

u'(x)+r(e) 

onde lim r(e) = O. 
E~O e2 

Assim E{ x + ~ )= u(x) + ~ u'(x) (pois E ~ = O), onde = significa "aproximadamente 

igual". Por outro lado 

{x - ~ x,~))= u(x) - ~ x,~ )u'(x) 

j ) j ) -1 u'(x) 
pois ~ x,~ é pequeno uma vez que ~ é pequeno, portanto ~ x,~ = T 01' u'(x). 

o coeficiente de aversão absoluta ao risco no nível de riqueza x é por definição 
r.(x) = -u'(x)/u'(x), e portanto é duas vezes o prêmio de risco por unidade de variância para 
risco pequeno. 

Se, ao invés de risco aditivo, considerarmos o risco proporcional x=x(l+e), podemos 
- -

defInir o prêmio de risco relativo p(x,e) por 

Pela defmição de p temos: 

Logo, 

_ J - ) j - -) -I -2 .J u'( x) 
x ~x,~ =~x,x~ =T x U u'(x) ,ou 

J _ ) -1 _ u'( x) 
~x,~ =T 01' x u'(x) 

Definindo o coeficiente de aversão relativa ao risco no nível de riqueza x por 

(-) - u·(x) fi . é d " . d· la . nidad rr x = -x u'(x) temos que este coe CIente uas vezes o premIO e rISCO re tIvo por u e 

de variância por risco proporcional. 
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Regra da Cadeia 

Sejam f e g duas funções diferenciáveis, com f:D ~ 9tp (f =(fi ,f2 , ••• ,fp )), g: U ~ 9t, com 

U ::::> f (O), sendo DeU dois conjuntos abertos respectivamente do 9tD e 9tp
• Então a funcão 

composta gof: D~ 9té diferenciável tendo-se, para todo a E De b = f(a) 

a gof ..f. a g afj • 
-a -(a) = L ~(b)-;--(a), 1 = 1,2, ... n. 

Xi Fi U] j uXi 

No caso particular em que D c 9t , temos, para t E D, 

d gof ..f. ag 
-(t)= L -(f(t}) f;(t). 

d t Fi aYj 

Uma aplicação importante deste resultado se dará ainda nesta seção quando for feita a 
demontração de que o gradiente de uma função calculado em um ponto a de seu dominío é 
ortogonal à superficie de nível da função neste ponto. 

Vejamos agora uma aplicação no cálculo. Seja 
d 

f(t)=(fi (t),f2(t»)=(t2 ,2e) e g(Xl'xJ=x i x2 • Uma forma direta de se calcular d't(gof) 

consiste em se fazer gof (t) = 2 tS e derivar, obtendo-se (gof)' (t) = 10 t4
• A outra, que utiliza a 

regra da cadeia, se dá lembrando-se que, pela segunda fórmula acima, 

Gradiente e Diferencial 

Dada uma função diferenciável f: D~ 9t, com D um conjunto aberto do 9tD
, denomina-se 

gradiente de f calculado no ponto a E D (grad f(a» o vetor das derivadas parciais calculadas no 
ponto a: 

, 

( 
af af af) grad f(a) = -;--(a), ;-(a), ... , ;-(a) 
uX i uX2 uX D 
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À transformação linear que associa cada vetor v do 9tD o número real (grad f(a), v) dá-se 

o nome de diferencial de f no ponto a (dif f (a) ou D f(a». 

dif f(a)· v = (grad f(a), v) = ~~ (a) 

Usualmente, escreve-se também 

D df 
dif f(a) = ~ dX

i 
(a)·d Xi 

para designar o funcional linear dif f (a) expresso em função dos n funcionais lineares 
dx1,d x2 , ••• dx

D
, onde dx i :9tD ~ 9t é tal que 

o vetor grad f (a), quando diferente de zero, apresenta algumas propriedades importantes 
relacionadas ao comportamento da função f no ponto a, dadas por: 

1) O gradiente de f num ponto sempre aponta uma direção (no domúrio da função) em que a 
função f é crescente. Além disso, esta direção é a direção de crescimento máximo da função f. 

2) O gradiente de f no ponto a é perpendicular à superficie de nível da função que passa pelo 
ponto a. 

Vejamos como demonstrar cada uma dessas propriedades. Se tomamos a derivada 
direcional de f no ponto a na direção do vetor grad f (a ) e 5JtD - {O} teremos: 

d~ f(a) (a) = (grad f(a), grad f(a» = ~grad f(a)11
2 

> O 

o que prova que a função f sempre cresce na direção v = grad f (a). 

Para mostrarmos que esta direção é a direção de crescimento máximo de f no ponto a, 

tomemos v tal que IlvII = I~rad f(a)ll. Isso é necessário para fins de comparação, devido ao fato 

df df .. ... df 
que a(tv) (a) = t dV (a), ou seja, deVido ao fato de a denvada direclOnal dV (a) ser afetada pela 

norma do vetor v. Assim, para caracterizarmos crescimento máximo de f, devemos tomar a 
precaução de compararmos derivadas direcionais determinadas por vetores de mesma norma. 

Fazendo Ilvll = I~rad f(a)11 e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluímos que a 

direção do gradiente representa a direção de crescimento máximo da função: 

~~ (a) = (grad f(a), v» ~ ~ad f(a)11 Ilvll = IWad f(a)11
2 

= d gr: f(a) (a) 
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Para provannos a propriedade (2), precisamos inicialmente esclarecer o que é uma 
superfície de nível f que passa pelo ponto a e o que significa ser perpencicular a esta superfície. 

Uma superfície de nível da função f é o conjunto de pontos x no domínio da função tal 
que a imagem destes pontos pela função f apresenta um valor constante4

• Por exemplo, na 

função f:5Jl2 -...+ 5R, f(XI,X2) = Xl +X2' as superfícies de nível são retas de coeficiente angular -1. 

De fato, fazendo-se Xl + X2 = c, temos X2 = c - Xl' Em particular, para c = O, temos a superfície 

de nível rI (O) = {(Xl'X2)e 5Jl2;XI +X2 =O}. Se representarmos o gradiente de f (que no caso, 

assume o valor (1,1) em qualquer ponto do domínio) e a superfície de nível de f no 5Jl2 veremos 
que ambos são realmente perpendiculares. 

(figura 3.3) 

Quando a curva de nível da função f não for linear como no caso acima apresentado, 
precisamos definir mais precisamente o que significa dizer que o gradiente de f é perpendicular a 
tal superfície de nível Para isto, seja a função diferenciável no ponto zero g:( -e,e) -...+ D definida 
de tal forma que 

fog (1) = c, 'Vt e (-e,e) e g(O) = a. (3.6) 

Esta funcão em g é tal que para cada valor de t a imagem g(t) mantém-se sobre a 
superfície de nível c de f. Derivando-se (3.6) com relação a t no ponto t = O obtém-se, 
utilizando-se a regra da cadeia: 

(grad f(a), g'(O») = O (3.7) 

4 A rigor, este conjunto será uma superfície quando o gradiente de f calculado em cada um de seus pontos for 

düerente de zero. 
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onde g'(O), a derivada da função g no ponto t = O, é chamada vetor velocidade de g no ponto a. 
E neste sentido que o vetor gradiente de f calculado no ponto a se diz, no caso geral, 
perpendicular à superfície de nível de f em a. Ele é perpendicular ao vetor velocidade de qualquer 
função diferenciável (no ponto zero) g definida num subconjunto (~,e) dos reais e com valores 
em 9tD ,que satisfaça à condição g(O) = a e fog ( t ) = c para todo te (~,e). 

Para exemplificar, tomemos agora a função f:O ~ 9t,O c9t~ deftnida por: 

A superfície de nível f-l(1) é dada pelo conjunto {(Xl'xJ e 9t~; XlX2 = 1}.O gradiente 

de f no ponto (1,1) é igual a (Xl ,X2) = (1,1), como se mostra no gráfico a seguir: 

1 

(figura 3.4) 

Seja agora a função g:9t ~ 9t2 da por g ( t ) = (1 + t, 1/(1 + t». É claro que g(O) = 
(1,1), e que fog ( t ) = 1. O vetor velocidade de g calculado no ponto t = O é dado por 
g'{ O) = (1,-1), que é obviamente perpendicular ao vetor grad f (1,1) (o produto interno dos dois é 

igual a ((1,1),(1,-1)) = O). É neste sentido que se diz que grad f (a) é perpendicular à superfície de 

nível de f no ponto a. 
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Exercícios resolvidos - Seção 3. 

1) Sejam U c 9tD aberto tal que se x e U e t > O=> tx e U e k e 9t. Uma função F: U ~ 9t 
diz-se positivamente homogênea de grau k quando F{tx) = tkF{x) 'tIx e U e t > O. Prove que, 
se F é diferenciável, então F é positivamente homogênea de grau k se, e somente se vale a relação 
de Euler: < grad F(x), x > = kF(x). 

Demons~ão: Suponha que F seja positivamente homogênea de grau k. Seja x e U (fixo) e 
defina g:9t++ ~ U tal que g(t) = tx. Temos que Fog (t) =tk F{x) 'tIt> O. Derivando-se esta 
expressão em relação a t e usando a regra da cadeia temos 

dif F(g( t}). g'{ t} = kt k-l F(x) 

=> (grad F(tx),x) = ktk-1 F(x) 

Fazendo t = 1, tem-se fmalmente que 

(grad F(x),x) = kF(x) 

Reciprocamente, se F é tal que a relação de Euler é verdadeira para todo x eU, vamos 
mostrar que F é homogênea de grau k. De fato, defina g:9t++ ~ 9t tal que g(t} = F( tx)/tk,x e U 
(fixo). Vamos calcular a derivada desta função: 

Aplicando-se a relação de Euler para o ponto txe U e substituindo-se na última expressão, segue 
que: 

Como 9t++ é conexo temos que g é uma função constante, mas g(l) = F(x), portanto g (t) 
= F(x), 'tIt e 9t++. Donde F(tx) = tk F(x), 'tIt e 9t++ e como x é arbitrário segue-se o resultado. 

2) Utilize o resultado do exercício anterior e a homogeneidade de grau zero em (p, R) da 
~ aq. Pj aq. R 

demanda Marshalliana para demonstrar que L..J n ij + EiR = O, onde n ij = -' - e EiR = -' -
j aqj Pi aR qi 

qj = demanda pelo bem i, P é o vetor de preços de venda do consumidor e R a renda do 
indivíduo. 
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Solução: Como, para cada i, qj = qj (p, R) é homogênea de grau zero em (p, R), tem-se 

diretamente pela fórmula de Euler que (grad qj (p, R), (p, R») = O o que implica que 

~ dq. dq. 
~_I p.+-I.R=O. 
j dPj J dR 

Dividindo-se esta última expressão por tem-se: 

~ dq. PJ' dq. R ~ 
~ _I _+_1._=0, ou seja ~ nij+ejR =0. 
j dPj qj dR qj j 

3) Estude a diferenciabilidade das seguintes funções: 

f 
0)2 O) {} {{x2 +y2} sen 2 I 2' se{x,y}:;! (0,0) 

a) :.;n -+.;n tal que f x,y = x +y 
O ,se{x,y} =(0,0) 

{ 

x3y 

b)f 0)2 O) tal f( } 4 2 , se {x, y} :;! (0,0) :.;,\ -+.;,\ que x,y = x +y 
O , se {x,y} =(0,0) 

{ 

X4 

)f.0)2 O) tal f{ } _ 2 2 , se (x, y) :;! (0,0) c . .;,\ -+.;,\ que x, y - x + Y 
O ,se(x,y) =(0,0) 

Solução: Alguns teoremas a respeito de funções diferenciáveis são fundamentais para resolução 
de exercícios como este. Vejamos alguns deles: 

i) Se f: U c 9t D -+ 9t, U aberto, é diferenciavel em a U então f é contínua em a. 

ü) Seja f: U c 9t D -+ 9t aberto. Então, se f é de classe C1
, isto é, as derivadas parciais 

d f : U c 9t D -+ 9t existem e são funções contínuas para j = l, ... ,n, a função f é diferenciável em 
dX. 

J 

U. 

ili) Sejam f, g:U 9tD -+ 9t funções diferenciáveis em a, e a E 9t. Então 

a) f + g é diferenciável em a 

b) f· g é diferenciável em a 

c) Yr, é diferenciável em a, desde que f(a) :;! o. 
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iv) Seja f: U c 9tD ~ 9t, U aberto, diferenciável em a. Então, 
af 

'Vv e 9tD 
- {O}, a v (a) == A . v, onde A:9tD ~ 9t é uma transfonnação linear, isto é, as derivadas 

direcionais dependem linearmente das direções, ou ainda, 

af af af af af 
à( )(a)==~(a)+-;-(a) e -;-(a)=t~(a), 'Vv,we9tD -{O} e 'Vte9t-{O}. 

v+w uv uw utv uv 

(para maiores detalhes veja as referências bibliográficas Lima (1976) e Rudin (1976». 

Vamos resolver o exercício: 

Em primeiro lugar observe que as três funções neste exercício são diferenciáveis para 

todo {x,y} e 9t2 -{(O,O)}. Com efeito, para estes pontos as funções são simplesmente somas, 

produtos e quocientes das funções 1tx,1ty:9t2 ~9t tais que 1tJx,y}=x e 1ty{x,y}=y. Aplica­

se então (iii) (visto que o denominador destas funções nos pontos de 9t2 -{(O,O)} não é nulo). 

Basta então verificar a diferenciabilidade destas funções em (0,0). Vamos estudar cada caso. 

a) Vamos calcular as derivadas parciais de f em (0,0). 

~(O,O) = lim f( 0+ t,O) - f( 0,0) = O 
ax. t-+O t 

af 
Analogamente, a y (0,0) = O. 

Assim af {x,y} = {2 xsen{x
2 

+ y2t _2X{x2 + y
2
t CO~X2 +y

2
t, se {x,y} * (0,0) 

ax O , se {x,y} = (0,0) 

e 

~(x y}_{2YSen{x2+y2t -2y{X2 +y2t CO~X2+y2t, se {x,y} *(0,0) 
ay , - O , se {x,y} = (0,0) 

Como lim xsen{x2+y2t =0 e lim X{X2+y2t CO~X2+y2t não existe (verifique!) 
(x,y)-+(o,o) (x,y)-+(o,o) 

segue-se que ~ ~ não é contínua em (0,0). Portanto f não é de classe C1
• Por outro lado, 

af af 
podemos escrever f{x,y} = f(O,O)+ ax (0,0) x + ay (O,O)y+r{x,y) = r{x,y) com 

Iim t'Yl
1 
= Iim Jx' +y' sen(x' +y'r' =0 (x,y)-+(O,O) x, y) (x,y)-+(o,O) 
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pois lsen{ x2 + y2)1 :s; 1. Isto prova que f é diferenciável em (0,0). 

b) O leitor pode verificar que f é contínua em O, pois 

3 

() 
x y x (yllyl) 

f x, y = ~ 4 2'~ 4 2 = ~ 2/ 4 . ~ 4/ 2 ' x * O e y * O x +y x +y . l+y x x y +1 

e, logo, 1im f(x,y) = O. O leitor poderá observar também que ~ f (O) depende linearmente 
(x.y)~(o.o) o y 

de y. Mas f não é diferenciável. De fato, considere Â:( -E,e) ~ 9t2 tal que 

Ã(t) ={( t,t2 
sen K), se t * O 

(0,0) , se t*O 

É fácil ver que é diferenciável em O (para funções definidas na reta, diferenciabilidade é 
equivalente à derivabilidade). Pela regra da cadeia se f fosse diferenciável em (0,0), deveríamos 
ter f oÃ diferenciável em O. Mas 

(f o 'A.>' (O) = 1im (f o À)(t) -(f o À)(O) 
t~O t 

e este último limite não existe, pois se tomarmos as seqüências de pontos (xn) e (y n) 
respectivamente como: 

temos que 

sen X sen)Ç 
lim xn = lim y n = O, -----""'-XX.::,..n .... = O e _----"~y)Ç~n r = 1/2 , 
n__ n__ l+sen2 1+sen2 72 

Xn Yn 

'v'n e N, 

mostrando que o limite acima não existe. 

af af 
c) O leitor pode verificar da mesma forma que fizemos o item (a) que ax (0,0) = ay (0,0) = O e 

novamente neste caso r (x,y) = f (x,y) e então 

r(x y) x2 

lim '- 1im -O 
lI! 11- X 22 -(x.y)~(O.O) ~x,y) (x.y)~O.O) x +y 
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~
2 

pois 2 2 ~ 1, 'v'( x, y) e 9t2 
- {( O,O)} . Prova-se assim que f é diferenciável em (0,0). 

x +y 

4) Mostre que se f:Uc9tD~9t, é tal que U é aberto e ~~(a) existe para algum 

df df 
ve 5JtD -{O}, com ae U entál d(tv) (a) = t dV (a),t * O. 

Solução: Vamos aplicar a definição de derivada direcional 

5) Sejam f ,g: U c 5JtD ~ 9t funções côncavas definidas no aberto convexo U. Suponhamos que 

f(x) ~ g(x), 'v' x e U e que f é diferenciável em Xo com f( xo) = g( xo). Mostre que nestas 

condições g é diferenciável em Xo e dif g (xo) = diff (xo). 

Demonstração: Provaremos primeiro para n = 1. Este resultado é bem intuitivo como mostra a 
figura abaixo: 

~--g 

f 

(figura 3.5) 

Em primeiro lugar, 
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tal que Xo + h E U, visto que f(xo + h) ~ g(Xo + h) e f(xo) = g(xo). Vamos provar que 

g{xo + h}-g{xo}-fixo}h g{xo + h}- g{xo} 
h S O. Suponhamos por absurdo que a= h > fixo} para 

algum h e 9t++ tal que Xo + h E U. 

Então, pela definição de fixo}, existe x E U, X < Xo tal que 

f(x)-f{xo} . 
--....;....."'- < a, 1. e, f( x) > f{ xo} + a{ x - xo} . De fato, caso contrário 

x-xo 

f(x)-f{xo} " } --....;....."'- > a, 't/x eU, x < xo. Passando ao limite quando x ~ Xo teríamos f \ Xo ~ a, o 
x-xo 

que é uma contradição com a hipótese. 

Portanto, g(x) ~ f(x) > g(xo) + a (x -xo) para algum x E U, x < xo' isto é, 

(g{ Xo + h) - g{ xo}} 
g{x) > g{xo}+a{x-xo} => g(x) > g{xo}+ {x-xo} 

=> hg(x) > hg{xo}+{x-xo} g{xo + h}-{x-xo} Jxo} => hg(x) > {x -xo} g{xo + h}+{h+xo -x} g{xo 

Como h + (xo - x) > O, fazendo-se Â= hj{h+xo -x} tem-se O < Â. < 1 e 

g{xo} = g(Ã.x +(1- Â){xo + h}) ~ Âg(x)+(l-Â) g{xo + h} > g{ xo} 

g{xo + h} - g{xo} 
oqueéabsurdo. Assim h sfixo}, 't/he 9t++ com Xo +h E U. Portanto 

com Xo + h eU. Passando-se ao limite quando h ~ 0+ tem-se g:{xo} = fixo} .Tomando 

-h e 9t++, podemos provar (apenas invertendo todas as desigualdade acima) que t-{xo} = fixo}. 

Portanto f '(xo) = g'(xo}. 

o caso geral decorre deste. Com efeito, seja h e 9tD -{O} tal que Xo + h e U e considere 

a:{-E,l] ~ U tal que E > O com Xo -rn e U e a(t} = Xo +th. Logo f oa, g oa:{ -E,l] ~ 9t são 

côncavas tais que (foa)(O)=(goh)(O), (goa)(t}~(foa)(t), 't/te {-E,l] e fog é 

diferenciável em o. 

Por (*) temos que: , , 
(f oa)(1) -(f oa)(O) -(f oa) (O) S {g oa} (1) -(g oa) (O) -(f oa) (O) S O 
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, 
Pela regra da cadeia temos (f oa) (O) = diff ( a (O» ·a'(O) = diff (xo) ·h 

Assim, f (xo + h) -f(xo) -dif f (xo)·h S g(xo + h) -g(xo) -dif f(xo) ·h S O 

Dividindo os membros da desigualdade por ~hll e fazendo Ilhll tender a O, tem-se o resultado pela 
defInição de diferenciabilidade. 

58 



Exercícios propostos - seção 3 

I) Analise a diferenciabilidade das funções abaixo: 

) f <.»2 <.» tal f{ } { 2
XY 

2' se{x,y} * (0,0) a :.;1\ ~.;J\ que x, y = x + Y ° , se{x,y} =(0,0) 

b)f:9t2 ~9t talque f{x,y}= X2+y2' se{x,y} *(0,0) 
{ 

X3 

° , se{x,y} =(0,0) 

c)f:9t2 ~9t talque f{x,y}= X6 +y2' se{x,y} *(0,0) 
{ 

x3y 

° , se{x,y} =(0,0) 

d)f:9t2 ~9t talque f{x,y}=min{x,y} 

2) Calcule a diferencial das seguintes funções: 

a) Dê um exemplo de uma curva (t), definida em (-E, E) e diferenciável em 0, cuja imagem esteja 
contida na superficie de nível f (x, y, z) = 1. 

b) Verifique que (grad f( -y( t) ), y( t) ) = ° e dê a interpretação geométrica. 

4) Calcule dzldt, onde: 

a)z=senxy,x=3t e y=t2. 
b)z=x3 +2y2,x=sen t e y=cost. 
c) z = I n{ 1 + x 2 + y2 }, X = cos t e y = sen t. 

x3 

5) Seja f{x,y}= 2 2 se {x,y} *(0,0) e f(O,O)=O. Mostre que 
x +y 

~: (0,0) * (grad f(O,O), u), onde u = .1(1,1). Explique (veja exercício I, item (b». 
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4) FORMAS QUADRÁTICAS DEFINIDAS E SEMI-DEFINIDAS 

Iniciamos esta seção com o 
Teorema de Schwarz 4.1: Seja !:D ~ 9t, De 9t" aberto, uma função duas vezes diferenciável 
no ponto x e D. Para quaisquer O S i S n, OS j S n tem-se: 

a2f a2f 
dx.aX. (x) = dx.dx. (x) 

I J J I 

Detenhamo-nos agora na expressão apresentada no último termo do segundo membro da 
~ ar I ~ a2 f 

equação (3.5'), f(x+h) = f(x) + ~dx. (x).h j + 2 .~dx.dx. (x+ah)hjh j • 
1=1 I I,Fl , J 

D a2f 
Dado h e 9t" e x e D, façamos S(h) =.l:1 dx.dx. (x*) hjhj' 

I,F I J 

onde x* = x + ah representa o ponto onde são calculadas as derivadas parciais de segunda ordem 

:;f ,(i,j=I,2, ... n). Expandindo este termo para n = 2, temos (omitindo-se na notação o 
j x j 

ponto x*): 
a2f 2 a2f a2f a2f 2 

S(h) = dx2 h1 + dx dx h1h2 + dx dx h2h1 +--2 h2 
1 1 2 2 1 dx2 

que, em virtude de teorema de Schwarz (cujas hipóteses implicitamente assumimos) pode ser 
escrito sob a forma: 

a2f 2 a2f a2f 2 
S(h) =--2 h1 +2 dx dx h1h2 +--2 . h2 

dx1 1 2 dx2 

Observe-se que, matricialmente, pode-se ainda escrever 

ra2f 
a

2
f 1 

S(h) = [hl'h2] I dxJ 2f dxla~~f I [~J 
ldx 2 aX 1 dx/ J 

S (h) = h'H (f,x*)h, onde h' representa a forma transposta do vetor h. 

A matriz H (f,x*) é denominada matriz hessiana da função! no ponto x*. Uma vez 
estipulada a função! e o ponto x* E D, a função quadrática S(h) definida no 9t" (denominada 
"forma hessiana da função f') associa a cada direção h no 9t" o número real h I H(f, x*) h. Uma 
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vez fixado o ponto x* E D, é muito importante saber se podemos garantir alguma coisa a 
respeito do sinal de S (h), independentemente do vetor h em questão. Como vimos no Capítulo 2, 
utilizam-se usualmente os seguintes termos para caracterizar a forma quadráticaS S (h) = h'H h. 

a) S (h) é dita positiva defInida se S (h) > O para qualquer h e 9tD ,h * O. 
b) S (h) é dita positiva semi-definida se S (h) ~ O para qualquer h e 9tD

• 

c) S (h) é dita negativa defInida se S (h) < O para qualquer h e 9tD ,h * O. 
d) S (h) é dita negativa semi-definida se S (h) ~ O para qualquer h e 9tD 

• 

e) S (h) é dita indefinida se existem h1 e 9t" e h2 e 9tD tais que S(h1) > O e S(h2 ) < O. 

Vejamos alguns exemplos: 

a) Sejaj(x) =x. Temos f'(x) = I e f"(x) = O. A matriz hessiana no caso reduz-se à matriz 
Ix 1=[0]. É claro que, neste caso, para qualquer h e 9t, S(h) = h.H.h = h2 .0 = O. Conclui-se que 
a forma hessiana da função j (x) = x é, ao mesmo tempo, positiva semi-definida e negativa semi­
definida. 

Conclui-se que S(h) é indefinida, pois, por exemplo, para h = (1,1), S(h) = 2, enquanto 
que para h = (-1,1), S (h) = -2. Diz-se então que a forma hessiana da função f(xl'x2 ) = X1X2 é 
indefInida. 

c) Tomemos agora j(Xl'X2,X3)=X/+x/+x/ definida no 9t3
• A hessiana desta função será a 

matriz 3x3: 

S No Capítulo 2, tratamos de formas quadráticas no caso geral em que a matriz A do termo x'Ax era uma matriz 

simétrica real qualquer. No contexto deste Capítulo, estaremos interessados no caso particular em que a matriz A é 

a forma hessiana H de uma função f de classe C2
, ou seja, matriz da derivadas cruzadas de segunda ordem desta 

função calculadas num ponto bem definido x*. Devido ao Teorema de Schwarz, H satisfaz ao requisito de 

simetria da matriz. 
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r~ a2f a2
f 1 

dx 2 dx ldx2 dxldx3 I I al2f a2f a2f 
H(f,x) = I dx

2
dx

l dx 2 dx2dx3 I 2 l iJ'f a2f ~J dx3dxl dx3dx2 dx 2 
3 

Sendo todas as derivadas parciais de segunda ordem calculadas no ponto x. No caso, 
temos, para qualquer h e 913 

, 

S(h) - 2h 2 + 2h 2 + 2h 2 - I 2 3 

o 
2 
O 

01 

~J 

Segue que S(h) é uma forma hessiana positiva definida, pois para qualquer 
h e 913 

- {O}, S(h) > O. 

Já vimos no Capítulo 2 como classificar uma forma quadrática qualquer do tipo h'Hh a 
partir dos autovalores da matriz H. Uma técnica alternativa neste sentido baseia-se na observação 
dos menores principais da matriz H. Vejamos como proceder neste caminho alternativo. 

búciamos a discussão defInindo, para a matriz real simétrica de ordem n 

H= 

a) O menor principal sucessivo de ordem 1, H1 = determinante da matriz [ali] 

b) O menor principal sucessivo da ordem 2, H 2 = determinante da matriz [aall al2 ] 
21 a22 

c) O menor principal sucessivo de ordem 3, H3 = determinante da matriz 

e, seqüencialmente 
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d) o menor principal sucessivo da ordem k ~ n, HJ: = determinantemente da matriz 

r alI a l2 all 1 
I ~21 an a2t I 
I . . I 
L ali al2 aH; J 

Observa-se na regra de construção acima apresentada que o menor principal sucessivo de 
ordem k é definido com o determinante da matriz que se obtém tomando as k primeiras e 
eliminando-se as n - k linhas e colunas restantes da matriz original. 

Teorema 4.2: Dada uma matriz simétrica H de ordem n, a forma quadrática S(h) = h' H h (sendo 
h um vetor qualquer de 9lD

) será: 

a) Positiva definida se, e somente se Hl > 0,H2 > 0,H3 > O, ... ,H" > O 

b) Negativa defInida se, e somente se Hl < 0,H2 > 0,H3 < O, ... ,(-1)" H" > O 

Demonstracão: Veja Hadley (1967) ou Debreu (1952). 

Com relação aos três exemplos anteriormente apresentados, a forma hessiana de f(x)= x2 

não é nem negativa definida nem positiva definida, pois Hl = det[O] (determinante da matriz cujo 

único elemento é o zero) = O. O mesmo ocorre com f(x p x2) = XIX 2' pois Hl =det[O] = O. A 
função f(x p x2,x3) = X l

2 +x/ +x/ apresentada no exemplo c apresenta uma forma hessiana 
positiva defInida 

Na caracterização de formas quadráticas como pOSItIVas semi-definidas ou negativas 
semi-definidas, trabalharemos apenas com matrizes simétricas de ordem n ~ 3. O caso geral 
pode ser obtido em Debreu (1952), necessitando, para sua análise, da definição do menor 
principal não sucessivo, que não apresentaremos aqui. 

Dada uma matriz quadrada lxl, [alI] a condição necessária e suficiente para que ela 
seja negativa semi-definida (positiva semi-definida) é que alI S O (alI ~ O). Se a matriz é de 

ordem 2x2, A = [ali a I2 ], a condição necessária e suficiente para que ela seja negativa semi­
a21 a22 

definida é que Dt 1 S O, a22 S O e det A ~ O. Alternativamente, ela será positiva semi-definida 

se, e somente se alI ~ O, an ~ O e det A ~ O. 

Por último a condição necessária e suficiente para que uma matriz 3 x 3 

l
f alI a l2 a l3 lJ 

A = a21 a22 a23 
a31 a32 a33 
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seja negativa semi-definida é que ali :S 0, a22 :S 0, a33 :S 0, 

Da mesma forma, A(3x 3) será positiva semi-definida se, e somente se todos estes sete 
menores principais forem não negativos (~O). 

64 



Exercícios resolvidos seção 4 

I) Detennine se cada uma das fonnas quadráticas abaixo é positiva, negativa (definida ou semi­
definida) ou indefinida: 

Solução: 

a) S(h1, h2 ) = (h1 - % h2 )2 - ! h~, e portanto é uma fonna indefmida, pois se 

~ = .% ~ e ~ * O, S(~ ,~) = - ! hf <O (por exemplo, h1 =3e h2 = 2, S(hl'h2 ) = -5) e se 

~ *Oe~ =0 tem-se S(~,~)=~2>0. 

b) Como S(I, 1,0) = 2>0 e S(I,O,l) = -3<0, tem-se que S é indefmida. 

2) Dada a forma quadrática S(h) = h' Hh, H matriz real simétrica, sempre existe uma matriz G 
tal que G' H G = D, sendo D uma matriz diagonal e G'. G = I. Demonstre a seguinte afirmativa: 
"A definição de sinal da forma quadrática associada à matriz D é a mesma da fonna quadrática 
associada à matriz H". 

Solução: Observe que G'.G = 1 implica G' = G-1
• Façamos y = G' h. Logo h = G y e portanto 

S(h) = h'Hh = (G y)'H(Gy) = y'(G'HG)y = y'Dy = S*(y) onde S*(y) = y'Dy. Portanto 
S(h) = S*(G'h) e como G':9tD ~ 9tD é uma bijeção (lembre que G'.G =1) temos que S e S* 
são fonnas quadráticas com o mesmo sinal. 
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Exercício Propostos. Seção 4 

1) Verifique se cada uma das forma quadráticas abaixo é: a) positiva definida; b) negativa 
definida; c) positiva semi-definida; d) negativa semi-definida; e) indefinida. Justifique sua 
resposta. 

a) S(h) = 5h: + 2h1h2 + h~ 
b) S(h) = -2h: + 2h1h2 - h~ 
c) S(h) = 2h: +3h2

2 +3h3
2 -2h1h2 -2h1h3 -4h2h3 

2) Dada uma matriz H diagonal (aij = O para i :F- j), em que casos pode-se afirmar que a forma 

quadrática S(h) = h' H h é: a) positiva defmida; b) positiva semi-definida; c) indefmida? 

3) Utilize os exercício proposto anterior e o exercício resolvido 2 para determinar se 

a )[~ ~ !] é positiva defmida 

2 4 10 

{
-I 

b 2 lJ é negativa semi-defmida 
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~ CARACTE~ÇÃO DE CONCAVIDADE NO CASO DE FUNÇÕES 
DIFERENCIÁVEIS 

Iniciaremos esta seção tratando das funções reais de variável real. A extensão ao caso de 
funções definidas no 9tD é imediata, e será feita a seguir. 

Teorema 5.1. Seja f:D ~ 9t, D um subconjunto convexo aberto da reta, f uma função 
diferenciável Então f é côncava se, e somente se para quaisquer 
a, b e D, f(a} + f'(a}· (b - a) ~ f(b} 

o gráfico abaixo apresenta um função côncava defInida no conjunto dos reais: 

f (x) 

I 

f (a) + f (a) (b - a) 

f(b) 

f (a) ----------

a b x 

(fIgura 5.1) 

Observa-se claramente, na ordenada, a relação de ordem f (b) ~ f (a) + (b-a) f' (a). 
Geometricamente, o que se observa é o seguinte: se, em qualquer ponto do domínio da função 
côncava f, traçar-se a tangente ao seu gráfico, este último fica todo ele abaixo da tangente. Isso 
fica claro observando-se que, na relação f (b) ~ f (a) + (b-a) f I (a): a) a e b são pontos 
quaisquer do domínio de f; b) o termo L (b) = f (a) + (b-a) f I (a) representa o valor, no ponto 
b, do hiperplano (aqui uma reta) tangente ao gráfico de f no ponto (a, f (a» e, evidentemente; c) f 
(b) representa o valor da função neste ponto. 

Demonstra&ão do Teorema 5.1: 

la. Parte: f côncava 'V a, b e D, f (a) + f' (a) . (b-a) ~ f (b). Se f é côncava, dados a e b e D, 
a * b e 8 e (0,1), temos: 

f ( 8 ·a + (1- 8) b) ~ 8 f (a) + (1- 8 ) f (b) 
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f(a+(1- (J ) (h-a» ~(J f (a) + (1- (J )f(b) 
f (a + (1- (J ) (h-a» - f (a) ~ (1- (J) (f (h)- f (a» 
Dividindo-se por (1- (J ), 

f(a+(1-9) (b-a»-f(a) > f(b)-f(a) 
1-9 

Ou ainda, multiplicando-se e dividindo-se o primeiro termo por b - a, 

f(a+(1-9) (b-a» -f(a) (b-a) ~ f(b)-f(a) 
(1-9) (b-a) 

Fazendo h = (1-9)(b-a), 

f(a+ h)-f(a) (b-a) ~ f(b) - f(a) 
h 

Tomando o limite quando h ~ O (o que se obtém fazendo-se 
9 ~ I), f'(a)(b-a)+f(a) ~ f(b). 

b) 2a parte: f(a)+f'(a)(b-a)~f(b), Va,bED~f é côncava. Como para 

V9 E [0,1], c = 9a + (1- 9) (b) pertence ao domínio da função, podemos escrever: 

f'(c). (a-c)+f(c) ~ f(a) 

f'(c). (b-c)+f(c) ~ f(b) 

Multiplicando-se a primeira desigualdade por (J e a segunda por 1- (J , obtém-se, por 
soma membro a membro f(c) = f(9a+(1-9)b) ~ 9f(a)+(1-9)f(b) 
visto que: 9(a-c)+ (1-9) (b-c) = -c+&+(1-9)b = -c+c = O. 

Teorema 5.2. Uma função f: I ~ 9t, duas vezes diferenciável no intervalo aberto I é côncava 
se, e somente se f" (x)~ O para todo x E I. 
Demonstra~ão: 

la parte: f" (x) ~ O para todo x E I ~f é côncava. 
Sejam a e b dois pontos quaiquer do intervalo I. Utilizando-se a fórmula de Taylor para 

h=b-a temos, para <XE(O,I), f(b)=f(a)+f'(a). (b-a)+(1/2)f"(a+a(b-a»(b-a)2. 

Como f"{a+<x(b-a»)h 2 ~O, segue que f(b)~f(a)+f'(a)(b-a), e do teorema (5.1) que fé 
côncava. 

2a parte: f é côncav~ f" (x) ~ O para todo x E I. (Primeira demonstraçâo, admitindo f" 
contÚlua). Suponhamos por absurdo que f "(Xo) > O para Xo E I. Pela continuidade de f" existe 
B > O tal que IIx - x~1 < ~ ~ f" (x) > O. Tomemos x nesta vizinhança (B(xo,B» de raio B de Xo. 
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Temos então, utilizando novamente a fórmula de Taylor, para a.e (0,1), f(x) = f(x) = f(Xo) + Í(Xo) 

. (x - Xo) + Ih f" (Xo + a(x - Xo»(x - Xo)2. Como ~o+a (x-xo)-xol=a ~-xol<~, ou seja, 
como xo+a(x-xo) pertence à bola de centro em Xo com raio, segue que 
f'(xo+a(x-xo» (X_XO)2 >0 e f(x» f(xo)+ f'(xo).h. 

Pelo teorema 5.1, este fato é uma contradição com a concavidade de f. Segue que 
f" (x) S O para todo x e I. 

2a parte: f é côncava f" (a) S O, 'Va e I (Segunda Demonstração Caso Geral). 
Sejam a e b dois pontos quaisquer de I. Pelo teorema 5.1 se f é côncava, podemos 

escrever: 

f(a) S f'(b). (a- b)+f(b) 
f(b) S f'(a). (b-a)+f(a) 

Somando-se estas duas desigualdades, obtém-se:(f'(a)-f'(b» (b-a) ~O. 

Dividindo-se por (b-a)2 > O, f'(a) -f'(b) ~ O ~ f'(b) -f'(a) S O. Tomando-se o limite 
b-a b-a 

quando b tende a a, obtém-se pela definição de derivada 
f" (a) S O, para qualquer a e I. 

Os teoremas que acabamos de demonstrar são muito úteis na caracterização de 
concavidade de funções reais de variável real. Passemos agora às suas versões no 9tD

: 

Teorema 5.1': Seja f: D ~ 9t, D um subconjunto aberto convexo do 9tD
, f uma função 

diferenciável Então f é côncava se, e somente se para quaisquer x e D e y e D tivermos 
D df 

f(y) S f(x)+ ~ dx
i 

(x). (Yi -x). 

Ddf 
r Parte: f é côncava ~ 'V x,ye D, f(y) S f(x)+ ~dXi (X)(Yi -x). 

Tal como procedemos na demonstração do teorema 5.1, escrevemos, dada a concavidade 
de f, e para 9 e (0,1), 

f(9x+(1-9)y) ~ 9f(x) + (1-9) f(y) 
f(x+ (1-9) (y-x»-f(x) ~ (1-9) (f(y)-f(x» 

D· 'd' d (19) O f(x+(1-9)(y-x»-f(x»f() f() 
IVI m o-se por - > , }_ 9 - Y - x. 
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Tomando-se acima o limite quando e ~ 1 obtém-se do lado esquerdo a derivada direcional da 
ar 

função f no ponto x (na direção Y - x), que denotamos por d (x): 
(y-x) 

d df (x)~f(y)-f(x).Comofédiferenciável'd df =Í, :f (X).(Yi- X) 
(y-x) (y-x) i=1 oXi 

D df 
obtendo-se assim a expressão desejada f(y) S f(x)+ ~ dX

i 
(X)(Yi - xJ 

2" Parte: Se para todo X,y e D, f(y) S f(x) + t (X (X)(Yi -x) então f é côncava. 
i=1 Oxi 

Da mesma forma que na demonstração do teorema 5.1 agora lidando com vetores do 9tD 

no lugar do números reais, seja, para ae[O,I],z=ax+(I-a)y um elemento do domínio de f. 

Então, pela hipótese do teorema 

D df L -(Z).(Xi -zJ+f(z)~f(x) 
i=1 dxi 
D df 
~ dx

i 
(z) (Yi -zJ+f(z)~f(y) 

Multiplicando-se a primeira desigualdade por a e a segunda por 1- a obtém-se, por soma 
membro a membro, 

f(z) = f(ax+(I-a)y) ~ a f(x)+(1-a)f(y) 

visto que, para cada i = 1,2, ... , n, a(xi - Zi)+ (l-a) (Yi - Zi) = -Zi + Zi = O. 

Teorema 5.2': Seja f:D ~ 9t, D c9tD aberto convexo e f uma função duas vezes diferenciável em 
D com derivadas de segunda ordem contínuas. Então f é côncava se, e somente se a sua forma 
hessiana é negativa semi-defInida em todos os pontos de seu domínio. 

Demons~ão: 

r Parte: S(h) = h'H(f,x).h S 0, 'v'x e D ~ f é côncava. 

Tal como procedemos na primeira parte do Teorema 5.2, seja h tal que x + h e D. Pela 
fórmula de Taylor existe a e (0,1) tal que 

D (X 1 
f(x+h)=f(x)+ L -(x).hi+-h'H(f,x+ah).h. 

i=1 Oxj 2 

D ar 
Comoh'H(f,x+ah).h<O,f(x+h)Sf(x)+L dx (x).h j • 

,=1 i 
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Segue do teorema 5.1' (fazendo-se h = y - x) que f é côncava. 

2" Parte: Se f é côncava, então h' H(f,x).h~O, 'Vx e D. 

Suponhamos que h'.H(f,xo).h>O para xoeD. Então, dada a continuidade das 
derivadas de segunda ordem de f, existe uma vizinhança de raio 6 de Xo tal que se x pertence a 
esta vizinhança (Ix-xol< S) então h' H(f,x) h> O. Dado h tal que Xo +h e D, seja O < e < 1 tal 

que ldal < 6. Então x o + da pertence a esta vizinhança e ao domínio da função, pois 

I(xo +eh)-xo)1 = lehl < S e O < e < 1. 

A expansão de Taylor nos garante que existe a e (0,1) tal que 

ou seja, 
n ar e2 

f(xo +eh) = f(xo)+ ~ dx
j 

(xo).ehj +"2 h' H(f,xo +a eh).h 

e2 

Mas I(xo +a eh)-xoll = lalle hll< S (pois lal < 1). Segue que "'2 h' H (f,xo +aeh)h > O, o que 

nos possibilita escrever f(xo +eh) > f(xo)+ t ~ (xo)eh j. Pelo teorema 5.1', isto é uma 

contradição com o fato de f ser côncava. Segue que h' H(f, xo)h ~ O para qualquer Xo e D. 

Passemos agora à concavidade (convexidade) estrita. Trataremos apenas do caso de 
funções reais definidas em subconjuntos convexos do espaço euclidiano 9tD

• A particularização 
para funções de variável real é imediata. Diz-se que f:D ~ 9t, D c9tD convexo, é uma função 
estritamente côncava se para qualquer x e y e D com x :I: y e O < a < 1, tem-se 
f(ax + (l-a) y) > a.f(x) + (l-a)f(y). 

Observe-se que agora está definido no intervalo aberto (0,1) (e não fechado, como antes) 
e que a desigualdade é estrita (> ao invés de ~). Exige-se também, na defInição, que x :I: y. 

Como no caso anterior, f é dita estritamente convexa quando - f é estritamente côncava, 
ou seja, quando vale 
f(ax + (l-a) y) < a.f(x) + (l-a)f(y) 

Os teoremas principais relativos à concavidade estrita são enunciados a seguir: 

Teorema 5.3: Seja f:D ~ 9t, D um subconjunto convexo do 9tD
, f uma função diferenciável 

Se, para quaisquer x e De ye D,X:l: y, tivermos 
D df 

f(y)<f(x)+~ dx
j 
(x)(yj-x) 

então f é estritamente côncava. 
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Teorema 5.4: Seja f:D -+ 9t, D c9tD aberto convexo e f uma função duas vezes diferenciável 
em D. Então, se a matriz hessiana de f é negativa definida em todos os pontos de seu domínio, f 
é estritamente côncava. 

As demonstrações dos teoremas acima obtêm-se trocando-se as desigualdades por 
desigualdades estritas, respectivamente, na segunda parte do teorema 5.1' e na primeira parte do 
teorema 5.2'. Vale notar que não vale a volta com desigualdades estrita em nenhum dois casos. 
Ou seja, não é verdade que uma função estritamente côncava apresente hessiana negativa definida 
em todos os pontos de seu domínio. O contra-exemplo clássico fica por conta de 
f: 9t -+ 9t,f(x) = - x4

, que é estritamente côncava (veja exercício proposto número 3) mas cuja 
hessiana (no caso, uma matriz 1 x 1) se anula no ponto x = O. Da mesma forma, se f é 
estritamente côncava, pode-se dizer que dados dois pontos quaisquer x e y de seu domínio, com x 
:I: Y, tenha-se 

D êH 
f(Y)<f(X)+~ dx

j 
(x)(Yj-xj) 

Observe-se por outro lado que toda função estritamente côncava é também côncava, o 
que nos possibilita afirmar que uma função não é estritamente côncava quando, por exemplo, 
existe um ponto de seu domínio onde sua matriz hessiana é positiva definida ou indefinida. 
Alternativamente, pode-se afirmar que uma função não é estritamente côncava quando existem 
dois pontos x e Y de seu domínio, com x :I: Y, tais que: 

D êH 
f(y)~f(x)+ ~ dx

j 
(x)·(Yj -xJ 

Isto decorre diretamente dos teoremas 5.1' e 5.2', visto que qualquer uma dessas 
verificações caracteriza ausência de concavidade e, conseqüentemente, ausência de concavidade 
estrita. 
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Exercú:ios resolvidos - Seção 5: 

1) Verifique se as seguintes funções são: a) côncavas; b) convexas; c) estritamente côncavas; d) 
estritamente convexas. 

222 a) f:9t ~ 9t tal que f(x,y) = eX -y 
x2 3y2 

b)f:9t2 ~9ttalquef(x'Y)=2+2+3xy 

c)f:9t++ ~ 9t tal que f(x) = e-l/x 

d) f:9t3 ~ 9t tal que f(x, y, z) = x3 + 3y- 2z 

Solução: 

a) Vamos calcular a hessiana de f para cada (x,y)e 9t2: 

[
1+2X2 -2xy ] 

H (f(x, y» = 2ex2 _
y2 

2 
-2xy 2y-l 

Neste caso detH(f,(x,y» = (2e(X
2
_y2»2 (2y2 _2X2 -1) que não tem sinal definido. 

Segue que f não se enquadra em nenhuma das categorias acima listadas. 

rI 31 
b) Aqui H(f,(x,y» =l3 3J que é indefinida, \f(x,y)e 9t2

• Segue que f não é convexa nem 

côncava. 
1 -2 1 

c) Temos que f'(x)= _e-l/x ef"(x) = - e-IIx +- e-IIx , 'T/xe 9t 
x2 x3 x4 *. 

. é f'() (1 2 ) -lIx 1 f' ( ) {~ O se O < x ~ 112 . f - é Isto, x = 7-7 e , ogo, x <Osex>1I2 , ou seja, nao 

côncava nem convexa. 

, a2 i 
d) E fácil ver que a x 2 (x, y,z) = 6x e que as demais entradas da matriz hessiana são nulas. 

Então fica claro que f é côncava se, e somente se x ~ O e , convexa se, e somente se x ~ O. E 
como f não é função afim, ela não pode ser simultaneamente côncava e convexa. Portanto ela não 
é côncava nem convexa. 
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2)Verifique se as seguintes funções são côncavas: 

a)f(xl'x2 ,x3) = 2x~ + x; x3' (xl'x2 ,x3) e 9t3 

b) f(Xl'X2,X3)=X~X~x~,(Xl'X2,x3)e 9t!.t, ondeO<a<1/4,0<Ji<1I4 

Solução: 

como H1 = 4 > O, f não é côncava. 

b) f:9t!.t ~ 9t tal que f(xl'x2 ,x3) = xax~x~ 
r a(a-l)xa-2x llx2 a Rxa-lxll-lx2 I 1 2 3 I-' 1 2 3 

H(f,(xl'X2 ,x3» =laJix~-lx~IX~ Ji(Ji-I)x~x~2X~ 
2ax1 a-I x2 x3 2JiX~X~IX3 

Como H33 = 2x~x~ > O em 9t!.t tem-se que H(f,(xt.XZ,X3» não é negativa semi-definida e 

portanto f não é côncava. 
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Exercícios Propostos - Seção 5 

1) Verifique se cada uma das funções abaixo é: a) estritamente convexa; b) estritamente côncava; 
c)convexa;d)côncav~ 

a) f(x) = ~X3 +3x2 + 1 
b) f(x) = 3x+ 7 

b 
c) f(x)= a---2 (a,b,c>O,x~O) c-x 
d)f (xl'X2) = x; + 7 x; - Xl x2 
e) f(X l ,X2) = (Xl _a)2 +(x2 _b)2 +CXl 

f) f(xl'X 2) = x~ +lnx2 
g)f(Xl'X2,X3 ) = axl + bX2 +cx;, c >0 

h) f(Xl'X 2,X3 ) = x~x~x~, a ~ 0,13 ~ O, 1 ~ O 0< a+ 13+1 ~ 1 
i) f(xl'x2) = (Xl X2)112 

2) Seja f:1 c 9t --+ 9t, I intervalo aberto. Mostre 
a) f é côncava se, e somente se f/:1 --+ 9té não crescente 
b) f é estritamente côncava se, e somente se f/:1 --+ 9t é decrescente 

3) Prove que f(x) = x4 é uma função estritamente convex~ 

Sugestão 1: Mostre que f/(X) = 4x3 é uma função estritamente crescente em todos os pontos de 
seu domínio. Isto implica(e é implicado por) f estritamente côncava. 

Sugestão 2: Como f"(x) = 12x2 ~ O,f é convexa. Se f não fosse estritamente convexa, 
existiriam dois números reais a e b, como a:l: b, tais que f(a) = f(b)+ f'(b) (a- b). Mostre que 
isto não pode ocorrer. 

4) Mostre que se f:O c 9tn --+ 9t (O aberto convexo) é estritamente côncava e diferenciável 
então 

n a f 
f(Y)<f(X)+t:ax

i 
(X){Yi-XJ 

'r/x, ye o. 
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6) o TEOREMA DA FUNÇÃO IMPLíCITA 

Freqüentemente em economia deparamo-nos com uma função F:D ~ 9t, Dc9tD aberto, 

no qual se considera o conjunto {xe D;F(x)=c},ce 9t Tal é o caso, por exemplo, seja no 

modelo keynesiano simplificado, quando se faz 
F(y,I) = y-C(y) - I = O, sendo y o produto, C(y) o consumo e I , o investimento autônomo, seja 
na teoria do consumidor, quando se dá o nome de curva de indiferença ao conjunto 
((XI,X2 ) e 9t~;F(XI ,x2 ) = U(xI ,x2 ) = U}. 

Nestas condições, diz-se,para n = 2, que a equação F( Xl' X2 ) = c define implicitamente x2 

como função de Xl ' quando existe uma função f: I ~ 9t definida num intervalo aberto I tal que 
F(XI,X2 )=C se, e somente se x2 = f(xl). Se definirmos o gráfico de uma função f:I ~9t, como 
o conjunto de pontos G(f)={(xl'x2)e 9t2 ;xI elex2 =f(xl)} a afirmativa anterior equivale a 
dizer que (I x9t) n p-l (c) é o gráfico da função f. 

Se tomarmos F: 9t2 ~ 9t, F (Xl' X2 ) = Xl + X2 = O, é claro que esta equação define 
trivialmente X2 como função de Xl sob a forma da função f: 9t ~ 9t, x2 = f (Xl) = -Xl' Mas este 
não costuma ser o caso geral. Tomemos F (Xl' X2 ) = X: + X; -1 = O. A imagem inversa do ponto 
zero pela função F assim definida é o círculo unitário de centro na origem e raio 1. Neste caso 
não se pode definir x2 em função de Xl por uma função f: 9t ~ 9t, pois para cada Xl e (0,1), 

por exemplo, teríamos os valores x2 = f (x 1) = ~l- x~ e x2 = -f( xJ = -~1- x~ satisfazendo 

F(xl'±f (Xl» =0. Mas, com exceção dos pontos (Xl'X2 ) = (1,0) e (Xl'x2 )=(-1,0), onde àF 
àX2 

se anula, pode-se sempre definir x2 = f(xl) numa bola com centro em (xl'x 2 ) e raio r 
suficientemente pequeno. Diz-se, neste caso que F (xl'x2 ) = c define localmente uma função 
x2 = f(xl) tal que F-I (c)nB «xl'x2 ), r) é o gráfico de x2 = f (Xl)' 

(figura 6.1) 

De um modo geral, a equação F (xl'x2 ) = c pode não ser satisfeita para nenhum ponto 

(xl'x2 ) e 9t2
, como é o caso de xi + x; + 10 = O ou, ainda que satisfeita, pode não definir 
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nenhuma função de Xl em x2 ou x2 em Xl definida num intervalo não degenerado, como é o 
caso de x; +xi = o. Um outro exemplo é dado por F (x, y) = x4 _y4 =0. O ponto (0,0) é uma 
solução para tal equação, mas qualquer que seja a vizinhança V deste ponto considerada, não se 
pode definir uma função y = f (x) ou x = g(y), pois F-l(O) r'I V contém necessariamente 2 
segmentos de reta que se cortam em (0,0). 

Nosso primeiro objetivo nesta seção será estabelecer condições suficientes para que, 
fixado c, a equação F( Xl' x2 , ... , xD ' y) = c dê origem a uma função implicitamente definida y = f 
(Xl,X2, ... ,xD). O passo seguinte será qualificar devidamente as propriedades da função f e de­
senvolver um meio de obter as suas derivadas parciais utilizando-se para tal as derivadas parciais 
da função F original. Feito isso, passaremos ao caso mais geral em que temos não apenas uma, 
mas n funções F; (x, y) definidas em subconjuntos do 9tm+D (com x e 9t'" e y e 9t") e desejamos 

obter n funções Yi = fi (x) definidas implicitamente a partir das F;s. Passemos agora ao 
enunciado do teorema da função implícita. 

Teorema da Função Implícita (Caso Particular): Seja F:D ~ 9t,D c9tm+l aberto, uma função 
de classe Clt(k ~ 1). Suponhamos que para c e 9t,xo e 9tm e Yo e 9t, tenha-se F(xo'yo) = c e 

: (xo,Yo) * O. Então existe uma vizinhança B (xo'~) do ponto Xo e uma vizinhança uni­

dimensional B(Yo,e)dopontoyo na qual, para todo xeB(xo'~) existe um único 
yeB(Yo,e) com F(x,y) =c. Esta propriedade define uma função 

f: B(xo'~) ~ B(yo,e),f(x) = y com F(x, f(x» = c. A função f assim definida é de classe Clt e 
para todo x e B (xo'~) tem-se: 

di (x) =_ dFI dX i ( f(» x, x , 
dx i dF/dy 

i=I,2, ... ,m 

Vamos apresentar aqui a demonstração deste teorema para o caso m = 1. O leitor pode 
observar que para o caso m> 1 a demonstração é análoga. 

dF( d F ( Demonstrª&ão: Suponhamos que dy xo,Yo) > O (o caso d y xo,Yo) < O é análogo). Como 

~ ~ : D ~ 9t é contínua (pois F é pelo menos de classe Cl) temos que existem e > O e ~I > O 

tais que ~:{x,y}>o, V'{x,y}e IlxJ, onde Ii ={xo-~i'Xo+~J e J=(yo-e,yo+e} são tais 

que 11 xJ C D. Assim para cada x e 11' a função Fx:J ~ 9t tal que Fx{y} = F(x,y} é crescente. 

Sejam YI'Y2 e J tais que Yl < Yo < Y2' então Fx (yJ < Fx {yo} = F(xo,yo) = c < Fx (yJ. Como F o o o 

é contínua, existe O < ~ < ~I tal que 

FJyJ=F(x,yJ<C<F(X'Y2)=FJY2)' V'xe I=(xo-~'xo+~). Como Fx é contínua para 

cada x e I, tem-se pelo teorema do valor intermediário que existe y x e J tal que Fx (y x) = c. Uma 

vez que Fx é crescente, tal y x é único em J tal que F( x, y J = c. Defina então a função tal que 
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f( x) = y x: f: I ~ [y l' Y 2] C J. Mostraremos agora que f é contínua. Sejam x e I e {xJ 

seqüência em I tal que lim xn = x. Como (f{xJ) é uma seqüência no compacto [YI'Y2] existe 

uma subseqüência (f( xnt ) ) ItE. que converge para algum y e [y 1 ' Y 2]. Basta mostrar que 

y = f(x), pois neste caso concluiríamos que qualquer subseqüência de (f( xJ) convirgirá para 

f(x), donde ela mesma convirgirá para f(x). Observe que para cada k e N ~ xnt ,f( xnJ) = c. 

Como F é contínua em IX[YI'Y2] tem-se: 

c = lim F(xn ,f(xn » = F(x,y) 
It....... t t 

Como (x,y)e I x J é tal que F( x, y) = c, pela unicidade de y x devemos ter y = f(x). 

Finalmente vamos mostrar que f é classe Clt. Para cada x e I fixo, e para todo t e 9l tal que 

x + t e I temos que F(x + t, f(x + 1)) = F(x,f(x)) = c. Definindo a função cp:[O,l] ~ 9l tal que 

CP(8) = F(x+8t, f(x)+E(f(x+ t) - f(x»)) - F(x,f(x») temos que é diferenciável e cp(O) = cp(l) = O. 

Logo pelo teorema do valor médio, existe 80 e (0,1) tal que 
dF dF 
h(x+80t, f{x)+80(f{x + t) -f{x»)). t+ dy (x +80t, f{x) +80(f{x + t) - f{x»)) .(f{x+ t) - f{x)) = O 

dF 
f{x + t) _ f{x) ~(x +80t, f{x) +80(f{x+ t) - f{x»)) 

~ = dF . 
t dy (x +80t, f{t)+80(f{x + t) - f{x»)) 

. dF dF 
Quando t ~ O, temos pela contmuidade de P, dx e dy tem-se 

dP 
dx (x, f{x») 

f'{x) = -=d=P--­
dy (x,f{x») 

Como x é arbitrário, esta última igualdade mostra que f' é contínua (visto que P é de 
classe C1 e f é contínua) e por indução [mita nesta igualdade tem-se que P é de classe Clt. 

Vejamos agora como utilizar o teorema da função implícita nos dois casos apresentados. 
No modelo keynesiano simplificado temos, de acordo com o " princípio da demanda efetiva", 

- --
y - C( y) - I = F (y, I) = O 

Para que possamos utilizar o teorema da função implícita podemos supor que C(y) seja 
uma função de classe C 1. Se queremos expressar y como função de I, a condição de suficiência é 
dada por (dPI dy) (y,I) * O. Devido à hipótese usual de que a propensão marginal a consumir 

- - -
C'(Y) se situa no intervalo (0,1), (dPldy) (y,I)=l-C'(y»O o que atende à condição de 
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- -
suficiência. Segue daí que existem vizinhanças B(I, r), B(y,e) de I e y tais que para qualquer 

I e B (I, r) existe um único ye B (y, e) com a propriedade F(y,I) = y-c{y) - 1= O. Fazendo 

y = f (I) segundo esta regra de diferenciação, temos, pelo teorema acima 

df (I) - -àFlàI (I f (I» _ I 
di - àFI ày' - I-C'(f(I» 

Chegamos assim à conhecida fórmula do multiplicador Keynesiano, que ensina que o 
efeito sobre o produto de uma unidade monetária a mais de investimento autônomo é amplificado 
pelo inverso da propensão marginal a poupar. 

Voltemos agora ao problema microeconômico de determinação da curva de indiferença 

{(XI ,X2) e 9t~; U (X I ,X2) = U} associada ao nível de utilidade U. 

Suponhamos que a função utilidade U seja de classe C I e que as utilidades marginais 

~U , i = 1,2, sejam positivas em qualquer ponto do 9t~. Então, dado qualquer (Xl ,X2) e 9t~ 
UX j 

existe uma vizinhança Bi de Xi, i=I,2, e uma função de classe Cl f:Bl ~ B2 tais que 

U-l (U)nBlxB,. é o gráfico da função f. 

A título de ilustração, para U (Xl' X2) = Xl X2 = U, U: 9t!.t ~ 9t e U e 9t++, temos 

X2 = f (Xl) = U I Xl' sendo f:9t++ ~ 9t++ uma função definida não apenas localmente. Pelo 
teorema da função implícita, 

Seja agora F(x,y)=X2y+y2X+3xy=5. Esta função é de classe C l, 

grad F(x,y) = (2xy + l + 3y, x 2 + 2xy + 3x) e o ponto (1,1) satisfaz F(1,I) = 5. A pergunta é: 
pode-se definir y = f (x) numa vizinhança do ponto (1,I)? Se possível, qual o valor de f'(x)? 
Aplicando-se o teorema da função implícita, chega-se a uma resposta positiva para esta pergunta 

Gá que ~~ (1,1) = 6:1: O) e ao resultado (para X numa vizinhança de (1,1»: 

f' (x) = -àFI àx 
àFlày 

-2 xy_y2 -3y = ---:'~~_.....:-
X2 +2 xy +3x 

É importante lembrar o teorema da função implícita estabelece apenas condições 
suficientes, mas não necessárias, para a existência de uma função implícita nas vizinhanças de um 
ponto. Tomemos por exemplo F(x, y) = XS - yS defmida no 9t2e com valores reais. 

Temos grad F(O,O) = (0,0), e no entanto a equação f(x,y) = O define trivialmente a 
equação y = f (x) = x em torno do ponto (O, O). 
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Passemos agora ao caso em que a função F(x,y) = c é definida no 9tm+D e toma valores 

em 9t"(n > 1 e c e 9t"), ou seja, F (X, y) = (Fl (x,y), F2 (x,y), ... ,F
D 

(x,y». 

Admitimos aqui que x e 9t1ll e Y e 9t". A pergunta que se coloca é a mesma do problema 
anterior: em que circunstância podemos assegurar que o conjunto de equações: 

F;. (Xl'X2,···,XIII 'Yl'Y2'''·'Y,,) = Cl 

F2(Xl,X2, .. ·,XIII 'Yl'Y2'···'Y,,) =C2 

detennina implicitamente as funções 

Yl = ft (Xl'X2"",xlII ) 

Y2 = 12 (Xl'X2"",xlII ) 

A resposta, uma vez mais, é dada pelo teorema da função implícita, que estabelece 
condições suficientes para que isto se dê. Passemos ao seu enunciado no caso geral: 

Teorema da Função Implícita (Caso Geral): Seja F: D x E --+ R D, sendo D c 9t1ll e E c 9t" 
conjuntos abertos. Admitamos que a função F assim definida seja de classe C t (k ~ 1). 

Admitamos ainda que, para (xo,Yo) e D x E e c e 9tD
, F (xo,Yo) = c, sendo o determinante da 

matriz Jacobiana 

calculado no ponto (xo,Yo) diferente de zero (o Úldice 2 de D2 f refere-se aqui ao segundo 
grupo de variáveis, ou seja, às variáveis y). Então existe uma.vizinhança B (xo,r) do ponto Xo e 
uma vizinhança B(yo,E) do ponto Yo tais que, para todo x e B(xo,r), existe apenas um 
ye B(yo ,E) com a propriedade de que F (x,y) = c. Por essa regra de equivalência faz-se Y = f(x), 

sendo f uma função defInida em B (xo , r) e com valores no 9tD. Isto equivale a escrever-se 

Yl = h (Xl'X2,· .. ,xm ) 

Y2 = 12 (Xl'X2,· .. ,xm ) 
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Para todo x E B( xo' r) vale ainda que o detenninante da matriz D2 F calculado no ponto 
(x, f(x) ) é diferente de zero. A função f:B(xo' r) ~ 5JtD assim definida é de classe Ck em U. Em 
adição, a matriz Df das derivadas parciais de f em relação ao vetor x, de ordem n x m, pode ser 
obtida pela equação matricial: 

Df = - (D2F)-1 
(6.1) 

nxm nxn 

nxm 

Se queremos obter Df calculada no ponto x E B(xo,r), devemos avaliar as demais 
matrizes expresas do lado direito da equação acima no ponto (x, f (x». 

Vejamos uma aplicação deste teorema à macroeconomia. Para isto, seja uma economia 
cujo produto (y) e taxa de juros (r) se determinam pelas equações de equilíbrio no mercado de 
bens e serviços (lS) e no mercado monetário (LM). 

Admitiremos que no ponto ( Mo, Go' Yo"o) se tenha o equihôrio 

{
YO-C(Yo)-I(ro)-Oo =0 

Mo - L (ro'Yo) = O 

Nestas equações M representa o estoque real de moeda, I (r) o investimento privado, O 
os gastos de consumo e investimento do governo e L (r, y) a demanda pelo estoque real de 
moeda. Sabe-se que 0< C' (y) < 1, I'(r) < O, Lr = aLI ar < O e Ly = aLI dy > O. A pergunta que se 

coloca é: estas equações defmem duas funções 

y = y (M, O) 
r = f (M, O) 

como se admite usualmente na solução do modelo IS-LM? Caso positivo, quais as características 
destas funções (em particular, onde estão definidas) e como variariam y e, a) no caso de um 
aumento da oferta monetária M?; b) No caso de um aumento do nível de gastos públicos O? 

Antes de aplicarmos o teorema da função implícita, façamos algumas hipóteses adicionais. 
Admitiremos que C (y), I (r) e L (r, y) sejam funções de classe C l

. Neste caso, 

FI{Mo,Oo,yo,ro) = Yo -C{Yo) - I{fo) - 0 0 = O e 
F2{Mo,Oo,yo,fo) = Mo - L{fo ,Yo) = O 

são de classe Cl
. As variáveis endógenas neste exercício são, por escolha nossa, y e f. Elas 

correspondem ao vetor de variáveis y a que se refere o teorema (aqui, n = 2). As variáveis 
exógenas (representadas no teorema pelo vetor x) correspondem a M e O (m = 2). A matriz 
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Jacobiana das derivadas parciais de F=(Fl'F2 ) em relação às variáveis end6genas, D2 F, que 

deve ser calculada no ponto (M o' G o ,y o' ro) é dada por 

Segue o teorema que existe uma vizinhança B((Mo,Go)'S) do ponto (Mo,Go) e 9t2 e 

uma vizinhança B( (ro ,y o) ,E) do ponto (ro, Yo) e 9t2 tais que para qualquer que seja (M, G) e 

B((Mo,Go')'S) existe apenas um ponto (r, y) e B((ro,yo),E) com 

satisfazendo 

y= y(M,G) e 
r = r(M,G) 

y-C(y)-I(r)-G =0 e 
M-r..(r,y)=0 

Segue também do teorema que det D 2 F calculado neste ponto (M, G, r, y) pertencente à 

vizinhança de (Mo,Go,ro'yo) é diferente de zero e que as funções r (G, M) e y (G, M) definidas 

em B((Mo,Go')'S) são de classe Cl
. Para o cálculo de 

{
OY/OM OY/OG] 

Df or/o M or/oG 

no ponto (M, G), podemos utilizar (6.1) com as derivadas parciais calculadas em (M, G, y (M, 
G), r (M, G». No caso, 

ou seja, 

(-D,Fr' ={l':-L~' .:-~J = ~[ -~' 1~~] 
raFJaM al1/aG1 ro -11 

Dl F=laF2 /aM aF2 /aGJ=ll O J 
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ày -I' ày-L 
-=->0 -=--y >0 
àM A ' àG A ' 

~= -{l-C'} <O àr = Ly >0 
àM A 'àG A 

Os resultados obtidos confinnam intuição macroeconômica usual. Um aumento da oferta 
monetária normalmente reduz os juros e corrobora o grau de atividade econômica. Um aumento 
dos gastos públicos, por outro lado, tende a fomentar o produto e a elevar os juros. 

É importante observar que as funções r (M, G) e y (M, G) são determinadas apenas 

localmente. Isto significa que dado qualquer ponto (Mo,Go,yo,ro) do 9t4 no qual F se anula, 

existe um conjunto aberto Zo = B{{Mo,Go),b)xB({ro,yo),e) tal que F-1(0)nZo é o gráfico da 

função f:B{{Mo,GJ,~) ~9t2. Como detD2 F=A>O para todos os pontos (M, G, y, r) E Zo' 

segue que cada ponto solução da equação F (M, G, y, r) = O está contido em algum conjunto 

aberto Uj tal que F-1(0)nUj é o gráfico de uma função fj:{M,G) ~ (y,r). 

Na prática, as derivadas parciais de f costumam ser calculadas por procedimentos 
alternativos àquele ditado pela equação (6.1). Após a verificação de que det D2 F:# O e F satisfaz 
às demais condições explicitadas no Teorema (sendo, consequentemente, pelo menos de classe 

C1), podemos assegurar que a função f (M,G) =(y(M,G),r(M,G)) existe e é de classe C1 num 

certo domínio e 

{ 
y(M,G)-C{y(M,G)) - l{r{M,G)) -G = O 

M - L(r(M,G),y(M,G)) = O 
(6.2) 

Como a composta de funções de classe C1 é classe C1
, podemos aplicar a regra da cadeia, 

obtendo, para G constante (omitindo-se o ponto no qual as derivadas parciais são calculadas), 

ày -C' ày -I'~=O 
àM àM àM 

l-L ~-L ày =0 
r àM y àM 

Colocando-se em evidência e reescrevendo-se o sistema sob a forma matricial, temos 

rl-C' -1'1 
l-Ly -LrJ 

Utilizando-se a regra de Cramer obtém-se 

r :~ 1 r 01 
I I-l J l:~J - -1 
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que reproduzem os resultados anteriormente obtidos. Procedendo da mesma forma para M 
constante, 

ay _c,ay -I'~=1 
aG ()G ()G 

ar ay 
- L, a G - L, a G = o 

Rearranjando-se os termos e colocando-os sob a forma matricial, 

obtendo-se uma vez mais 

ar Ly 
e -=->0 

ao Il 

Observe que as duas equações matriciais apresentadas no desenvolvimento em duas 
etapas que efetuamos podem ser escritas sob a forma 

[
1-C' -I'] ray/aM ay/ao1 r o 11 

-Ly -Lr lar/aM ar/aoJ=l-1 oJ 

obtendo-se a equação (6.1), 

O método acima considerado permite a obtenção,em cada etapa, de cada uma das colunas 

da matriz D f. Inicialmente obtivemos a coluna um (a y /a M e ar /a M) e depois a coluna dois 

desta matriz (ay/ao e ar/aO). Dependendo de qual dentre as m variáveis ex6genas escolhemos 
para a estática comparativa, podemos nos concentrar em uma qualquer das colunas de D f. 
Quando se deseja obter a matriz D f como um todo, utiliza-se em geral uma notação abreviada do 
diferencial de cada uma das variáveis end6genas consideradas em relação a cada uma das 
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variáveis exógenas. Este é o chamado método do diferencial total para o cálculo de D f. Para 
exemplificá-lo, voltemos às equações (6.2): 

Fazendo-se 

y{M,O}-c{y{M,O})-I{r{M,O})-O =0 
M-L(r(M,O},y{M,O}) =0 

dy dy 
dy= dO dO+ dM M 

dr dr 
dr= dO 0+ dM dM 

temos, tomando o diferencial total das equações acima, 

Ou ainda, sob a forma matricial, 

d y - C' d y - I' d r = dO 

Ly dy+Lr dr=dM 

L I' dy=_r dO+-dM 
A A 

l-C' L 
dr=--dM--YdO 

A A 

Seguem daí os resultados já obtidos 

dy =L/A dy =I'/A e dr =-L IA 
dO r 'dM dO r 

(6.3) 

(6.4) 

onde A = (1-C') Lr + I' Ly. A identificação de cada uma das derivadas parciais a partir de 

simples inspeção das equações (6.3) e (6.4) decorre do fato de dM e dO se constituirem numa 
base do espaço das transformações lineares do 9t2 em 9t. Isto implica no fato das representações 
dos funcionais lineares dy e dr serem únicas na base. Segue daí a identificação efetuada. 

Um exemplo numérico 

Dado o sistema de equações F(x,y,z) = (F1(x,y,z),F2(x,y,z)), com 

F1(x,y,z) = x2y+2xy2 - Z 

F2(x,y,z) = xy+ 7 

temos, no ponto (1, 2, 3), l1(x,y,z) = 7 e F2(x,y,z) = 9. 

85 



Tentemos avaliar, se possível, o valor das derivadas parciais d x/d Z e d y Id Z no ponto 
considerado. Para isto notemos inicialmente que a matriz das derivadas de F em relação às 
variáveis (escolhidas como end6genas) x e y é dada por 

rdF1/dx dF1/d y1_[2XY+2 y2 

ldF21dx dF2 ldyJ- Y 

que, avaliada no ponto (1,2,3), assume os valores: 

r12 91 
l2 d 

o determinante desta matriz é igual a -6 e, portanto diferente de zero. Podemos então 
escrever, para Z numa vizinhança do ponto (3) e (x, y) numa vizinhança do ponto (1,2), 

x = x{z) 
y= y(z) 

Derivando 11 e F2 com respeito a z, e usando (6.5), 

(6.5) 

dX 2 dY 2 dX dy 2x-·y+x -+2y -+4xy-=1 
dZ dZ dZ dZ 

dX dy 
y-+x-=O 

dZ dZ 

Sob a forma matricial, 

Calculando-se as derivadas no ponto (1, 2, 3), 

Utilizando-se a regra de Cramer obtém-se facilmente 

dX dy -=-1/6 e -=1/3. 
dZ dZ 
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A an4lise Grá.fica 

Um instrumento muito útil na avaliação dos sinais das derivadas parciais das funções 
implicitamente definidas pela equação vetorial F(x, y) = c, quando c e 9t2

, é dado pela análise 
gráfica. Para ilustrar o método, voltemos ao modelo IS-LM anteriormente apresentado: 

y - C(y) - I(r) - G = O (IS) 

M - L(r,y)=O (LM) 

Já sabemos, em virtude das hip6teses efetuadas sobre C',I',Lr e Ly, que podemos 

escrever 

Y={~.~) 
r={~,M ) 

onde o sinal acima de cada variável representa o sinal da derivada parcial, respectivamente, de y e 
r, em relação a esta variável. 

o método gráfico, adequado aos modelos em que apenas duas variáveis end6genas se 
determinam a cada etapa, inicia-se plotando-se cada uma destas variáveis nos eixos coordenados. 
No nosso caso, as variáveis end6genas são r (representada no eixo das ordenadas) e y 
(representada no eixo das abcissas). Em seguida, plota-se o lugar geométrico das combinações 
de r e y que satisfazem, mantidas constantes as variáveis ex6genas, a cada uma das equações do 
modelo. O formato de cada uma destas curvas obtém-se por simples inspeção ou, mais 
formalmente, utilizando-se preliminarmente o pr6prio teorema da função implícita. 

Tomemos inicilmente a LM. Se r aumenta, L cai. Como M é constante, para que se 
verifique M - L ( r, y) = O é necessário que y se eleve contrabalançando o efeito do aumento de r 
sobre L. Conclui-se daí que LM é positivamente inclinada: quando r se eleva, o mesmo deve 
acontecer com y. Formalmente, temos, pela simples aplicação do teorema da função impHcita à 

equação M-L(r,y)=O, que dr =-Ly/Lr>O. 
dy 

Com o mesmo tipo de raciocínio conclui-se que a IS é negativamente inclinada. 
Alternativamente, aplicando-se o teorema da função impHcita à equação y - C( y) - I{ r) - G = O, 

obtemos a inclinação local da IS: 

dr l-c{Y) 
-= <O 
d y I'{r) 

O equihbrio do produto e da taxa de juros em função de G e M se expressa então pelo 
gráfico abaixo 
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r 

-r 

-y 

(figura 6.2) 

que consiste numa fonna alternativa de se expressarem as soluções 

y=y(O,M) 
r=r(O,M) 

15 

y 

A etapa seguinte, de estática comparativa, avalia os slltalS de 
a y la M, a y la a , a r la M e a r la a através dos deslocamentos de cada uma das curvas 
plotadas no gráfico. Para se saber a direção na qual cada uma das curvas se desloca, procede-se 
novamente por simples inspeção ou por uma nova utilização do teorema da função implícita. O 
artifício comum a ambos os procedimentos consiste em tomar-se como constante qualquer uma 
das variáveis endógenas expresssas no gráfico. 

A título de ilustração, tomemos um aumento da variável O. A LM não se desloca, pois 
esta variável não aparece como parâmetro na equação da LM. Mas a IS se deslocará para a 
direita. Infonnalmente, porque para (por exemplo) r constante deveremos ter um valor mais 
elevado de y de fonna a continuar valendo a igualdade. 

y-C(y)-I(r)-O =0 

Isto decorre do fato de I não se alterar (já que estamos nos deslocando paralelamente ao 
eixo das abcissas r constante), e do fato de uma elevação de y ser capaz de provocar um aumento 
(que deve ser o aumento de a) em y-C(y). Fonnalmente, o que estamos dizendo conclui-se 
novamente por simples aplicação do teorema da função implícita à equação acima, tomando-se r 
como parâmetro. Obtém-se 

ay 1 
-- >0 ao -l-ciy) 
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Isto significa que, para cada valor de r considerado na IS, o valor de y deve ser mais 
elevado quando G se eleva. Este deslocamento da IS é ilustrado no gráfico abaixo: 

r 

y 

(figura 6.3) 

Plotando-se conjuntamente a IS e a LM conclui-se que um aumento de G leva a uma 
elevação do produto e dos juros, como se mostra abaixo: 

r 

y 

(figura 6.4) 

o mesmo tipo de raciocúrio leva à conclusão de que um aumento de M: a) deixa a IS 
inalterada, já que esta variável não aparece na equação da IS; b) desloca para a direita a LM, já 
que, aplicando-se o teorema da função implícita à equação M - L( r, y) = O obtém-se 
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: ~ = ){y > o e c) provoca uma elevação do produto e redução dos juros de equilíbrio, o que 

se mostra no gráfico abaixo: 

y 

(figura 6.5) 

Todos estes resultados reproduzem, como se observa, os sinais das derivadas parciais 
dY/dM, dY/dG ,dr/dM e dr/dG anteriormente obtidas. Quando não estamos interessados 
nos aspectos quantitativos da estática comparativa, o método gráfico mostra-se de grande 
utilidade. 
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Exercícios resolVidos - Seção 6 

1) Em cada caso, ache, se possível, ~ ~ no ponto considerado: 

a) F (x, y, z,w) = x2 y+2 zwx no ponto (-1,2, 1, 1) 

Y b) F (x, y, z) = ( ) no ponto (1, 1, 1) 
l-x I-z 

Solução: 

a) Como F:9t4 ~9t tal que F(x, y, z, w) = x2 y+2 zwx é classe Cl
, para que y=y{x,z,w} 

numa vizinhança de (-1,2, 1, 1) é suficiente que ~: (-1,2, 1, 1):# O. Mas ~: (x, y, z, w) = x2 

e então dF (-1, 2, 1, 1) = 1:#0. Assim dy (-1, 1, 1) = 
dy dX 

a F la F a F a y 
- ax(-I,2,I,I) ay(-I,2,1,l) e como ax(x,y,Z,w)=2xy+2ZW'ax(-I,I,I)=2. 

b) Sejam U={(x,y,z)e 9t3;I-x(I-z):#0} aberto e F:U ~9t tal que F(x,y,z)= 1 r r 
-xI-z 

Observe que F é de Classe C l em U e (1, 1, 1) e U. Como 
dF 1 dF 
d y (x, y, z) = 1- x{ 1- z) , d y (I,I,I) = 1 :# O. Assim existe uma vizinhança do ponto (I,I,I) em U 

dy -dF /dF 
tal que y = y (x, z) e d x (1,I) = ~(1,l,l) d y (I,I,I). Mas 

dF{ ) y(I-z) dy 
-;- x,y,z = [ { )]2 ~ -;-(1,1} = o. 
uX l-x l-z uX 

2) Consideremos o seguinte problema de maximização de lucro 

onde F é uma função de produção do capital (K) e do trabalho (L), p é o preço do produto, WK 

de cada unidade de capital e WL o salário por unidade de trabalho. Admitamos que a matriz 

hessiana de F seja negativa definida em todo o seu domínio, que F seja de classe C2 e admita uma 
solução em 9t~, para cada p > O, WK > O e WL > O. 

i) Determine condições suficientes para que se possa ter K= K{p,WK,WJ; L= L(P,WK,WL). 
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.. ) Calcule d· - aL aL n , nestas con lÇoes, -':l-' -':l-o 

uWx. uWL 

Solução: 

i) Fixados p>O,Wx. >O,WL >0 temos que (I(, L) será um ótimo para o problema se, e somente 
se satisfaz as condições de primeira ordem\ isto é, se, e só se 

aF 
p aK (K,L)-WL =0 

aF 
p aL (K,L)-WL =0 

Sejam gj:9t!..t ~ 9t, i = 1,2, defmidas por 

aF 
gl(K,L,p,Wx.,WL ) = P aK (K,L)-Wx. e 

aF 
g2(K,L,p,Wx.,WL ) = P aL (K,L)-WL 

Para que possamos ter K = K(p, W x.' W J e L = L(p, W K' W J é suficiente, pelo 

Teorema da Função Implícita, que gl e g2 sejam de classe Cl e que 

em g~I(O)ng;I(O). Como F é classe C2 temos que gj é de classe C I (i=I,2). Além disso, 

agi = p F, . a g2 = P F, • agi = p F, • a g2 = P F, onde 
aK KK' aK LK' aL n' aL (L' 

a2 F 
F(L = a L2 (e estamos omitindo (K, L) por comodidade). 

agi agi 

_ a K a L 2 Fn Fn 21 (( ))1 7 
Então ag

2 
ag

2 
= p Fn F(L = P H F, K,L ,onde 

aK aL 

H(F(K,L)) é a hessiana de F no ponto (K, L). Segue da hipótese efetuada da matriz hessiana de 

F ser negativa definida em todos os seus pontos de seu domútio que 

IH(F(K,L))I> O, V'(K,L) E 9t~. Segue daí que 11 = p2IH(~K,L))1 > o. 

ü) Atendidas as hipóteses do item (i), sabemos pelo teorema da Função Implícita que 

4 Veja teorema da seção 1 do capítulo 4. 
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iJK iJK iJ gl iJ gl 
-1 

iJ gl agi 
iJWK aWL aK iJL aWI; aWL 

iJL aL = - ag2 iJ g2 ag2 ag2 
iJWK iJWL aK aL iJWK aWL 

iJL - p Fu iJL pFrac 
~--= e ---

éJWK ll. iJWL ll. 

Pela hip6tese efetuada sobre a hessiana de F, devemos ter FKK < ° e, consequentemente, 

':}oL < O. O sinal de ':}oL é indeterminado. 
uWL uWK 

3) Seja f (x)= a x 2 + bx + c trinômio do segundo grau tal que a * ° e ll. = b2 
- 4ac > O. Neste 

caso existem r .. r2 e 9t raízes deste trinômio. Mostre que é possível tomar ri em função de a, b e 
or or or 

c e calcule o~' o~ e o~· Faça o mesmo para r2 • 

Solução: Seja g:Uc9t4 ~9t talque U={(a,b,c,t}e 9t4 ;a*0 e b2 -4ac>0} é aberto em 

9r e g(a,b,c,t} = at2 + bt+c. É fácil ver que g é de classe C1
• O problema acima proposto é 

equivalente a saber se podemos colocar t em função de (a, b,c) em 

g-l(O} = {(a, b,c, t) e ~; ae + bt+c = O}. Isto s6 será possível se 

og ( ) ( ) -1 og ( ) _ _ _ bL ot a,b,c,t *0, 'V a,b,c,t e g (O). Mas ot a,b,c,t -2at+b-0<=>t-- /2a' mas como 

a t2 + bt+c = ° e b2 -4ac >0, então t * -~a. Chamaremos (a, b, c, r) um ponto de g-l(O}. 

Neste caso existe uma vizinhança deste ponto tal que ri = r1(a, b,c} e mais ainda 

4) Dadas as expressões: 

{ 

k 2 
s=I--s 

s{r} = /m(r} 

(1) 

(2) 
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Seja ro tal que s(ro) = so' m(ro) = mo e So = romo. Mostre que, para pequenos valores de 80, 
pode-se aproximar k e s(r) por, respectivamente, 

Solução: 
a) Substituindo-se (2) em (1) no ponto r = ro' 

k 2 2 
romo =l--romo 

ro 

Como se supõe So = ro mo pequeno, 

kro m~ = l-romo = I 
Daí, 

b) Seja v = S2. A expansão de Taylor de primeira ordem em tomo de r = ro nos dá 

v{r) = v{ro) + v'{ro)· (r - ro) (5) 

onde v'{r) = 2s s'{r) (6) 

e s'(r) obtém-se por derivação implícita de (1). Temos 

s'(} 
k 2 k 

r = 2" s{r} _-o 2s{r}· s'{r} 
r r 

s'{r} = (r+2~r})r . s{r}2 

No ponto r = ro' temos 

Substituindo-se em (6), no ponto r = ro 

já que moro = So = O. Segue de (5), como v (O) = So = O, que 

v(r)=m~ro.(r-ro)=m~ ro r-s~ =m~ ro r 

C 2 fi alm s() 1/2 112 orno v = s ,temos, m ente, v = mo ro r . 
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Exercícios propostos - seçiio 6 

1) Seja o seguinte sistema de equação representativa de um modelo macroeconômico: 
r = L(r,y} (1) 
y = c(y}+I(r)+G+ H(y,E} (2) 
H(y,E}+ K(r) = O (3) 

Variáveis endógenas: r, y, E. 

a) Estipule condições suficientes para que o modelo permita a determinação das funções: 
r = r(M,G} 
y=y{M,G} 
E=E(M,G} 

b) Calcule ~ ar ay ay aE aE 
aM'aG'aM'aG'aM e aG· 

c) Substitua H (y, E) por -K (r) na equação(2). Como você faria para determinar graficamente 
. . d ay ay ar ar ? I . , 1, . fi . diç 

os StnalS e a M ' a G ' a G ' e a M· sto sena posslve uma vez satlS eltas as con ões por 

você determinadas no item (a)? 

2) Considere o sistema de equações de equilfbrio 

{

y-c(y-R}-I(r}-G =0 
M-L(r,y}=O 
R=R+ty 

Obtenha a expressão para ~;': ~ , fazendo as hipóteses usuais do modelo IS-LM. 

3) Um sistema de equações de equilibrio é dada por 

{
mB- L(r,y) = O 

y-c{y-R}-I(M)-G =0 

Obtenha as expressões para ~ ~ e ::' fazendo as hipóteses usuais do modelo IS-LM. 
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4) Seja f :9t3 ~ 9t definida por f (x, y, z) = Z3 - xy - y - z. Dada a superfície de nível zero de f, 
ela é o gráfico de alguma função numa vizinhança do ponto (O, O, 0)1 

5) Complete o exercício resolvido 3. 

6) Seja w (r) uma função crescente dos juros que mede o custo de bem estar para a sociedade de 
ter uma taxa de juros nominal r > O, ao invés de uma taxa nominal de juros nula, w (r) pode ser 
defInida (Lucas, 1993) sob a forma 

U[I+ w(r), m(r)] = U(I,m(O») 

onde U (c, m) mede a utilidade quando o consumo é c e total de encaixes reais m(r) (m~r) < O); 
m (O) representa a liquedez real quando a taxa de juros é nula. A fórmula acima define o custo de 
bem estar de uma taxa nominal de juros r com o consumo adicional (m(r») com o qual se deve 
premiar a sociedade para tomá-la indiferente entre uma taxa de juros nominal e uma taxa de juros 
nominal nula. 

Utilize o teorema da função implícita e a expressão por Taylor em tomo do ponto r = O 
para obter uma forma funcional para w (r) em função de m (O), r e j, onde j=-m'(O)/m(O) é a 
semi-elasticidade juros da demanda por moeda (suponha m~ O) < 00). 
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