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INTRODUÇÃO 
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Este relatório visa a apresentação de propostas para o hedge 

da divida externa brasileira e a aplicação das reservas. 

Na primeira parte, vamos fazer um resumo das principais 

questões envolvidas. Nela são apresentados os vários tipos de risco 

associados à dívida externa e os mecanismos para a sua neutralização 

a custo reduzido. 

No anexo da parte um, apresentamos um exemplo numérico para 

ressaltar a possibilidade de riscos com títulos de juros fixos. 

Na segunda parte, fazemos um estudo mais detalhado, 

apresentando inclusive as primeiras estimativas numéricas. 

Na parte três, apresentamos alguns exemplos que indicam como 

deveriam ser feitas as aplicações das reservas com vistas à 

maximização de receitas e ao mesmo tempo a proteção da dívida com 

respeito à variação de juros. 

Finalmente, na parte quatro, apresentamos a teoria que 

justifica as nossas sugestões. 
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1. INTRODUÇÃO 

No começo da década de oitenta, o Brasil, a exemplo de 

outros países da América Latina, passou por grave crise cambial, 

que, até hoje, não foi totalmente resolvida. Como é sabido, esta 

crise foi deflagada pelo súbito aumento das taxas de juros 

internacionais, pelo Banco Central Americano. Por outro lado, 

devido a diversos fatores, inclusive a progressos na área teórica 

de finanças, atualmente se encontram disponíveis vários 

instrumentos financeiros que podem ser utilizados para a proteção 

contra variações não antecipadas das taxas de juros 

internacionais. O nosso objetivo aqui é, em primeiro lugar, a 

identificação dos vários tipos de riscos associados à divida 

externa do Brasil. Em seguida, vamos sugerir como implementar um 

sistema de HEDGE ou proteção cambial contra variações na taxa de 

juros. Este sistema inclui também uma sugestão para o 

gerenciamento das reservas, uma vez que elas fazem parte do 

sistema de HEDGE proposto. Uma das características de nossas 

sugestões é a simplicidade, o que é importante para as 

dificuldades de pessoal e as restrições de ordem política e 

normativa enfrentadas pelo Banco Central. 

2. Os vários tipos de riscos associados à divida externa. 

Para a melhor compreensão do problema a ser tratado por 

nós, convém enumerar os diversos tipos de riscos associados à 

divida externa. 

A - Riscos de perda de capital. 

B - Riscos nos fluxos cambiais. 

c - Riscos fiscais. 
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A - Riscos de perda de capital. 

Os riscos de perda de capital (Capital Loss) são 

aqueles que ocorrem quando uma variação da taxa de juros provoca 

uma oscilação do valor presente de um titulo. Assim, se os juros 

se elevam, o valor presente desta divida cai e vice-versa. Uma 

das maneiras que se pode fazer algum HEDGE para este tipo de 

divida, é inclui-la também no cálculo da duração que será 

utilizada para a aplicação das reservas, por método a ser 

descrito abaixo. Contudo, este tipo de risco nos parece menos 

importante que os demais, e sua análise, bem como o estudo de 

métodos para o seu HEDGE, será deixado para uma fase posterior. 

Ver a esse respeito o anexo "Risco de perda de capital associado 

à divida com juros fixos". 

B - Riscos nos fluxos cambiais. 

Este, sem dúvida, é o risco central de se ser um pais 

como o Brasil, que possui uma divida externa alta, quando, por 

exemplo, comparada com as exportações ou o P.I.B.. Este risco, 

provém do fato dos juros internacionais de curto prazo oscilarem, 

e, desta forma, gerarem incerteza quanto às obrigações futuras. 

Um dos aspectos mais relevantes aqui, é o fato das exportações 

não variarem exatamente de acordo com a taxa de juros. Contudo, 

estas variáveis estão carrel acionadas na medida em que ambas 

dependem da inflação americana, mas existem variações de juros 

reais. 

c - Riscos fiscais. 

Estes riscos também provêm da imprevisibilidade da taxa 

de juros internacionais de curto prazo. Contudo, a ótica aqui é 

como esta variação afeta o gasto governamental e, portanto, gera 

a necessidade de aumento de impostos. Um fato empírico importante 

aqui é como o P.I.B. brasileiro, em dólar, varia com a Libor. 
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3. A necessidade do HEDGE e o perigo do OVERHEDGE. 

t realmente lastimável que um pais como o Brasil, onde 

o capital é escasso, não possa fazer empréstimos internacionais 

de que necessita sem incorrer em excessivos riscos. 

Os mecanismos de HEDGE atualmente existentes no mercado 

permitem uma diminuição destes riscos e, portanto, a 

possibilidade de se ter divida externa sem riscos excessivos. 

Isto torna possivel e vantajoso, inclusive, a eventual volta do 

Governo Brasileiro ao mercado internacional de capitais. Não é 

dificil encontrar as explicações para que o mercado internacional 

de capitais não faça o próprio HEDGE do risco cambial brasileiro. 

Isto se deve ao fato de existirem externalidades entre os vários 

agentes internacionais que emprestam ao Brasil. Isto é, o risco 

que cada empréstimo isolado adiciona ao Brasil é pequeno, o 

problema é a soma destes riscos. 

Assim é que o HEDGE da divida externa tem que ser feito 

pelo Governo Brasileiro. 

Convém notar, contudo, que os mecanismos de HEDGE 

tendem a ser onerosos. Assim é que a análise dos riscos 

envolvidos tem que ser meticulosa, pois, caso tenhamos um risco 

exposto de 10 bilhões de dólares e comprarmos proteção contra 

oscilações, na taxa de juros sobre 12 bilhões (através de CAPS, 

por exemplo) vamos lucrar caso os juros subam. Obviamente, vamos 

estar pagando para termos a chance de se obter este lucro. Este é 

o caso, por exemplo, se tivermos divida de 12 e reservas de 2 e 

comprarmos CAPS sobre 12 em vez de 10. Isto é, é preciso o 

entendimento profundo dos riscos envolvidos para que se possa 

traçar com clareza a linha divisória entre a proteção contra 

riscos e a especulação. 

4. Sugestão para a estrutura do HEDGE dos riscos nos fluxos 

cambiais. 

10 



A - O HEDGE natural através da correlação entre a exportação 

e a taxa de juros de curto prazo. 

Uma boa parte das variações da Libor, bem como das 

exportações e importações, estão associadas à inflação americana. 

Para tais variações não existe risco cambial, uma vez que o saldo 

comercial, que é utilizado para pagamento dos juros, varia junto 

com a Libor. O problema é que existem outras possibilidades como 

variações de taxa de juros reais e variações em termos reais das 

exportações e importações. Para se ter idéia da importância desta 

variação conjunta, vamos fazer um estudo estatistico do 

coeficiente de correlação entre saldo comercial de não fatores 

(isto é, inclusive serviços que são juros) e a Libor e sua 

variação no tempo. Isto vai nos dar uma idéia de que parte da 

divida com juros flutuantes necessita realmente de HEDGE. Ver a 

esse respeito o anexo 11 à seguir, onde é desenvolvido um 

"framework" para a estimação dessa correlação. 

B - O HEDGE através das aplicações das reservas. 

Se igualarmos a duração das reservas à duração da 

divida (para cada tipo de moeda que entra na divida), vamos ter 

uma proteção quase completa para a parte da dívida que 

corresponde ao valor das reservas (Ver a este respeito o anexo 

I1I). Convém notar que isto não requer a imobilização das 

reservas: se as reservas aumentam, existe uma necessidade 

residual de HEDGE menor e vice-versa. 

c - As outras formas de HEDGE: Swaps, Futuros, Collards e 

Caps. 

O res1duo da divida externa ainda exposta a riscos, 

depois de se considerar os ítens A e B acima, tem Que ser 

protegido através dos mecanismos de Swaps, Futuros, Collards e 

Caps. 
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Como o mercado futuro só existe para poucos perlodos, 

para utilização destes mecanismos temos que usar uma técnica de 

"overloading", isto é, agir como se a parte da dívida a ser 

protegida fosse maior. O fator de multiplicação aqui é uma 

espécie de duração de fluxos, aproximadamente 10. Dado as 

dimensões relativamente pequenas do mercado, isto, obviamente, 

restringe muito a utilização destes mecanismos. Desde que haja 

credibilidade de ambas as partes, os Swaps são um mecanismo 

bastante conveniente. O Collard é um instrumento que limita a 

taxa de juros mínima e máxima a ser paga. A sua vantagem sobre os 

Caps é de ser mais barata devido ao fato de não proporcionar 

lucros na eventualidade da queda dos juros. Assim é que a 

utilização de uma sequência de Collards, como têm feito algumas 

empresas, é um mecanismo bastante adequado de proteção contra 

variações na taxa de juros. 

5. Sugestão para operacionalização. 

A - Gerenciamento das reservas. 

Deveremos escrever um problema de otimização, para cada 

uma das moedas relevantes: dólar, marco e yene (talvez a libra). 

Em cada um destes problemas vamos resolver um problema de 

portfolio sujeito à duração da divida de juros flutuantes que é 

de alguns meses. As variáveis de escolha são titulos de curta 

duração: até dois anos. Estes problemas são simples e de acordo 

com a orientação do BACEN de não alongar demasiado as aplicações 

das reservas. 

B - Mecanismos de HEDGE e sua atualização continua. 

Computa-se através do coeficiente de variação entre 

saldo comercial e Libor a parte da divida de juros flutuantes que 

tem que ser protegida. Deste valor subtrai-se o valor corrente 

das reservas. O valor residual vai ser "hedgiado" através de 

Futuros, Collards, Swaps e Caps. 

'. 
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Exemplo: 

Divida Total 

Divida com juros flutuantes 

(após acordo 8rady) 

Divida Hedgiada pelo saldo comercial 

(valor conservador: 457.) 

Olvida Hedgiada pelas reservas 

(Conceito: FMI) 

Olvida a ser hedgiada por Caps, 

Collards, Futuros e Swaps 

100 8i 

80 8i 

45 8i 

2S 8i 

10 8i 

Estes valores tem que ser revistos continuamente de 

acordo com: variações da dIvida com juros flutuantes, montante 

das reservas, proporção do pagamento dos juros feito através do 

saldo comercial, correlação existente entre juros e saldo 

comercial. 

6. Observações Finais. 

Este é ainda um estudo em andamento e foi escrito com o 

objetivo de se estimular discussões e sugestões. Em 

desenvolvimentos futuros deste trabalho pretendemos também 

incorporar experiências internacionais no assunto. Pretendemos 

também dar sugestões para o HEDGE do risco da dIvida de juros 

fixos bem como do HEDGE do risco fiscal. Contudo, existem outros 

riscos cambiais que estão fora do objetivo deste convênio: os 

vários riscos associados às variações de entrada e salda de 

capital devido à possibilidade ou não de investimento no país, e 

diferencial de taxa de juros; os riscos de variação nos preços de 

bens primários de exportação e muitos outros. Alguns destes itens 

podem ser sujeitos a análise semelhante à desenvolvida acima. 
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--------------------------............. . 
Neste sentido, um instrumento que pode ser utilizado são os 

lndices de volatilidade de exportações. O Governo poderia também 

incentivar o uso de HEDGE por agentes privados, como, aliás, já 

vem acontecendo. O item de fluxo de capitais é muito mais 

complexo e de difícil tratamento, como pode se ver pelos 

problemas que sofrem até mesmo os países desenvolvidos. De todas 

as formas como já dissemos, estas são questões que fogem ao 

objetivo deste convênio. 
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ANEXO do CAPÍTULO I 

RISCO DE PERDA DE CAPITAL , , 
ASSOCIADO A DIVIDA COM JUROS 

FIXOS 



INTRODUCAO 
• 

Este anexo trata da questão da possibilidade de perda 

de capital associada a uma divida com juros fixos. Embora esta 

seja uma questão trivial em termos de finanças, ela serve para 

ressaltar a importância de um tratamento complexo da questão do 

gerenciamento de riscos associados à divida externa, em 

particular, o erro em que se incorre em simplesmente se 

transformar a divida de juros flutuantes em juros fixos. Isto 

porque, é possível, com custos bastante moderados, o hedge da 

dívida de juros flutuantes. Isto é, ao se passar para juros 

fixos, como é o caso de se comprar collards, está se incorrendo 

em riscos associados aos juros fixos. 

Com objetivo de simplicidade, nos exemplos a seguir não 

consideramos a possibilidade da variação dos juros externos 

afetarem o prêmio de risco do Brasil. 
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RISCO DE PERDA DE CAPITAL ASSOCIADO À DÍVIDA 

COM JUROS FIXOS 

A seguir, fazemos uma simulação simples que ilustra os 

riscos de perda de capital de uma d1vida com juros fixos. 

Para 

P.I.B., os 

americana. 

tal, calculamos quanto 

encargos desta d1vida 

seria, 

como 

como percentual do 

função da inflação 

No presente exemplo, considerou-se: 

Divida inicial : US$ 20 bilhões 

P. I. B. inicial US$ 500 bilhões 

Duração da dívida 30 anos 

Juros fixos 67. ao ano 

Os cálculos foram executados para as duas hipóteses abaixo: 

1) Inflação americana = 17. ao ano 

Crescimento econOmico = 57. ao ano 

2) Inflação americana = 57. ao ano 

Crescimento econômico = 57. ao ano 
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Fórmulas utilizadas: 

Para cálculo de dIvida / P.I.B. 

divida / PIB = 
PIB 

d i vida i n i c i al 

(l + infl. )duração (1 )duração + cresc. 

Para cálculo dos juros / P. I. B. : 

juros / PIB = 
juros • divida inicial 

. anos anos PIB (l + mf.) (1 + cresc.) 

;com "anos" variando de 1 a 30. 

o gráfico que se segue ilustra os resultados. 
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INTRODUCAO 

Este trabalho elabora algumas observações acerca dos 

riscos cambiais de uma divida externa. Como dito anteriormente, 

este é o risco central de um pais como o Brasil. 

Devido ao tamanho da dí vida brasileira e ao acesso 

restrito que o pais possui no mercado financeiro internacional, 

fazer a proteção completa desta divida através de instrumentos 

financeiros torna-se proibitivo devido ao seu elevado custo. 

Entretanto, possui o pais formas alternativas de proteção de sua 

divida. 

o pais possui atualmente níveis elevados de reservas 

internacionais que se investidas numa estrutura de juros 

semelhante à da dívida, estará automaticamente hedgiando uma 

parcela da dívida de igual monta. Desta forma, ao se tratar a 

questão de proteção da divida, nos referimos à dívida externa 

líquida, i.e., a divida menos as reservas. 

o que interessa ao pais é o fluxo de pagamentos gerados 

pelo pagamento dos serviços da divida. Como parte da divida é 

contraída com juros flutuantes, o pais precisa de alguma forma se 

proteger destas variações. Porém, o saldo comercial, que gera as 

divisas necessárias ao pagamento dos serviços da dívida, apresenta 

uma correlação positiva com as taxas de juros internacionais. Uma 
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elevação dos juros e consequentemente dos serviços da divida é em 

parte correspondida com uma elevação do saldo comercial. Esta 

relação entre saldo comercial e juros é denominada hedge natural. 

A primeira seção deste trabalho discute a modelagem deste 

conceito. 

Excluida a parcela da divida naturalmente hedgiada, o 

restante da dívida deve ser protegido através dos instrumentos 

tradicionais. Porém, é necessário que se defina qual é o objetivo 

a ser protegido. A segunda seção discute a capacidade de pagamento 

da divida como um dos possiveis objetivos. Para tanto, são 

analisadas duas caracterizações de capacidade de pagamento: a 

relação divida/exportações e a relação divida/saldo comercial. Na 

terceira seção, é discutido um segundo objetivo: a manutenção de 

uma trajetória ótima da divida. 

A correlação entre saldo comercial e juros pode não se 

apresentar constante ao longo do tempo. Torna-se, então, 

necessária uma estimação que permita esta dependência temporal. A 

quarta seção trata da mensuração desta correlação e apresenta uma 

alternativa de estimação de covariâncias condicionadas. 

Subtrai do o hedge feito pelas reservas e o hedge natural 

via saldo comercial, resta a divida que necessita ser protegida 

por instrumentos financeiros. A quinta seção descreve alguns 

instrumentos existentes que podem ser utilizados. 
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A sexta seção expõe um modelo representativo de uma 

literatura que propõe estruturas outras de proteção. Este modelo 

pode apresentar elementos úteis na elaboração do presente 

programa. 

Finalmente, a sétima seção traça alguns breves comentários 

acerca do risco fiscal da divida externa. 
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HEDGE NATUIlAL 

A noção de que o saldo comercial funciona como um hedge 

natural à flutuações nas taxas de juros em virtude de serem 

positivamente correlacionados é razoável e simples. Entretanto, 

duas questões surgem no desenvolvimento desta idéia. A primeira 

delas é como se expressar o hedge natural em termos do coeficiente 

de correlação entre estas duas variáveis. Ou alternativamente, 

dada uma estrutura de correlação entre as variáveis, determinar 

qual é a parcela da divida protegida pelo saldo comercial e, 

consequentemente, qual a parcela restante que deve ser hedgiada 

através de instrumentos financeiros. 

A segunda diz respeito à própria estrutura de correlação 

entre as variáveis. Poderíamos simplesmente estimar, dada uma 

amostra, 

entretanto, 

constante. 

o coeficiente de correlação entre elas. Nao é, 

irreal imaginar que este coeficiente não seja 

Desta forma, seria necessário estimar não um 

coeficiente de correlação, mas uma estrutura de correlação que 

determine um coeficiente dependente do tempo. 

Esta questão será posteriormente discutida. Esta seção irá 

enfocar o problema da representação do hedge natural. Comecemos 

com uma idéia simples. Imaginemos o problema da divida da seguinte 

maneira. Temos um fluxo de pagamentos onde as saídas são 

representadas pelos pagamentos do serviço da divida e as entradas 
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pelos saldos comerciais obtidos pelo pais. Nosso objetivo é 

proteger este fluxo contra flutuações nas taxas de juros 

internacionais. 

Representemos por R a diferença 

R = SC - rD 

onde r - taxa de juros internacional 

D - divida externa 

SC - saldo comercial 

Desejamos que R não seja muito afetado por flutuações em 

r. Sendo SC positivamente correlacionado com r, nosso problema 

está parcialmente resolvido. o problema estaria totalmente 

afastado se as duas variáveis fossem perf ei tamente 

correlacionadas. Não é esta, entretanto, a situação. Cabe a nos 

realizar a proteção que não é feita por SC. Para tanto, é 

necessário mensurar a magnitude desta proteção parcial que 

denominaremos de hedge natural. A proteção a ser feita será o 

hedge residual. 

Seja B o rendimento de um instrumento de hedge para r e b 

a quantidade a ser utilizada deste instrumento. Redefinamos, 

então, 

R = SC - rD + bB 
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Tal quantidade b poderia ser obtida de modo a minimizar a 

variância de R, ou seja, 

min Var(R) 
b 

Var(R) = O\rar(r) + Var(SC) + b\rar(B) - Ocov(r,SC) -

bcov(r,B) + bcov(SC,B) 

que seria minimizada com 

cov(r,B) - cov(SC,B) 

b = ------------------

ou, 

b = b - b 
1 2 

Var(B) 

cov(r,B) 
onde b = -------

1 Var (B) 

cov(SC,B) 
b

2 
= ------­

Var(B) 

Uma interpretação razoável seria considerarmos b como o 
2 

hedge natural e b como o hedge residual. Entretanto, b não está 
1 2 

expresso em termos da correlação entre SC e r, não correspondendo 

a nossa idéia de hedge natural. Esta análise também falha ao se 

concentrar exclusivamente no risco de R, sem considerar o seu 

retorno. 

Alternativamente, poderíamos estar interessados em 

maximizar a função 
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ER 
9 = ------

(Yar(R))l/2 

onde E representa o operador esperança 

matemática. Em palavras, estamos interessados em altos retornos e 

pequenos riscos. 

se X = se 
1 

X = r 
2 

X = B 
3 

temos I!I = EX
I 

i = 1, 2, 3. 

(]" = El(X -EX )(X -EX )] 
lj I I J J 

Maximizando 9 em b, obtemos 

b = b - b 
1 2 

onde 

= 1, 2, 3 

j = 1, 2, 3. 

b = [(I! -DI!)(Der -<1' )+I! ((]" +D (]" ] / lI! (Der -<1' )+0' (I! -DI! )] 
1 1 2 23 13 3 11 22 3 23 13 33 1 2 

b = 2DI! (]" / lI! (Der -<1' )+0' (I! -DI! )] 
2 3 12 3 23 13 33 1 2 

Neste caso, b e b representam melhor a idéia de hedge 
1 2 

residual e natural acima expostos. 

t importante notar que a medida de hedge natural acima 
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obtida é dependente do instrumento de hedge utilizado. Pois ela 

está expressa não somente em termos das médias de SC e r e sua 

covariància, mas também da média de B e sua covariància com estas 

variáveis. Como dito anteriormente, desejávamos poder a partir da 

correlação entre o saldo comercial e os juros determinar a 

magnitude da parcela da divida naturalmente hedgiada. Desta forma 

seria possivel encarar o problema de proteção da divida como um 

problema de proteção exclusiva da parcela restante. Isto é, 

determinar uma estrutura de hedge levando-se em conta apenas esta 

parcela restante. 

Os dois modelos acima demonstram que não houve sucesso 

neste sentido. Existem dois caminhos possíveis a serem seguidos: 

continuar tentando a consecução desta medida ou não dividir o 

problema em duas etapas mas considerá-lo como devendo ser 

solucionado em uma única etapa. 

Nesta segunda alternativa estaríamos interessados em 

proteger não a divida, mas a diferença entre a divida e o saldo 

comercial. 
1 

Ao se determinar a razão ótima ie hedge, o hedge 

natural surgiria como um componente desta razão. Ou mais 

lMais especificamente, por proteção da divida nos referimos à proteção 

do fluxo de serviços gerados por esta divida. Consequentemente, 

por diferença entre divida e saldo comercial entenda-se a 

diferença entre os fluxos de pagamentos gerados por estes dois 

fatores. 
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claramente falando, imaginemos duas situações extremas. Numa 

cov(r,SC) = 1, ou o hedge é todo ele realizado naturalmente pelo 

saldo comercial. Noutra cov(r,SC) = 0, ou todo o hedge deve ser 

feito através de instrumentos financeiros. A razão ótima de hedge 

obtida estaria entre estes dois extremos e o hedge natural seria o 

que deveria ser acrescentado a esta razão para se obter a situação 

extrema de cov(r,SC) = O. Neste sentido seriam pertinentes os 

modelos acima apresentados. 
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CAPACIDADE DE PAGAMENTO 

1. Dlvida/Exportações 

Um possível objetivo é a proteção da capacidade do país de 

pagamento da divida. Resta, então, definir o que se entende por 

capacidade de pagamento. Uma conceituação usual, tanto a nivel 

teórico quanto prático, é o da razão entre a dívida e as 

exportações. Esta definição é adotada, por exemplo, por autores 

como Simonsen e Cysne (1989) ou por agentes financeiros 

internacionais na tentativa de mensuração do risco oferecido por 

um pais na avaliação de um empréstimo internacional. Ela apóia-se 

na idéia de que quanto mais elevadas forem as exportações (de bens 

e serviços não-fatores), maior será a capacidade do país de gerar 

divisas, que possam ser utilizadas no pagamento da divida. De 

acordo com os autores citados, existe uma "conceituação", segundo 

a qual um pais devedor estará em situação confortável se esta 

relação for menor que 2, em posição duvidosa se estiver entre 2 e 

4 e em estado critico se for maior que 4. 

o gráfico 1 traz esta relação para o caso brasileiro na 

década de 80. 

Porém, o ponto a ser aqui enfatizado é a extrema 

volatilidade desta taxa neste período. Ao se definir por uma 
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trajetória que leve esta relação a niveis considerados 

satisfatórios, seria importante um mecanismo de proteção que 

evitasse desvios desta trajetória. Seja D 
t 

divida externa 

liquida 

D - D = r D - se - A 
t+l t t t t t 

ou seja, o aumento da divida decorre dos juros pagos 

(r D), descontados o saldo comercial e o de serviços não-fatores 
t t 

(se) e o ingresso líquido de capitais (A ). 
t t 

Façamos duas simplificações iniciais: 

- a divida é toda ela contraida a juros variáveis; 

- o ingresso liquido de capitais é nulo. 

Temos então, 

D - D = r D - se 
t+l t t t t 

A variável chave é a relação divida/exportações (d ) 
t 

d = D /X 
t t t 

Definamos x como a taxa de crescimento das exportações 
t 

l+x =X/X 
t t t-l 

e h a relação saldo comercial/exportações 
t 
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h = se /X 
t t t 

temos que d = D /X 
t+l t+l t+l 

logo, 

D = d X = d (I +x ) X 
t+l t+l t+l t+l t+l t 

mas D = (I +r ) D - se 
t+l t t t 

então, d (I +x ) X = (1 +r ) D - se 
t+l t+l t t t t 

ou d (1 +x ) = (1 +r ) d - h 
t+l t+l t t t 

Se desejamos que a capacidade de gerar divisas seja 

constante, devemos ter 

r - x = h /d 
t t t onde d = d para todo t 

t 

ou r = x + h /d 
t t t 

Suponhamos que esta seja a situação do país. Porém, ocorre 

uma variação da taxa de juros no per1odo t+l. O que deve acontecer 

para que d não se aI tere ? 
t+l 

em t, d = h / (r - x ) = d 
t t t t 
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queremos h / (r - x ) = d 
t+l t+l t+l 

então. precisamos que 

11
t

+
1 

= (l-x /r ) "1 + À /x r 
t t t+l t+l t t 

11 - taxa de crescimento dos juros 

"1 - taxa de crescimento da relação saldo 

comercial/exportações 

À - taxa de crescimento das exportações 

Se esta for a situação. a relação divida/exportações não 

se alteraria. Para o caso brasileiro. a relação considerada ótima 

não foi atingida. Estabelecendo-se uma trajetória 

decrescimento. os desvios desta trajetória seriam dados por 

d -d O 
t+l t t+l 

d 
t 

o 
t 

X 
t+l 

- (I +"') 
Xt 

de 

onde '" seria a taxa de decrescimento 

escolhida. 

Ao se adotar um instrumento de hedge que possua um 

rendimento igual a B • temos 
t 

onde {3 t é igual ao montante utilizado do 

instrumento. 
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então 

f3 SC 
t t 

o 
t+l 
-- = (l+)r 

t 
--9--

o 
t 

e 

O t O 
t t 

d -d X 
t+l t t+l 

-J.l=-
d X 

t t 
[

(l+)r - f3 t 9 - SC t 
]- (l+J.l) 

t O t O 
t t 

o objetivo seria 

[ 
(l+)r _ f3 t 9 _ S C t ]] 

t O t O 
t t 

[

X 
t+l 

var X

t 
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2. Dívida/Saldo Comercial 

Definiu-se d como a capacidade de gerar divisas. 
t 

Entretanto, só está sendo visto o lado das exportações. Para que 

as divisas possam ser geradas é necessário que as importações 

sejam comprimiveis. 

Se raciocinarmos, entretanto, com a relação dívida/saldo 

comercial (b l, como se modifica o modelo? 
t 

o gráfico 2 traz a trajetória desta relação para o caso 

brasileiro. 

D = b se 
t+l t+l t+l 

(1 +r 1 D + se = b se 
t t t t+l t+l 

(1+r 1 b + 1 = b (1+5 ) 
t t t+l t+l 

onde s é a taxa de crescimento do saldo 
t 

comercial 

Se tivermos b = b para todo t 
t 

b = 1 / (s -r 1 
t+l t 
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ocorrendo uma mudança na taxa de juros, para que b 
t+l 

permanecesse constante, deverlaxnos ter 

1) - rp (s Ir) 
t+l - t+2 t+l t 

onde rp - taxa de crescimento de s 

Os desvios de uma trajetória determinada seriaxn 

dados por 

b -b 
t+ 1 t 

b 
t 

e corno 

o 

- 1.1. = 
o 

t+l 

o 
t 

se 
t+l - o +,.Ll 

set 

t+l 

O 
t 

= (l+)r 
t 

I3 t 
- - B­

O t 
t 

se 
t 

O 
t 

então teriarnos 

b -b se 
t+l t t+l 

- 1.1. = 
b se 

t t 

O objetivo seria 

min~t var [ 
se [ t+l 

se 
t 

[ 
13 se 1 O+)r - - B - _t - 0+1.1.) 

t O t O 
t t 

(l+lr 
t 
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TRAJETÓRIA DA DÍVIDA 

Quando do momento de pagamento do serviço da dívida, o 

pais necessita de divisas externas para tal. Estas divisas podem 

ser obtidas atraves da geração de saldos comerciais favoráveis. Um 

outro possível objetivo seria a proteção do fluxo de pagamentos 

representado pelos serviços da divida e os saldos comerciais. Ou 

seja, a tentativa de minimização da variância destes fluxos. Este 

ponto de vista, presente nos modelos apresentados no relatório 

anterior, espelha a necessidade de uma proteção dos pagamentos 

presentes do país. A análise centra-se nos serviços da dívida, 

enquanto o montante desta se mostra secundário, importando apenas 

na medida em que determina o valor de tais serviços. Utilizando 

uma imagem tosca, pode-se dizer que tal análise se preocupa com o 

gerenciamento do caixa do pais, desmerecendo considerações acerca 

dos fatos geradores dos fluxos de pagamentos enfrentados por este. 

Um terceiro objetivo possivel seria o de proteção desta 

trajetória. Isto é, o pais pode estar interessado na manutenção 

desta trajetória, diminuindo os desvios desta provocados por 

elevações nos juros internacionais. Como justificar a adoção deste 

enfoque em detrimento dos dois anteriores ? Em primeiro lugar, o 

pais não deve se preocupar com a capacidade de efetivo pagamento 

da dívida quando a inflação externa se encarrega de corroê-la. Em 

segundo lugar, a análise dos pagamentos efetuados a caáa momento 

dos serviços da divida importa apenas na medida em que o não 

'. 

38 



pagamento completo dos serviços a cada momento implica num maior 

montante a ser pago num periodo posterior. A manutenção de uma 

trajetória decrescente da divida externa liquida real englobaria 

estes dois primeiros objetivos, de uma maneira mais completa. Um 

outro argumento relevante nestes estudos preliminares é o da maior 

facilidade de modelagem. 

A taxa de crescimento da divida externa liquida brasileira 

está representada no gráfico 3. 

Definido o objetivo da estratégia de hedge, cabe agora a 

modelagem desta: 

A taxa de crescimento da divida será 

O - O 
t+ 1 t 

O 
t 

O 

var ( 
t+ 1 

O 

= 

- O 

t 

r -
t 

O 
t 

8-
t 

se 
t 

O 
t 

e a variância da taxa será 

t 

) = var (r t) + 
8 

f3Zvar( O t ) 

t 

8 
t 

+ 

2f3COV ( r t' 
O 

) - 2cov ( r t' 

t 

8 se 
) 2f3COV ( O t, 

t 
+ 

O 
t t 

para se minimizar a variância, devemos ter 
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Gráfico 3 Taxa de Crescimento da Divida 
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cov( 
B 

) + cov ( 
B SC 

) t t t 
r t' 

D D D 
t t t 

f3
t = 

var ( 
B 

) t 

D 
t 

o montante hedgiado - representado por f3 - é dependente 
t 

do tempo. Este é o primeiro resultado, na direção anteriormente 

indicada, em que a estratégia de proteção é dinâmica. A 

posição no mercado do instrumento de hedge deve ser a cada momento 

revista e ajustada. 

Um dos instrumentos mais tradicionais de hedge é o mercado 

futuro. Este mercado, nascido do mercado a termo, corresponde a 

transações de compra ou venda, visando a liquidação em data f~tura 

de um tItulo ou um direito, com correções diárias de margem. O 

mais famoso é o International Monetary Market OMM) da Chicago 

Mercantile Exchange, onde se negociam ativos e passivos 

financeiros, juros e divisas. Ele oferece um mercado futuro para 

notas do tesouro americano (T bills). 

Para que o hedge seja perfeito é necessário que ele seja 

realizado num mercado futuro nas mesmas condições da posição a ser 

protegida. Se existir um mercado futuro da taxa de juros na qual 

foi contraI da a divida brasileira, teremos 

D - O 
t+ 1 t 

D 
t 
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r -
t 

SC 
t 

o 
t 



com 

o - O se 
var ( 

t+ 1 t 

) = var( r t) + ( r 
) + 

2 t 

var( ~ ) O f3 var ~ 
t 

t t 

2f3COV ( 

r ) - 2cov ( 
se 

) t t r • r • t 
O t 

O 
t t 

+ 2f3COV ( 

r se 
) t t - . 

o o 
t t 

e neste caso a var i ância será rninirnizada 

tomando-se 

cov( 
r 

) + cov ( 
r se 

) t t t r • 
t 

O O O 
t t t 

f3
t = 

var ( 
r 

) t 

O 
t 
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-ESTlMACAO 

Nos modelos de hedge a razão de hedge é usualmente 

especificada em termos dos momentos de segunda ordem das variáveis 

tratadas. t: razoável esperar que estes momentos não sejam fixos 

mas variáveis ao longo do tempo. Uma idéia da instabilidade da 

correlação entre o saldo comercial e a taxa de juros pode ser 

vislumbrada no resultado destas regressões abaixo, 

jan/81 - nov/90 

se = -3387, 83 + 103, 07 r + 18, 03 e + 239,63 06 + 20,29 T 

(-5,75) (4,45 ) (6,88) (1,92) (9,68) 

jan/81 - mai/91 

se = -3251,89 + 97,74 r + 17,75 e + 257,53 06 + 19,15 T 

(-5,58) (4,26) (6,82) (2,07) (9,51) 

jan/81 - nov/91 

se = -3216,29 + 98,79 r + 18,02 e + 219,25 06 + 17,44 T 

(-5,08) (3,96) (6,36 ) 0,69 ) (8,07) 
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jan/Sl - mai/92 

SC = -3276,54 + 102,10 r + 1S,26 C + 225,56 06 + 17,36 T 

(-5,24) (4,16) (6,53) (1,76) (S,lO) 

R2= 0,49 

jan/Sl - nov/92 

SC = -3164,50 + 97,31 r + 17,7S C + 204,05 06 + 17,26 T 

( -5 , 22 ) ( 4, 11 ) (6, 56 ) (l, 6S ) (S , 20 ) 

R
2= 0,50 

onde C é a taxa nominal de câmbio. aqui colocada para 

eliminar influências cambiais, T é uma variável de tendência e 06 

uma variável dummy para corrigir a sazonalidade. 

Os gráficos 4 a S, mostram os valores estimados contra os 

observados para os cinco pertodos. 

Com estes resultados, obtemos cinco (5) estimativas para o 

coeficiente de correlação entre o saldo comercial e a taxa de 

juros. Plotando estas estimativas, temos o gráfico 10 a seguir que 

vislumbra a dependência temporal deste coeficiente. 

A estimação dos momentos deve levar em conta esta 

possibilidade. Uma alternativa é a estimação via um modelo de 
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Heterocedasticidade condicional autorregressiva (ARCm introduzido 

por R. Engle em 1982. 

Por modelo ARCH é conhecido um processo estocástico 

discreto ü; } da forma 
t 

E: =ZCT 
t t t 

z identicamente e independentemente 
t 

distribuldos 

Ez = O, 
t 

Var(z ) = 1 
t 

com CT uma função positiva, dependente do 
t 

tempo e mensurável no conjunto de informação t-l. 

2 Uma possível parametrização de CT é uma função linear do 
t 

quadrado dos valores passados do processo, 

q 

2 2 
CT =w+ ~aE: 

t L. 1 t-I 
1= 1 

com w > O e ex ~ O 
1 

Este modelo é denominado modelo ARCH(q) linear. 

Em algumas aplicações do modelo ARCH(q) linear um valor 

elevado de q se faz necessário. Uma alternativa é a formulação 

2 
CT = w + 

t 

q 

2 
~ a c 
L. 1 t-I 

1= 1 

P 

2 
+ L fl l

CT t-I 
1= 1 

Chamado ARCH generalizado ou GARCH(p,q). 
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Nestes modelos observamos que o relevante são os momentos 

condicionados de segunda ordem. Por apresentarem um componente 

autorregressivo, eles permitem a modelagem da idéia de altas 

variâncias serem seguidas por altas variâncias e baixas variâncias 

por : ambém baixas. 

Outro ponto a ser destacado é a necessidade de uma 

estratégia dinâmica de hedge, em virtude da dependência temporal 

da razão de hedge. 
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INSTRUMENTOS DE HEDGE 

Nos modelos acima, definimos B como o rendimento de um 

instrumento de hedge sem, contudo, especificá-lo. Descreveremos 

agora alguns possíveis instrumentos. 

Contrato a termo - é um contrato de compra ou venda de um 

ativo numa data futura por um valor especificado. Se na data de 

vencimento o preço do ativo estiver maior que o especificado no 

contrato, o comprador realiza um lucro e o vendedor incorre numa 

perda. No caso de contratos de taxas de juros, as partes se 

comprometem a pagar ou receber na data de vencimento a diferença 

entre a taxa determinada e a taxa vingente sobre um montante 

especificado. Desta forma, o hedge seria realizado através da 

venda de contratos a termo. Se a taxa de mercado estiver acima da 

taxa do contrato, o país recebe a diferença. 

Contrato futuro - este contrato é parecido com o contrato 

a termo porém diferencia-se no tocante a serem as perdas ou ganhos 

realizadas diariamente até a data de vencimento do contrato. Desta 

forma, teremos um fluxo de pagamentos durante a vigência do 

compromisso e não apenas na sua maturação. O hedge é realizado de 

maneira similar ao contrato anterior. 

-Opçao - neste cont.ato o que é negociado é o direito de se 

comprar ou vender um determinado ativo por um preço e numa data 
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especificados. Se na maturação o preço de mercado estiver acima do 

preço acordado, o comprador pode exercer o contrato realizando 

lucro. Se a situação for inversa, ele pode simplesmente não 

exercer o contrato, perdendo apenas o valor pago pelo direito. 

Novamente, a opção de juros é sobre a diferença entre a taxa 

corrente e a taxa de contrato. O hedge é feito através da compra 

de opções de juros. 

SWAPS - este contrato é um acordo de troca de fluxos de 

pagamentos especificados a intervalos fixos. Ele pode ser visto 

como uma série de contratos a termo. No caso de contratos de 

juros, os participantes trocam taxas flutuantes por fixas. O país 

se compromete a pagar uma taxa especificada sobre um montante e 

recebe a taxa de mercado vingente sobre este mesmo montante. 

Os contratos a termo, futuro e de opções usuais são de 

curto prazo, enquanto os de SW APS são, em razão de sua própria 

definição, virtualmente de médio e longo prazo. 

Examinemos o seguinte exemplo. O país faz o hedge total de 

sua divida atraves de SWAPS, trocando os juros flutuantes por uma 

taxa fixa de juros. Ocorre porém que no periodo seguinte os juros 

internacionais cairam. Neste caso o pais estara perdendo (ou 

deixando de ganhar), pois se estivesse pagando juros flutuantes 

teria um fluxo de pagamentos menor. Se, por outro lado, o país 

tivesse hedgiado sua divida parte em SWAPS e parte em opções, com 

a queda nos juros o país simplesmente nao exerceria suas opções. O 

47 



pais perderia o preço pago pelas opções mas estaria tendo 

desembolsos menores no serviço da di vida. 

O exemplo acima exposto sugere que a estratégia de hedge 

da divida deveria incluir não apenas uma proteção contra elevações 

nos juro mas também permitir que o pais se aproveite de parte do 

ganho proveniente de quedas nestas taxas. Estaríamos interessados 

em evitar perdas, sem restringir totalmente a possibilidade de 

ganhos. Este resultado poderia talvez ser melhor obtido através de 

uma estratégia que combine alguns destes instrumentos de hedge 

acima citados, sem se concentrar em apenas um deles. 

Existem outros instrumentos como CAPS, que determina um 

limite máximo para a variação das taxas. O pais paga a taxa 

flutuante somente até um patamar. Este mecanismo limita as perdas 

mas não os ganhos com as flutuações das taxas. Podemos encará-lo 

como um misto de SW APS e opções. 

Se o interesse for mais de proteção e menos especulativo, 

o mecanismo de COLLARD determina um limite máximo e mínimo para as 

flutuações. Ele restringe um pouco a possibilidade de ganhos mas é 

um instrumento de mais baixo custo. 
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COMPOSIÇAO DA DIVIDA COMO HEDGE 

Existe uma literatura que postula a possibilidade de se 

buscar na composicao da divida externa entre as diversas moedas 

relevantes uma forma de reduzir a exposicao do pais a incertezas. 

Vamos nos deter no trabalho de Claessens e Kroner (991). 

Neste modelo observamos N países desenvolvidos e suas 

respectivas taxas de câmbio medidas como unidades da moeda do país 

subdesenvolvido por unidade da moeda do país desenvolvido. Estas 

taxas seguem processos estocásticos diversos. 

de 
I = v (S, t)dt + (T (S, t)dZ = 1, 2, ... , N. 

e 
I 

e e e 
I 1 I 

Cada um destes países possui um título sem risco. 

dB 
I 

B 
I 

• = R dt 
1 

= 1, 2, .... N. 

o país possui ele próprio um titulo sem risco cujo retorno 

é R. O excesso de retorno do i-ésimo titulo externo é o retorno de 

uma unidade monetária nacional investida neste ativo, financiado 

por um empréstimo com taxa de juros R. Ou, 

dH(B ) 
I 

H(B ) 
I 

dB 
I = -- + 

B 
1 

de 
I _ Rdt 

e 
1 
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• = (R + v (S, t) - R)dt + (]' (S, t)dZ 
I e e e 

I I I 

= 1, 2, ... , N. 

Supõe-se também a existência de uma commodity consumida no 

pais, cujo preço em termos da moeda nacional segue outro processo 

estocástico. 

dP 
= v (S, t)dt + (]' (S, t)dZ 

p p p p 

o vetor de variáveis estado é dado por 

S = [( dP IP), (de / e ), (de / e ), ... , (de / e ) 1 
1 1 2 2 N N 

o país visa minimizar a variância do serviço de sua dívida 

externa, representado pelo excesso de retorno dos titulas 

estrangeiros, relativo a uma medida do seu consumo. Ou 

onde b é o vetor de quantidades de t1tulos 

• 
externos e 7)(5, t,R,R) é o vetor de excesso de retornos desses 

titulas. 

Tal problema determina um vetor b ótimo 
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b(S, t) 

onde n (S, t) é a matriz de covariância 
l}l} 

condicional dos excessos de retorno e n (S, t) o vetor de 
l}P 

variância condicional entre os excessos de retornos e a variação 

percentual no preço da commodity. A matriz e o vetor variam com o 

tempo e são estimadas por modelos GARCH multivariados. 

Neste modelo, o pais devedor pode reduzir sua exposição à 

flutuações cambiais e no preço de commodities simplesmente através 

de uma recomposição de seus débitos. Ele não considera o risco de 

variações nas taxas de juros diretamente; o comportamento 

estocástico dos juros é decorrente da variabilidade das taxas de 

câmbio. Nem tão pouco faz parte do seu escopo a utilização de 

instrumentos financeiros na formulação de estratégias de hedge. Na 

verdade, ele se interessa pela construção de uma estratégia que 

possa ser adotada por paises com acesso muito limitado ao mercado 

desses instrumentos. 

Intecionamos seguir um caminho diverso do adotado por 

esses autores. Porém, sua metodologia é ilustrativa da utilização 

das técnicas ARCH e GARCH, que permitem a modelagem com 

correlações não fixas entre as variáveis. 
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A DÍVIDA DO GOVERNO 

Parte significativa da divida externa do país é de 

responsabilidade do governo federal. O hedge a ser realizado diz 

respeito a esta parcela da divida. Os riscos definidos em 

relatório anterior - cambiais e fiscais - podem ser entendidos, 

respectivamente, como os riscos referentes a divida em dólares e 

ao valor desta em cruzeiros. 

O pagamento dos servicos da divida é realizado através da 

geração de divisas estrangeiras. Como o saldo comercial apresenta 

uma correlação positiva com os juros internacionais, parte da 

dívida já esta naturalmente protegida. A parcela restante deve ser 

protegida através dos instrumentos já mencionados, como futuros, 

opções, swaps, caps, etc.. Estes instrumentos são disponíveis no 

mercado financeiro internacional. Desta forma, se está hedgiando o 

valor em divisas estrangeiras, mais especificamente em dólares, da 

divida. 

Ocorre, entretanto, que não é o governo o responsável 

direto pela geração dos saldos comerciais. As divisas devem ser 

compradas pelo governo. Uma elevação dos juros internacionais 

acarreta, dada uma taxa de câmbio constante, num maior dispêndio 

em moeda nacional. Se a arrecadação do governo aumentasse na mesma 

proporção não haveria problema algum. Do contrário, ter-se-ia um 

componente gerador de déficits. Este é o chamado risco fiscal da 
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divida. 

A modelagem do risco fiscal se mostra, pelo menos à 

principio, mais complexa que a do risco cambial. Ao se fazer uma 

analogia com a modelagem deste, o objetivo da proteção poderia ser 

a manutenção de uma trajetória da relação divida/PIB. Uma variação 

apenas nos juros nominais não apresentaria problemas, pois o valor 

do PIB em dólares aumentaria na mesma proporção. As variações 

relevantes seriam aquelas nos juros reais. 

Tal relação está representada no gráfico 9. 

Como realizar tal proteção? Uma primeira solução seria a 

modificação da taxa de câmbio, de maneira a manter constante o 

dispêndio, em moeda nacional, efetuado pelo governo. Porém, uma 

valorização do câmbio seria prejudicial a geração de saldos 

comerciais. A proteção contra o risco fiscal se mostraria 

incompativel com a proteção contra o risco cambial. 

Descartada a proteção via alterações na taxa de câmbio, 

restaria a proteção via instrumentos financeiros. Entretanto, tais 

instrumentos deveriam existir no mercado financeiro nacional, pois 

o objetivo é a proteção do dispêndio em moeda nacional. Se o 

mercado financeiro internacional talvez não apresente liquidez 

suficiente para o hedge de montantes equivalentes ao da dívida 

brasileira, o que dizer do mercado financeiro brasileiro? A 

liquidez do mercado não é o unico problema. Existe a dificuldade 

do governo, autoridade que rege este mercado, operar neste como 
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agente individual participante. 

Isto sugere que a análise do hedge contra o risco fiscal 

deva ser realizada de uma maneira um tanto diversa da referente 

ao risco cambial. 
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, 
CAPITULO III 

o GERENCIAMENTO DE 
RESERVAS COM OBJETIVO DE 
HEDGE CAMBIALIFISCAL DA , 

DIVIDA EXTERNA 



1 - INTRODUCAO , 

o nosso objetivo aqui é o de apresentar alguns exemplos 

hipotéticos de como deveria ser feito o gerenciamento das reservas 

brasileiras. Para tal, as alocações em titulos estrangeiros 

deveriam ser feitas com a finalidade de obtenção de maximizar uma 

função objetivo do tipo média variância, respeitando a duração da 

divida externa. Este problema deve ser resolvido para cada moeda 

estrangeira que entre significativamente na divida externa 

brasileira. 

Convém ressaltar que o procedimento sugerido aqui serve 

tanto para o hedge cambial como para o hedge fiscal da divida. 

Convém ressaltar também que este mecanismo oferece proteção 

cambial a apenas uma parte da divida, em valor equivalente ao 

valor das reservas. 
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2 - DESCRICAO DO PROBLEMA 

onde: 

• 

Problema a ser resolvido para cada moeda: 

MINIMIZE 

s.a. L Xi = 1 

[ dixi = O 

\" r.x. = R L. 1 1 

x. é a proporção do portfolio investida no i-ésimo titulo; 1 

d. é a duração do i-ésimo titulo; 
1 

o é a duração da divida na moeda. 

e varia-se R até os limites da fronteira. 

No presente exemplo, utilizou-se matrizes de covariância e 

vetores de retorno hipotéticos. Em caso de interesse, sugerimos a 

aplicação de métodos específicos de estimação, em particular como 

no trabalho desenvolvido por Kenneth A. Froot, em "Journal of 

Finance and Quantitative Analysis", vai. 24, no. 3, september, 

1989, págs. 333 a 355. 

Foi calculada a fronteira para três exemplos: dólar com 

duração da dívida (O) de 12 anos, yene com duração de 7 anos e 

marco com duração de 10 anos. 
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DADOS DOS EXEMPLOS: 

DOLAR 

Matriz de covariância do retorno dos títulos: 

.10 .04 .03 .02 -.003 .04 

.04 .20 -.001 .06 .07 .03 

C = .03 -.001 .15 .05 .04 .02 
.02 .06 .05 .30 -.003 .05 

-.003 .07 .04 -.003 .10 .04 
.04 .03 .02 .05 .04 .40 

Vetor de retornos: 

R = [.030, .035, .040, .045, .060, .070 1 

Vetor de "durations": 

D = [.25, .50, 1.00, 2.00, 7.00, 30.00 J 

OBS 1: considerou-se zero coupons que tem a duração 

simplificada 

OBS 2: considerou-se titulos de 3 meses, 6 meses, 1, 2, 

7 e 30 anos. 

YENE 
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Matriz de covariâncias de retorno: 

r 
.10 .04 .03 .02 -.003 

.04 .20 -.001 .06 .07 

l 
.03 -.001 .15 .05 .04 

.02 .06 .05 .30 -.003 

-.003 .07 .04 -.003 .10 

c = 

Vetor de retornos: 

R = [.030, .035, .040, .050, .070) 

Vetor de "durations" (considerou-se titulos de 3 meses, 1, 

2, 7 e 30 anos): 

D = [.25, 1.00, 2.00, 7.00, 30.00 ) 

c = 

MARCO 

Matriz de covariâncias de retorno: 

r 

.15 .05 

.05 .25 

l 
.03 -.001 

.02 .06 

-.008 .07 

.03 

-.001 

.10 

.05 

.04 

Vetor de retornos: 

.02 -.008 

.06 .07 

.05 .04 

.30 -.003 

-.003 .20 

R = [.030, .035, .040, .050, .070) 
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Vetor de "durations" (considerou-se titulos de 3 meses, 1, 

2, 7 e 30 anos): 

D = [.25, 1.00, 2.00, 7.00, 30.00 1 

Obs: Nos gráficos tipo "pizza" a seguir, considere: 

No exemplo com dolar: 

Xl : proporção do portfolio em titulos de 3 meses 

X2 proporção do portfolio em títulos de 6 meses 

X3 proporção do portfolio em titulos de I ano 

X4 proporção do portfolio em titulos de 2 anos 

X5 proporção do portfolio em titulos de 7 anos 

X6 proporção do portfolio em titulos de 30 anos 

Nos exemplos com marco e yene: 

Xl : proporção do portfolio em titulos de 3 meses 

X2 proporção do portfolio em titulos de I ano 

X3 proporção do portfolio em titulos de 2 anos 

X4 proporção do portfolio em titulos de 7 anos 

X5 proporção do portfolio em títulos de 30 anos 
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3 - RESULTADOS GRÁFICOS E NUMÉRICOS 

(A SEGUIR) 
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RESULTADOS NUMÉRICOS DOS EXEMPLOS 

MARCO 
RETORNO VARIÂNCIA DESVIO PADRÃO DSV*100 RET*100 
0.0435 0.079449 0.281868 28.19 4.35 
0.0440 0.072953 0.270099 27.01 4.40 
0.0445 0.067730 0.260251 26.03 4.45 
0.0450 0.063584 0.252159 25.22 4.50 
0.0455 0.060513 0.245995 24.60 4.55 
0.0460 0.058519 0.241907 24.19 4.60 
0.0465 0.057600 0.240001 24.00 4.65 
0.0470 0.057757 0.240328 24.03 4.70 
0.0480 0.061300 0.247588 24.76 4.80 
0.0485 0.064685 0.254332 25.43 4.85 
0.0490 0.069146 0.262955 26.30 4.90 
0.0495 0.074695 0.273304 27.33 4.95 
0.0500 0.082651 0.287491 28.75 5.00 
0.0505 0.095915 0.309702 30.97 5.05 
0.0510 0.116243 0.340944 34.09 5.10 
0.0515 0.143633 0.378990 37.90 5.15 
0.0520 0.178088 0.422004 42.20 5.20 
0.0525 0.219605 0.468620 46.86 5.25 

DOLAR 
RETORNO VARIÂNCIA DESVIO PADRÃO DSV*100 RET*100 
0.0460 0.114973 0.339077 33.91 4.60 
0.0465 0.109485 0.330885 33.09 4.65 
0.0470 0.105129 0.324236 32.42 4.70 
0.0475 0.101807 0.319072 31. 91 4.75 
0.0480 0.099032 0.314694 31.47 4.80 
0.0485 0.096408 0.310496 31. 05 4.85 
0.0490 0.093934 0.306487 30.65 4.90 
0.0495 0.091611 0.302673 30.27 4.95 
0.0500 0.089429 0.299046 29.90 5.00 
0.0505 0.087371 0.295586 29.56 5.05 
0.0515 0.083628 0.289186 28.92 5.15 
0.0525 0.080478 0.283686 28.37 5.25 
0.0535 0.078081 0.279430 27.94 5.35 
0.0545 0.076440 0.276477 27.65 5.45 
0.0555 0.075554 0.274872 27.49 5.55 
0.0565 0.075425 0.274637 27.46 5.65 
0.0575 0.076076 0.275818 27.58 5.75 
0.0585 0.077519 0.278422 27.84 5.85 
0.0595 0.079755 0.282410 28.24 5.95 
0.0600 0.081171 0.284905 28.49 6.00 

b3.a 



0.0605 
0.0610 
0.0615 
0.0620 

RETORNO 
0.0395 
0.0400 
0.0405 
0.0415 
0.0425 
0.0435 
0.0445 
0.0450 
0.0455 
0.0465 
0.0475 
0.0485 
0.0495 
0.0500 

0.082784 
0.084629 
0.087546 
0.091907 

VARIÂNCIA 
0.059348 
0.055460 
0.052575 
0.049568 
0.050247 
0.054613 
0.062665 
0.068074 
0.074404 
0.090702 
0.117726 
0.167320 
0.248001 
0.300000 

0.287723 
0.290910 
0.295882 
0.303161 

YENE 
DESVIO PADRÃO 

0.243615 
0.235500 
0.229291 
0.222638 
0.224159 
0.233694 
0.250330 
0.260909 
0.272770 
0.301168 
0.343112 
0.409047 
0.497997 
0.547723 

63.b 

28.77 
29.09 
29.59 
30.32 

DSV*100 
24.36 
23.55 
22.93 
22.26 
22.42 
23.37 
25.03 
26.09 
27.28 
30.12 
34.31 
40.90 
49.80 
54.77 

6.05 
6.10 
6.15 
6.20 

RET*100 
3.95 
4.00 
4.05 
4.15 
4.25 
4.35 
4.45 
4.50 
4.55 
4.65 
4.75 
4.85 
4.95 
5.00 
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FRONTEIR.XLS Gráfico 4 
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DOLAR composição das aplicações supondo um retorno do portfolio de 
5.0% e uma duração da dívida de 12 anos 
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DOLAR: composição das aplicações supondo um retorno do portfoli0 de 4.6% e uma 
duração da dívida de 12 anos 
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1 INTRODUCÃO 

Nesta seção descrevem-se trabalhos realizados sobre imunização e 

avaliação de bOnus, 

hedging atravs de 

ambos fazendo parte de temas mais gerais como 

bOnus e avaliação de "contingent claims" 

respectivamente. A imunização de bônus é msotrada como uma ferramenta 

muito útil para o gerenciamento de dividas, pois permite-nos investir de 

modo a obter ao final de um certo período uma quantidade fixa de 

dinheiro. Para descrever a imunização de bônus, utiliza-se basicamente 

um modelo matemático muito simples onde a taxa de juros tem uma única 

variação logo no inicio, e prova-se que, neste contexto, é necessário 

para a imunização de uma carteira de bônus que as durações do passivo e 

da dita carteira sejam as mesmas. Este procedimento de igualar as 

durações chama-se de "duration matching". Obtêm-se também condições 

suficientes para a imunização, onde à condição anterior se adiciona a 

condição de que a convexidade da carteira seja estritamente maior do que 

a do passivo. Isto nos dá somente uma imunização local mas que é de 

qualquer forma útil pois o modelo assume a mudança na taxa de juros como 

acontecendo imediatamente após a adquisição da carteira, o que nos dá 

uma idéia de que esta não pode ser demasiado grande. Além disso, pode-se 

usar este procedimento repetidas vezes em caso de mudanças maiores, o 

que permite pensar nesta como sendo sempre suficientemente pequena. 

Incluem-se alguns modelos simples na taxa de juros para permitir uma 

fácil implementação do procedimento de "duration matching". 

Descrevem-se depois alguns outros instrumentos de hedging na taxa 

de juros, como os swaps, os contratos futuros em bônus e "callable 

bonds", dando-se maior ênfase no swap em taxa de juros por ser este o 

instrumento mais recente que permite aos investidores obterem fluxos de 

pagamentos fixos ou variáveis, de acordo com as suas conveniências, que 

não seriam possíveis de conseguir através dos "securities" disponíveis 

para eles no mercado. 

Como foi dito no início, desenvolve-se também o tema da avaliação 

de bônus através da descrição de trabalhos feitos nesta área e na área 

de avaliação de "contingent claims" em geral. Por ltimo, descrevem-se 
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os trabalhos de Vasicek [20J e de Cox, Ingersoll e Ross (5) que obtêm os 

preços de equillbrio dos bOnus. Vasicek parte de um modelo dado para as 

taxas de juros ao contrário de Cox, Ingersoll e Ross que descrevem um 

modelo geral de economia e deduzem no equilibrio os processos das taxas 

de juros e os preços dos bônus. 
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2 DEFINIÇÕES PRELIMINARES 

2.1 Bonus 

Um bônus é um tipo de ativo que ~romete certos pagamentos em datas 

futuras. A data do último pagamento chama-se vencimento. 

"Bl11s" ou "zero-coupon" bonus 

É o tipo mais simples de bônus que promete um único pagamento no futuro. 

Se o seu vencimento é em um ano ou menos chama-se "bill", se não 

chama-se de "zero-coupon" bônus. A quantidade a ser paga no vencimento é 

denominada valor de face. O preço do bônus é determinado pelo valor 

presente do valor de face, i. e. 

onde 

F = valor de face 

i = taxa de juros 

n = vencimento 

F 
p=------

(1 + i)n 

"Coupon" bônus 

São os bônus que prometem múltiplos pagamentos. Usualmente estes 

pagamentos, "coupon payments", são iguais até ao último que vem 

adicionado do valor de face. Por exemplo 

Bônus de 3 anos de $ 1000 com 117. de pagamentos anuais: 

Primeiro ano $110 

Segundo ano $110 

Terceiro ano : $110 + $1000 
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o valor presente de um bônus, e portanto o seu valor de mercado, pode-se 

obter considerando este como uma soma de vários "zero-coupon" bOnus, 

cada um deles com um valor de face igual ao "coupon payrnent", exceto o 

último que teria como pagamento o "coupon payrnent" mais o valor de face 

do bOnus em questão. Portanto, o valor presente resulta como sendo a 

soma dos valores presentes dos "zero-coupon" bônus que o "compõem", i.e. 

onde 

p = c c 
----+ + ... + 

I + i 
1 

c = "coupon payrnent" 

F = valor de face 

i k = taxa de juros para o k-ésimo período 

n = vencimento 

c + F 

(1 + i )n 
n 

Ao conjunto destes pagamentos chama-se de fluxo de pagamentos ou fluxo 
de caixa. 

Yield-to-maturity ou rendimento de um bOnus é a taxa de juros y, solução 

da seguinte equação 

p c = 
(1 + y) 

= f c 

T=l 

c +-----

+ 

2 
(1 + y) 

F 

c + F 
+ ... + ------

Observemos que o rendimento de um "zero-coupon" bônus coincide com a 

taxa de juros. 

2.2 Taxas de juros 

Seja t a data atual. Temos dois tipos de taxas de juros dependendo do 

momento em que começa o empréstimo. 
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taxa spot é a taxa fixada em t para empréstimos que começam nessa mesma 

data, que denotaremos por s(T - t,t) onde T - t será o tempo que dure o 

empréstimo. 

taxa forward é a taxa para empréstimos que começam numa data futura T 

mas que é fixada em t. Vamos usar apenas a taxa forward instantanea que 

é a taxa forward para empréstimos que começam em T e terminam 

imediatamente a seguir, e que denotaremos por f(T). 

As taxas spot e forward instantânea estão relacionadas por 

s(T - t,t) = __ 1 __ 

T t 

Vamos usar a taxa s(T - t,t) para capitaLizac;ão continua, isto significa 
. . 1 I T que se mvestlmos u. m. a essa taxa por - t períodos teremos ao 

. (T-t)s(T-t t) . 
fmal e ' , ou equlvalentemente, o valor presente de 1 u. m. 

-(T-t)s(T-t t) pago daqui a T - t períodos é de e ' 

Se trabalhamos com um "zero-coupon" bÔnus com "yield" y constante, 

valor de face 1 e vencimento em T, teremos por definição de "yield" 

-(T-t)s(T-t t) -(T-t) 
e ' = (1 + y) 

ou equivalentemente 

s(T - t,t) = ln(1 + y) (2) 

Portanto o preço deste bÔnus em t, P(t,Tl cumpre 

P(t,Tl = e -s(T-t,tHT-t) = e ln(1+yHt-Tl 

Logo, 
ap = ln(1 + y)P (3) 

at 

lU. m.: unidade monetária 
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3 IMUNIZACÃO DE BONUS 

Imaginemos um individuo contraindo uma divida hoje a ser saldada, por 

exemplo, em 5 anos. A quantidade de dinheiro que ele terá que pagar 

nessa data está fixa, sendo esta o valor futuro, calculado com base na 

taxa de juros atual para pagamentos em 5 anos, do montante de dinheiro 

recebido pelo individuo hoje. Suponhamos que a quantidade a ser paga 

daqui a 5 anos seja $ 1 Milhão, então, mesmo que a taxa de ju:- JS aumente 

ou caia, este individuo tem que pagar essa quantidade e portanto ele 

deverá procurar um investimento que lhe assegure pelo menos esse 

dinheiro para essa data. 

Consideremos agora um caso mais geral de um investidor (um 

indivíduo ou uma instituição) que deseja ter ao final de um certo 

período pelo menos uma quantidade fixa de dinheiro disponível. Para este 

fim pode-se valer de uma imunização de bônus que é um procedimento 

matemático para a escolha de uma carteira destes ativos que possa 

garantir ao final do período pelo menos o valor do passivo mesmo que 

aconteça uma mudança na taxa de juros. 

O objetivo do investidor é selecionar uma carteira para financiar 

uma obrigação. Mais precisamente, a idéia é investir uma quantidade no 

inicio, não aumentar nada mais no transcurso do tempo até a data fixada 

e depois obter, pelo menos, a quantidade planificada. De preferência 

deve ficar um lucro, uma quantidade maior do que a prometida no final. O 

financiamento inicial para a aquisição da carteira é geralmente o valor 

presente do passivo calculada com a taxa de juros vigente nesse momento. 

Existem duas primeiras aproximações ao problema da imunização. A 

mais simples é chamada de "cash matching". Os fluxos de caixa da 

carteira de bônus a imunizar são igualados aos fluxos do passivo. Embora 

mais seguro, este empate é também mais custoso. A alternativa é o empate 

das durações ou "duration matching" que consiste em igualar a duração do 

bônus à duração da dívida ou passivo. Este método é mais flexível do que 

o "cash matching" e em geral permite um melhor retorno. 

3.1 Duração e Convexidade 

Uma noção a ser muito utilizada é a de duração de um bônus. A duração de 
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Macaulay, ou simplesmente chamada de duração, é uma medida de tempo que 

serve para comparar bÔnus e está definida como sendo a média ponderada 

dos tempos transcorridos até cada pagamento, tomando como peso os 

valores presentes destes. 

Como já vimos, o preço de um bônus depende diretamente de 5 parâmetros, 

T vencimento 

c "coupon rate" 

F valor de face 

y "yield-to-maturity" 

t : tempo presente 

e pode-se expressar da seguinte maneira 

P = 
T L __ c __ 

,,[,=l( 1 )"['-t + y 

+ 
F 

(1 + y/-t 

(4) 

Obs: Apesar de neste modelo estarmos considerando tempo continuo os 

"coupon payments" são efetuados em tempos discretos. 

Vejamos as variações do preço do bônus com relação a variações em y, 

supondo o t fixo. 

Derivando com respeito a y: 

T C("[' - t) F(T - t) L + 
"['=t (1 + 

"['-t (1 + y)T-t 
8P 

y) 
= (5) 

8y (1 + y) 

Logo, o retorno dP/P é dado pela expressão 

T C("[' - tl F(T - t) L + 
"['=t "['-t 

(1 
T-t 

dP 
(1 + y) + y) 

= 
dy 

P P (1 + y) 
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dy =-D __ _ 

(1 + y) 

onde D denota a duração de Macaulay que é definida por 

[ C(T-t) 

T=t T-t 
(1 + y) 

D = 

+ 

p 

F(T - t) 

(1 + y)T-t 

Resulta da expressão (7) que definindo 

então 

T-t c /( 1 + y) 
T 

p 

c 
c = 

T F + c 

T 
D = L W(T)(T - t) 

T=t 

(6) 

(7) 

T < T 

T = T 

Vemos assim mais claramente a duração como a média ponderada dos tempos 

transcorridos até cada pagamento da seqüência de fluxos de caixa com 

pesos nos valores presentes destes. Notamos que a duração de um bônus 

com uma seqüência de pagamentos positivos sempre será menor que o tempo 

até o último pagamento, exceto no caso de um "zero-coupon" bônus, no 

qual a sua duração é exatamente igual ao próprio vencimento. 

Uma outra observação importante é que a equação (6) nos dá uma boa 

aproximação da variação percentual no preço do bônus resultado da 

variação do "yield". Por exemplo, se um bônus tem duração de 10 anos e 

rendimento anual de 87., então, para um aumento de 0.2 pontos percentuais 

nesta taxa, o retorno esperado no bônus é -1.857.. 

Se usamos as taxas "spot" e capitalização contínua obtemos novas 

expressões para o preço e a duração de um bônus 

73 



P f -(T-t1s(T-t,t1 -(T-t1s(T-t t1 = L ce + F ' 
T=t 

(81 

T 
\ (T_t1ce-(T-t)s(T-t,t) + F(T _ -(T-t)s(T-t,t) 
LT=t t )e (9) 

D = ---------------------------------------------
P 

onde a expressão para D resulta de (2). 

Existem principalmente duas vantagens de se usar as taxas "spot" 

nas expressões do preço e da duração. Em primeiro lugar, na comparação 

de dois bÔnus os pagamentos de cada em T-t são descontados usando a 

mesma taxa, o que não acontece no caso do "yield" pois em geral dois 

bônus distintos não têm o mesmo "yield". Teoricamente, usar a mesma taxa 

é mais apropriado. A segunda vantagem, relacionada à primeira, é que 

deste jeito a duração de uma carteira de bÔnus é igual à média ponderada 

das durações dos bônus que a compõem, onde o peso para cada bônus é a 

percentagem do valor da carteira investida nele. 

As variáveis T e c no preço de bônus são determinadas na hora da 

compra e portanto as variações do preço devido a mudanças nestas 

variáveis não são importantes nesta discussão. As duas variações que nos 

interessam são as variações em y e em t. 

Acabamos de ver como P varia com respeito a y e na seção 1.2 sobre 

taxas de juros vimos como varia com respeito a t. 

Logo, dado que dP = 

expressão 

ap 

at 
dt + ~dy obtemos por (3) e (6) a seguinte 

ay 

dP 

p 
= ln(l + y)dt - ___ D ___ dy (10) 

1 + Y 

o que quer dizer que, para pequenas mudanças em y e em t, os efeitos 

destas na taxa de retorno são aditivos. 
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Vejamos agora como dois bônus apesar de terem a mesma duração podem 

se "comportar" de maneira distinta, o que vai nos motivar para 

introduzir a definição de mais uma característica de um bônus, a 

convexidade. 

Antes, observemos que, se temos dois bônus de preços P e P e com 
1 2 

o mesmo rendimento y, tais que a duração do primeiro D, é maior do que 
1 

a duração do segundo, D , então, pela expressão (lO) temos que 
2 

dP dP D D 
1 2 __ 1 ___ 2 = 

P P 
1 2 

( ---+ 
- 1 + Y 1 + y ) dy 

então 

dy > o -----> dP < O, 
dP < dP 
--I --2 

I P P 
1 2 

dP . > O, 
dP > dP 
-- I --2 

1 P P 
dy < O -----'> 

1 2 

Vejamos agora um exemplo. Consideremos duas cartei:-as, a primeira 

composta de um "zero-coupon" bônus com vencimento em 4 anos e a segunda 

composta por quantidades iguais em dinheiro e em "zero-coupon" bônus de 

8 anos. A duração da primeira, D, é 4 anos, e a da segunda, D, é 
1 2 

também 4, pois 0.5(0)+0.5(8)=4. Se imediatamente depois da adquisição 

das carteiras a taxa de juros aumenta em 17. o efeito sobre ambas as 

carteiras será diferente apesar de terem a mesma duracão no início. 

Pensemos no aumento como dois aumentos separados e sucessivos de 0.57-

cada. Depois do primeiro aumento, D mantém-se igual, mas D decresce, 
1 2 

pois o valor do bônus de 8 anos decresce, e então as proporções mudam. 

Ao começar o segundo aumento de 0.57. a segunda carteira tem duração 

menor e pelo que vimos acima a queda no preço é menor do que para a 

primeira. A segunda carteira também tem um melhor desempenho no caso de 

uma queda na taxa de juros pois numa análise similar podemos ver como o 

valor desta aumenta mais do que o valor da primeira. 

Concluímos então que existe alguma característica nos bônus que os 

fazem se comportar melhor com relação a outros com a mesma duração. Tal 

característica é apresentada na seguinte definição. 
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Def.: A convexidade de um bônus, que denotamos por C, é dada pela 

seguinte expressão 

Observemos que a convexidade é sempre positiva. Derivando (5) obtemos 

= T C(T - t)(T - t + 1) L -------+ 
(1 + y)T-t+2 

F(T - t)(T - t + 1) 

(1 + y?-t+2 
> o 

Usando a fórmula de Taylor para obter uma aproximação da variação 

percentual no preço l:J.P/P causado por mudanças pequenas no tempo e no y, 

!:J.tel:J.y obteremos: 

= In (1 + y)!:J.t - ___ D___ l:J.y + ~ C l:J.y2 01) 

P 1 + Y 2 

Na expressão acima vemos que a convexidade dá sempre uma contribuição 

positiva ao retorno. O melhor desempenho nas carteiras com maior 

convexidade poderia resultar em oportunidades de arb:·,agem caso não 

houvesse custo em obtê-la. Veremos mais adiante na análise estocástica 

que esta vantagem é só aparente. 

Definindo a Duracão Modificada por M D = D / (1 + y), obtemos a relação 

entre convexidade e duração : 

C = d(M D) + (M D)2 

dy 

o que significa que, se temos duas carteiras com durações modificadas 

iguais, como no exemplo anterior, mas que diferem na convexidade, então 

também terão diferentes derivadas da duração modificada com respeito ao 

"yield". 

Por (6) vemos que M D = - l/P -' logo 

oy 
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~MD 1 ~p 
= = 

p ~y 

3.2 Estratégia de Imunização 

1 ~p 2 

) 

~y 

= (MD)2 - C 

Suponhamos que queremos financiar um pagamento futuro (por exemplo, uma 

divida), e assumamos que seja um único pagamento de uma quantidade fixa 
• que denotaremos por Q. Denotemos a data do pagamento por T e a atual por 

t. Vamos trabalhar com taxas foward instantaneas. Em cada momento t a 

taxa foward instantanea é uma função [('r) que dá o valor da taxa de 

juros instantanea fixada em t para empréstimos que começam em T. 

Consideraremos por isso o espaço ,. de todas as funções taxa de juros. 

Nosso objetivo é adquirir uma carteira de bônus pelo valor presente 
• do nosso passivo, cujo valor em T seja pelo menos Q, mesmo acontecendo 

uma mudança na taxa de juros. Assumamos que esta mudança acontece 

imediatamente depois da aquisição da carteira e que é única, de modo que 

a nova taxa esteja vigente ao longo de todo o fluxo de pagamentos da 

carteira. 

Usaremos conceitos como os de duração e convexidade de um passivo 

que nada mais é do que a duração e convexidade da carteira de bônus que 

tem exatamente os mesmos fluxos de caixa do passivo. 

Sejam então 

V(Tl ,. -) IR o funcional valor em T da carteira adquirida 

UTl ,. -) IR o funcional valor em T do passivo 

Se nossa carteira tem fluxo de caixa contínuo c(s) e vencimento em 

m (não necessariamente se financia uma divida ou passivo quaisquer para 
• um tempo T , com bônus que vençam nessa data, se não que podemos fazê-lo 

com bônus com vencimentos posteriores), então o valor da carteira para 

uma dada taxa de juros h E ,. num tempo T qualquer será: 

V(T)(h) =[ 
t 
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• Do mesmo modo, como o pagamento que temos que fazer em T é de Q u.m., 

então o valor em T da nossa di vida é 

• 
-S T h(-t: )dT 

UTHh) = e T Q 

• Em particular, para qualquer h E '!l, L(T Hh) = Q. 

Façamos uma identificação de V(THh) com V(T,h) para mostrar V como 

uma função também do tempo. 

Agora derivando a função V com respeito ao tempo, mantendo h fixo, 

obtemos 

rn -Ssh(T)dT 
V(T,h) = h(T) J t c(s)e T ds = h(T) V(T,h) 

Logo V(T,h) é solução de uma equação diferencial ordinária, o que 

implica 

S\(T)dT 
V(T,h) = V(t,h) e t (12) 

Da definição de UT) obtemos também que esta função cumpre a mesma 

equação diferencial 

L(T,h) = h(T) L(T,h) 

e portanto 

S\(T)dT 
UT,h) = Ut,h) e t (3) 

Reformulando o problema, pretendemos adquirir a nossa carteira de modo 

que 

1. V(tHf) = UtHf) 
• 2. V(T Hh) ~ Q 

• • Resulta de 1, usando (12) e (13), que V(T )(f) = UT )(f) = Q. Logo em 2 
• estamos exigindo que a taxa f seja um mínimo do funcional V(T J. 

Def.: Uma carteira de bônus diz-se IMUNIZADA para um pagamento num tempo 
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• 
T se o seu valor nesta data é, pelo menos, o mesmo, caso a taxa de 

juros tivesse se mantido a mesma, Le .• se 

• • V(T Hh) ~ V(T )(f) \:Ih e ~, 

onde [ é a taxa de juros vigente no momento da aquisição da carteira, ou 
• equivalentemente, se [ é mínimo do funcional V(T ). 

Nestes termos, o que pretendemos é encontrar uma carteira de bônus pelo 
• valor do nosso passivo, imunizada para um pagamento em T . 

As seguintes condições garantem uma imunização local, L e.. para 

pequenas variações na taxa de juros. 

(1) V(t)([) = L(t) (f) 

(2) d V ( t )( f) = dL ( t )( f) ~numa vizinhança de f V(t) ~ Ut) 

(3) Hess(V)([) > Hess(L)(f) 

Obs.: Po:- (12) e (13) a desigualdade local F(t) ~ Utl implica que 
• • 

V(T Hh) ~ V(T )(f) numa vizinhança de [, Le., uma imunização local. 

Vamos traduzir as condições 2 e 3 respectivamente por 

2') Igualdade entre as durações da carteira e do passivo. 

3') Maior convexidade da carteira em relação ao passivo. 

Consideremos uma carteira cujo valor presente é dado pelo funcional 

V(t) : ~ --> IR. 

Def.: A Duracão Generalizada de uma carteira para variações na taxa de 

juros numa direção g e '3 é 

õV ( t, ([ + ).g)) I 
õ). i ),=0 = 

V(t,[) 

dV( t,f l (g) 

V(t,f) 

Der.: A Convexidade Generalizada de uma carteira para variações na taxa 

de juros numa direção g e ~ é 
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~ZV(t,(f + Àg)) 

~Àz À=O = Hess V(t,f)(g,g) 

V(t,f) 

, 
A condição 2 e equivalente a : 'r/g e ':l, 

pois 

-1 8 
f(T)dT rn JS g(T) dT c(s)e t ds / 

_J_ tt_t _____________ = Jt g(T)dT 

V(t)(f) 

dV(t)(f) = dL(t)(f) 

dV(t)(f) = ~ V(t,(f + Àg)) I 
~À À=O 

dUt)(f) = ~ Ut,(f + Àg)) 

~À À=O 

= UT ,(f + Àg)) e 

• 

V(t,f) 

[
• -I~ (f+Àg)(T)dT] 

~À À=O 

• 
T • -I f(T)dT T 

= -Qe t J g(T)dT 
t 

• 
T 

= Ut,f) f t g(T)dT 

• 
T 

= V(t,f) f t g(T)dT 
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Analogamente, a condi.cão 3 e equi.valente a 'Vg e ':J, 

_J5 f(T)dT 
g(T)dT )2 c(s)e t ds • 

OS) 

V(t)(f) 

3.3 Modelos Simplificados para Implementação 

o modelo visto acima, apesar de representar um importante avanço 

teórico, nem sempre é fácil de implementar nem está suficientemente 

perto do modelo real, pois prediz apenas um subconjunto de todos os 

possíveis movimentos da curva "yield" no mercado. A análise a seguir 

modela de uma maneira mais prática a curva das taxas "spot". 

Nesta aproximação a curva das taxas spot é representada pelo 

seguinte polinômio 

N 

s(T - t,t) =[ 
1=0 

1 a (t)(T - t) 
1 

ou como soma das funções mais gerais 

N 

s(T - t,t) =[ a (t)F (T - t) 
1 1 

1=0 

(6) 

(7) 

onde os F (.) são funções fixas (por exemplo, exponencial, linear ou 
1 

logaritmal. Em ambas as equações os a (t) são variáveis (possivelmente 
1 

aleatórias) que movimentam-se continuamente no tempo. 

O risco nas expressões (16) e (17) está numa mudança dos a 's. Para 
1 

imunizar a carteira, a derivada do valor desta com respeito a cada a (t) 
I 

tem que ser igualada à correspondente derivada do valor do passivo. 

Portanto temos N+l medidas de duração. 

Existem duas implementações de (16) e uma de (17) que recebem maior 

atenção. 
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Modelos polinomiais: 

s(T - t,t) = a (t) + a (T - t) 
o 1 

(8) 

s(T - t,t) = a (t) + a (T - t) + a (t)(T - t)z 
o 1 Z 

(9) 

Então os respectivos preços das carteiras de bÔnus com fluxos de 

pagamento c serão: • 

Chegamos então às seguintes medidas de duração 

[ 
-(.-t)s(.-t t) c (. - t)e ' • • 
p 

[ 
Z -(.-t)s(.-t t) 

c (. - t) e ' • • 
p 

p 

para a (t) 
o 

para a (t) 
1 

para a (t) 
Z 

'I _oP/P onde estas medidas são slmp esmente: 
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A apresentação mais conhecida da aproximação de dois fatores é o 

modelo de Fong e Vasicek. Este modelo propõe que para se imunizar uma 

carteira de bOnus tem que se igualar as durações da carteira e do 

passivo, que chamam de risco com respeito a a (t), e também tem que se o 
igualar as respectivas variâncias dos tempos de cada pagamento em torno 

da duração, que chamam de risco com respeito a a (t) e que se denotam 
1 

M
2 . por ,l.e. 

onde D é a respectiva duração. 

De fato, igualar ambas as durações e M2 
é equivalente a igualar as 

equações (20) e (21) dos ativos e dos passivos. Portanto o modelo de 

Fong e Vasicek corresponde exatamente à versão em dois fatores da 

equação (18). Eles também mostram que este método oferece uma boa 

aproximação mesmo se os possíveis deslocamentos forem mais complexos. 

Modelo exponencial 

s(T - t,t) = a (t) + a (tle(T-tlb 
o 1 

onde b é uma constante. 

As correspondentes durações são: 

L CT(T - tle-(T-tls(T-t,tl 

T 

p 

L CT(T - tle-(T-tl(s(T-t,tl+bl 

T 

p 
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onde novamente se exige para a imunização que as durações dos ativos e 

passivos sejam as mesmas. 

t bom ressaltar que nem (181 nem (19) pretendem ser livres de arbitragem 

a não ser que formas especificas os reduzam a modelos como os de Vasicek 

ou Cox, Ingersoll e Ross. Consequentemente pode surgir uma aparente 

vantagem na convexidade adicional causada por uma "falha" no modelo da 

taxa "spot". 

Portanto, convexidade adicional pode ou não ser procurada no empate 

das durações. Para evitar confusões é importante observar que, no caso 

polinomial, a medida de duração com respeito a a (tl é também uma medida 
1 

de convexidade (relacionada à segunda derivada) com respeito a a (tI. 
o 

Isto, às vezes, leva a um mal entendimento ao que diz respeito ao rol da 

convexidade nos modelos polinomiais. :-';0 modelo de dois fatores a 

convexidade é uma medida de risco e deve ser igualada. :-';0 modelo de um 

único fator a convexidade é um fator de segunda ordem que frequentemente 

é determinado a ser maior que a convexidade do passivo e assim obter uma 

aparente arbitragem. 

3.4 O Modelo Estocástico 

Assumamos que o rendimento y se comporte de maneira a satisfazer a 

seguinte condição 

onde 

dy = jJ(y,tldt + O"(y,tldW 

jJ(y,tl 

0"( y, t) 

W 

média instanta.nea da variação do y 

desvio-padrão instantâneo 

processo de Wiener 

Como o preço P(y,tl de um bônus depende de y, pelo Lema de Itê 

dP = 1 2 
P dt + P dy + P O" (y,t)dt 

t y - yy 
2 
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o que implica 

dP 1 2 
= ydt - Ddy + _ CO" (y,t)dt (25) 

P 2 

pois 

p p P 
t y 

= Y = -D e 
yy = C 

P P P 

A expressão (25) representa o retorno instanta.neo de um bônus. Para este 

caso em que y é aleatório e continuo pode-se ver que a convexidade 

contribui ao retorno em proporção a 0"2(y,tl. Como y, /J(y,tl e O"(y,t) 

podem ser todas modeladas, a equação (25) nos provê de um quadro que nos 

permite a derivação das condições de equilíbrio para que possamos fazer 

uma avaliação correta de uns em relação aos outros. 

Para estender o estudo a carteiras de bônus, basta lembrar que uma 

carteira pode ser vista como um bônus com diversos pagamentos e assim 

poderíamos obter as suas medidas de duração, convexidade e rendimento. 

Por outro lado, sabe-se que o retorno de ...... -na cõ..-tcira pede ser visto 

como a média ponderada dos retornos dos bônus que a compõem. 

Consideremos as carteiras de bônus em geral como compostas de 

"zero-coupon" bônus e assim poderemos reduzir a sua análise ao exame dos 

retornos deste tipo de bônus. 

Suponhamos que a taxa de juros seja função de uma única variável de 

risco, T. Representemos o rendimento no tempo t de um "zero-coupon" 

bônus de T - t anos como s(r,T - tl. Assume-se que s(r,Ol = r, o que 

siginifica que r será a taxa de juros instanta.nea e é um processo 

aleatório que cumpre: 

dr = /J(r,tldt + O"(r,tldW (26) 

7\iote-se que s(r,T - tl toma o lugar de y na equação (25l quando estamos 

no caso de ·'zero-coupon" bônus. 

Substituindo s(r,T - t) por y em (25) obtemos 

85 



dP 

P 
= s(r,T - tldt + 

P 

P 

S ds + 
P 

1 s. (j2(r tldt - -- , (27l 
2 P 

Como s(r,T - t) é uma função de r aplicamos o Lema de Itô para obter uma 

equação para s 

ds = s dt 
t 

+ 5 dr + 
r 

1 
s (T - t1dt 2 rr 

o preço de um "zero-coupon" bônus tem a seguinte expressão 

P 
-ser T-tHT-tl = Fe ' 

Da expressão acima, e assumindo s.p.g F = 1, temos que: 

p 
S = -(T - tl 

P 

p 
s S = (T _ tl 2 

P 

Substituindo estas expressões e (281 em (27) obtemos 

dP 

P 
= (s(r,T - tl - (T - t1s ldt - (T - t1s dr 

t r 

Equilíbrio de Mercado 

(28l 

Como o r representa o risco, então o coeficiente de dr é a medida 

correta de risco ou duração. Então, neste caso a duração á -(T - t1s. 
r 

Esta duração não é a de Macaulay. S6 o seria no caso em que s se 
r 

mantivesse constante para todos os períodos T - t ou que aconteçam 

movimentos paralelos na curva de rendimento. Observa-se também que a 

correta expressão para a convexidade não é mais a mesma que na versão 

anterior. 

Expressemos agora o preço de um "zero-coupon" bônus como uma função 

de r e T - t 

P(r,T - t1 
-ser T-t)(T-t1 = e ' (291 
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aplicando o Lema de Itô resulta que 

dP 
P P P 

t 
dt 

r 
dr ~ ~ cr

2
(r,t)dt = + + 

P P P 2 

onde dr = /l(r,t)dt + cr(r,t)dw 

Por (29) sabemos então que 

P 
t 

P 

P 
r 

P 

P 
rr 

P 

s(r T - t) - (T - t)s , t 

- (T - t)s 
r 

2 

Tirando o valor esperado em (30) 

E( dP 

P 
= 

P 

P 

t dt + 
P 
~ /l(r,t)dt 
P 

P 

P 
+ .: ~ cr

2
(r,t)dt 

2 P 

o retorno requerido é conceptualmente diferente 

E( dP 

P 

P 
= [ r + r À(r,t) 1 dt 

P 

(30) 

(31) 

(321 

aonde À(r,t1 = prêmio de risco, pois o que vai se exigir é a taxa r mais 
P 

o ganho devido ao risco ~. A função À(r,t1 que representa o prêmio de 
P 

risco deve ser definida pelo modelo econômico. 

Neste modelo o retorno requerido em equillbrio tem que ser igual ao 

retorno esperado. Igualando ~ nas duas expressões 

P + P /l(r,t1 + ! P cr
2
(r,t1 = 

t r 2 rr 
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Esta é uma equação diferencial parcial não linear para o preço de um 

"zero-coupon" bOnus. Quando temos a condição de fronteira P(r,O) = 1, 

isto é, quando o preço é igual ao seu valor de face no vencimento, então 

a equação (33) pode ser resolvida e determina o preço como uma função de 

T e das funções Jl(r,t), cr(r,t) e À(r,tL 

o retorno de uma carteira ou de um único bõnus satisfaz a seguinte 

equação 

dP 

P 

dP 

p 

então 

dP 

P 

= 

= 

= 

P P P 
t r 1 rr 2 p dt + P (Jl(r,t)dt + cr(r,t)dw) + 2 -p cr (r,t)dt 

P P P P 
t r 

Jl(r,t) 
1 r r 2 

dt 
r cr(r,t) p + p + 2 -p cr (r,t) +p dw 

L-J 

retorno esperado risco 

P P 
[ r + / À(r,t) 1 dt + / cr(r,t)dw 

Portanto, todo bonus ou carteira de bonus com o mesmo risco tem o mesmo 

retorno e é por isso que não podem existir oportunidades de arbitragem. 

Quais são as implicações de toda esta análise para o empate das 

durações? O conceito mais importante que se .::btém é o de que carteiras 

com o mesmo risco devem gerar o mesmo retorno. O ponto básico é definir 

uma correta medida de risco. Tal medida não é mais a duração de 

Macaulay. Por exemplo, no caso dos "zero-coupon" bônus essa medida 

equivale a -(T-t)s. O modelo confirma que a convexidade não é uma 
t 

medida de risco e sim uma medida de retorno, pois nos casos de carteiras 

com diferentes convexidades mas riscos iguais os retornos serão os 

mesmos e, portanto, convexidade adicional na ausência de arbitragem é 

agora s6 uma vantagem aparente. 
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4 OUTRAS FORMAS DE HEDGING NA TAXA DE JUROS 

4.1 Swaps 

Ao contrário dos futuros e das opções que são instrumentos bastantes 

antigos, o swap é um conceito muito novo. Apareceu pela primeira vez em 

1981. No ano de 1983 o montante em swaps realizados tinha aumentado para 

US$ 3 bilhões, em 1986 para US$ 300 bilhões e em 1988 para mais de US$ 1 

trilhão. Em 1985 foi criada a "International Swap Oealer Association" 

para uniformizar a documentação e procedimentos para estes novos 

contratos. 

Esta recente inovação no mercado de capitais consiste num conjunto 

de intercaxtlbio de bens entre duas partes, geralmente na forma de 

intercaxtlbio de fluxo de pagamentos. Existem dois tipos de swaps: swaps 

em taxa de juros, ou "interest rate swap" , e swap em moeda, ou "currency 

swap". Num swap em moeda os pagamentos de uma das partes são feitos num 

tipo de moeda distinta ao da outra parte. Num swap em taxa de juros, uma 

das partes, o "fixed-rate payer", faz pagamentos fixos estipulados desde 

o inicio, como, por exemplo, o pagamento de "coupon payments" de certo 

empréstimo numa taxa de juros fixa. A outra parte, o "floating-rate 

payer", é a que faz pagamentos variáveis, como pagamentos baseados em 

taxas flutuantes como a USOR (London Interbank Offered RateL Embora os 

swaps em moeda tenham aparecido antes dos swaps em taxa de juros, estes 

últimos converteram-se no tipo mais predominante (aproximadamente 807-

dos contratos feitos>. 

A idéia de um contrato a termo é a de um acordo para um único 

intercaxtlbio de bens numa data futura. Pode-se pensar num swap como sendo 

um contrato a termo para intercâmbio de bens mas em diversas datas. 

O grande aumento de swaps realizados deve-se em parte ao fato de 

que estes contratos permitem às firmas fazer hedging nos seus fluxos de 

dinheiro, o que não conseguiriam fazer usando apenas os "securities" 

existentes no mercado. Enquanto os contratos futuros e a termo não 

estipulam pagamentos em tempos superiores a dois anos, os swaps em taxa 

de juros podem ser feitos em até 15 anos. 

Expliquemos melhor o que é um swap em taxa de juros com um exemplo. 

Suponhamos que temos duas firmas, Megacorp International e Hitec Inc., 

que entram num acordo entre elas de um swap de 5 anos. Cada uma pede 
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emprestado $1 milhão separadamente. Por motivos como considerações de 

crédito, acesso a diversos mercados e outro tipo de considerações 

institucionais, a Megacorp tem vantagem de custos em empréstimos com 

taxa de juros fixa em relação à Hitec. A Megacorp pode decidir entre uma 

taxa de empréstimo fixa, 9.57. , ou taxa flutuante de 0.257. acima da 

UBOR.
2 

A Hitec paga, por outro lado, uma taxa fixa de 11.57. ou uma 

variável de 17. sobre a UBOR. Suponhamos que a Megacorp de fato faz o 

seu empréstimo à taxa fixa de 9.57. e além disso paga a taxa UBOR sobre 

o principal à Hitec, a qual por sua parte pede o $1 milhão ao banco 

pagando uma taxa de juros de 17. sobre a UBOR, e faz pagamentos 

semi-anuais à Megacorp a uma taxa de 9.757.. Veja o seguinte esquema. 

Floating-rate Fixed-rate 

payer payer 

I Megacorp I 
< 9.757. 

UBOR + < 9.57. Hitec Inc. > > UBOR 17. 

Dos 9.757. que a Megacorp recebe da Hitec esta paga 9.57. pelo seu 

empréstimo o que a deixa com 0.257. de ganho. Como a Megacorp paga à 

Hitec à taxa UBOR, então o seu pagamento liquido é uma taxa flutuante 

de UBOR menos 0.257.. Por outro lado Hitec recebe UBOR da Megacorp e 

adiciona 17. para pagar a sua divida com o banco. Além disso, deve pagar 

à Megacorp 9.757. e portanto o seu pagamento líquido é de uma taxa fixa 

de 10.757.. Deste modo, ambas as firmas trocaram os seus pagamentos fixos 

por flutuante e vice-versa respectivamente. 

Cada uma das partes fica responsável pelos pagamentos das suas 

próprias dívidas, e o empréstimo de US$ 1 milhão é denominado de 

"notional principal" do swap, e determina o valor dos pagamentos a serem 

feitos entre as firmas. A Hitec tem que pagar $1 milhão x 0.0975/2 = 
$48.750 por semestre e a Megacorp, por sua vez, deve pagar à Hitec $1 

milhão x UBOR/2 com a mesma freqüência. 

o porque do $wap: A Megacorp é uma corporação multinacional muito 

2Suporemos que todos os pagamentos são feitos semi-anualmente 
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conhecida e pode pedir empréstimos a taxas bastante vantajosas. Por sua 

parte, Hitec, por ser uma firma menor, tem que pagar maiores prêmios de 

risco em ambas as taxas, a flutuante e a fixa. mas o prêmio para a taxa 

flutuante é comparativamente menor do que para a fixa. Pode-se dizer que 

a Hitec tem uma vantagem comparativa no mercado das taxas flutuantes e 

por sua vez a Megacorp tem vantagem comparativa no mercado das taxas 

fixas. embora tenha vantagem absoluta em ambos os mercados. Dadas estas 

diferenças nos prêmios de risco. o swap permite a ambas as firmas 

fazerem empréstimos mais baratos. 

o Mercado dos Swaps em Taxas de Juros 

Por se tratarem de contratos para transações futuras, os swaps 

envol vem certos problemas tais como encontrar regras adequadas para que 

estes sejam justos e também problemas de crédito. Pode ser. por exemplo. 

que, no caso em que as taxas de juros caiam. o "fixed-rate payer" não 

cumpra o contrato por ser este muito prejudicial para ele nestas 

condições. O swap é realmente wna forma de hedging desde em que possam 

se assegurar os pagamentos prometidos. Assim. da mesma forma que nos 

mercados de futuros, surgem os intermediários. Para explicar como estes 

intermediários intervêm modificaremos o exemplo anterior. 

Suponhamos que a Megacorp e Hitec em vez de tratarem diretamente 

wna com a outra. tratam com um banco. o Metropolis National Bank. Este 

banco oferece contratos de 5 anos usando diferentes taxas fixas. "bid" e 

"ask". como explicaremos a seguir. O banco paga 9.77- à Megacorp em troca 

do pagamento de UBOR por parte desta firma. e recebe 9.87. da Hitec em 

troca de pagar a esta à taxa UBOR. O fluxo de pagamentos está 

esquematizado a seguir. 

BIO Intermediário ASK 

I I 
<9.77- i < 9.87- I UBOR + 

> I Metropolis ! < 9.57-
I Megacorp Hitec Inc. I > 

I I LIBOR UBOR > 17. 
I I I , 

Pago Liq. Margem Pago Liq. 

UBOR - 0.27. 0.17- 9.87. + 17- = 10.87. 
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Observe-se que o Metropolis National Bank fica com um ganho de 0.17-

sobre cada pagamento feito entre as partes que é a compensação pelos 

riscos que assume ao servir de intermediário. 

4.2 Futuros 

Fazer hedging através de futuros significa tomar uma posição em 

contratos futuros que anule, ou pelo menos reduza, o risco devido a 

alguma outra obrigação no mercado. 

No caso que nos interessa, este risco é o de mudanças nas taxas de 

juros. Neste caso, a idéia do hedging é a de adotar posições em futuros 

que em média gerem ganhos no caso de uma queda do valor :os nossos 

"securities" sens1veis à taxa de juros. e que, na ausência de 

arbitragem, gerem perdas caso os preços dos "securities" aumentem. 

Assumindo ausência de arbitragem, não se pode esperar redução no risco 

junto com lucros. A idéia é compensar os ganhos em futuros com as perdas 

nos "securities" e vice-versa. 

No caso de um hedging para uma carteira através de bônus, a posição 

recomendada em contratos futuros em bônus pode ser calculada da seguinte 

igualdade 

Ganho nos futuros = - Mudança no valor da carteira 

Sejam 

o ô.f : a variação nos preços dos futuros em bônus por unidade de 

variação (positiva) nos juros. 

o y posição em futuros 

o ô.V a variação no valor da carteira por unidade de variação 

(positiva) nos juros. 

Então, podemos reescrever a igualdade acima como 

y ô.f = - ô.V 
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4.3 "Callable Donels" 

São um tipo de bônus cujo contrato tem uma cláusula que permite ao 

vendedor do bõnus cancelar a sua obrigação em certas datas especificadas 

no contrato por meio do pagamento imediato do principal do bônus (o 

valor de face). A esta cláusula no contrato chama-se de "call 

provision" . 

Exemplo: 

Suponhamos um bônus de 2 anos com um "coupon rate" de 151. cujo contrato 

contém uma "call provision" com uma data fixada de um ano. Obviamente, 

caso o vendedor seja racional, este fará uso da "call provision" no caso 

em que a taxa de juros depois de um ano seja menor que 151. pois, 

cancelando as suas obrigações neste bônus, pode vender um outro cujo 

"coupon rate" seja menor. O preço deste "callable" bônus nessa data (um 

ano depois da sua venda) será portanto o valor de face caso a taxa de 
-rx1 

juros seja menor que 151., caso contrário será de P(r) = e x F x 

1.15, onde r é a taxa de capitalização continua para o segundo ano e F é 

o valor de face do bônus. 
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5 AVALIAÇÃO DE BÔNUS EM EQUILÍBRIO 

5.1 O Modelo de Vasicek 

Descrevemos a seguir o trabalho realizado por Oldrich Vasicek em [20]. 

P(t,s) designa o preco de um "zero-coupon" bônus de valor de face 1 e 

vencimento em s, de modo que P(s,s) = 1. A taxa spot a denotaremos por 

r(t). A sua relação com os preços dos bônus é a seguinte: 

r(t) 1 = I im - ~ log P(t,t+<5l 
<5- > O 

Fazem-se as seguintes hipóteses: 

HI O processo das taxas spot r( t) é contínuo e Markoviano, i. e. , um 

processo de difusão satisfazendo uma equação diferencial estocástica 

dr = f(r,tldt + p(r,t)dW 

H2 O preço P(t,sl é determinado avaliando em t o segmento { r(T) I t ~ T 

~ S } das taxas spot. 

Pela hipótese acima o preço P(t,sl depende apenas da informação 

disponivel em t, mas como r é um processo markoviano então P(t,sl 

depende exclusivamente de r(tl, Le., existe uma função P(t,s,r) tal que 

P(t,sl = P(t,s,r(tll 

H3 O mercado é eficiente, L e., não há custos de transação, a 

informação é simultaneamente disponível a todos os investidores e 

cada investidor atua racionalmente (prefere mais a menos riqueza e 

usa toda a informação disponível), 

Aplicando-se o Lema de ItO, deduz-se que o preço dos bônus satisfaz a 

equação diferencial estocástica 
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dP = P ~(t,s)dt - P er(t,s)dW (34) 

onde ~Ct,s) = ~Ct,s,r(t)), erCt,s) = erCt,s,rCt)) são dadas por 

1 [ :t f~ 1 Z Õ
Z 1 P(t,s,r) #l = PCt,s,d 

+ + - P 
ór

2 J ór 2 
(35) 

1 ó er = p ór P(t,s,r) P(t,s,r) (36) 

Por um argumento de arbitragem o autor conclui que, em equilibrio, o 

quociente 

~C t, s,r) - r 
erC t, s, r) 

= qCt,r) (37) 

não pode depender da data de vencimento s do bônus. Para se chegar a 

esta conclusão escolhe-se convenientemente uma carteira de dois bônus 

com vencimentos s e s de modo que no instante t o coeficiente em dW do 
1 2 

processo dos preços desta carteira seja nulo, isto é, que neste instante 

ela seja sem risco, então o valor esperado da vari<lção do preço da 

carteira deve coincidir com a taxa spot rCt) para que não apareçam 

oportunidades de arbitragem. Desta igualdade se deduz que o lado 

esquerdo de (37) coincide para s = s e s = s . 
1 2 

O valor qCt,r) na expressão (37) é chamado de prece de mercado do 

risco, uma vez que ele é o excesso de retorno esperado sobre a taxa sem 

risco por unidade de risco. 

Substituindo em 

#l(t,s,r) - r = qCt,r)erCt,s,r) 

#l por (35) e er por (36), obtemos a equação diferencial parcial 

óP 

ót 

óp 
+ (f + pq) - + 

ór 
rP = O 

95 

(38) 



Esta é a equação básica para a a vali ação de bônus no mercado 

caracterizado pelas hipóteses Hl, H2 e H3. Uma vez descrito o processo 

das taxas spot e conhecido o preço de risco q(t,r), os preços dos bônus 

obtêm-se resolvendo a equação (38) sujeita à condição de fronteira 

P(s,s,r) = 1. 

Em seguida o autor deduz a seguinte representação do preço de um bÔnus 

J
s 1 JS 

P(t,s) = Etexp ( - r(-r)d-r - 2 q2(-r,r(-r))d-r 
t t 

+ fS q(-r,r(-r)dz(-r) t ~ s 
t 

Para testar empiricamente o modelo é necessário conhecer as funções f e 

p do processo das taxas de spot e o preço de mercado para o risco q. As 

funções f e p podem ser obtidas fazendo uma análise estatística sobre o 

processo (observável) r(t). 

Para obter um modo empírico de calcular o preço de risco q, o autor 

deduz a seguinte equação 

óR 1 
(t,O) = (f(t,r(t) + p(t,r(t)q(t,r(t)) ) 

óT 2 

1 
onde R(t,Tl = log P(t, t+T). 

T 

5.2 O Modelo de Cox, Ingersoll e Ross 

No seu trabalho [4], Cox, Ingersoll e Ross (CIR) descrevem um modelo de 

uma economia competitiva de tempo continuo. Nesta economia existe um 

único bem e todos os valores são medidos relativamente a este bem. As 

oportunidades de produção consistem em N atividades lineares. O processo 

de produção satisfaz uma equação estocástica linear cujo "drift" e 

"volatilidades" dependem de um vetor Y de dimensão K. representando o 

estado da tecnologia, onde, por sua vez, Y satisfaz a uma equação de 

difusão. 

A economia é composta por indivíduos idênticos procurando maximizar 

uma função de utilidade 
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t' 

U(c) = E ( J u(c(s), Y(s),s)ds 
t 

onde c representa o processo de consumo, u é uma função de utilidade de 

Von Neumann-Morgenstern e t' é a data terminal. 

Ao maximizar a sua função utilidade cada indivíduo escolhe o seu 
• • processo de consumo ótimo c , uma proporção ótima a da sua riqueza X a 

ser investida em cada um dos processos de produção e uma proporção ótima 
• b a ser investida em cada um dos "contingent claims". Estes "contingent 

claims" são criados endogenamente. O restante da riqueza é investido em 

empréstimos à taxa de juros r(t). A função de utilidade indireta é 

determinada como solução do problema de maximização. 

Em equillbrio, as taxas de juros e as taxas de retorno esperado nos 

"contingent claims" devem ser tais que o investimento total nestes 

"securities" e empréstimos seja nulo, ou equivalentemente, que toda a 

riqueza seja investida no processo físico de produção. 

Neste trabalho fazem-se hipóteses para a existência de um 

equil1brio geral e obtêm-se expressões explicitas para a taxa spot r(t) 

e equações regulando o comportamento dos preços de cada "contingent 

claim" em função da função de utilidade indireta J, do estado da 

tecnologia Y e da riqueza X. 

Em [5] CIR particularizam o modelo para poderem obter formas 

expl1citas para avaliação de "securities" sensíveis à taxa de juros. 

Supõem-se: 

1. A função de utilidade é logarítmica, i.e. 

t' 
U(c) = E [ Jt e -pslog(c(s))ds J. 

onde P > O é a "taxa escalar de desconto". 

2. O processo de estados da tecnologia é unidimensional. 
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3. A média e a variância das taxas de retorno do processo de produção 

são proporcionais a Y. Além disso, fazem-se hipóteses (técnicas) que 
• garantam que o processo Ótimo a tenha todas as componentes positivas 

e que a taxa de juros seja não negativa. 

4. O processo da variável Y satisfaz a equação de difusão 

dY(tl = [~Y + Çldt + vi'T dW(tl 

onde ~ e ç são constantes, com ç ~ O, e v é um vetor com todas as 

componentes iguais a v . o 

Destas hipóteses, CIR deduzem que o processo r é proporcional a Y 

satisfazendo portanto uma equação de difusão 

dr = k(e - r)dt + rrfrdw 

onde w é um processo de Wiener unidimensional. 

Esta relação permite-lhes calcular explicitamente as distribuições 

de probabilidade (em equilibriol das taxas spot através das quais 

calculam-se os preços dos bônus 

P(t T ) = A(t,Tle-B(t,Tlr , ,r 

onde A, B são funções determinadas a partir de parâmetros k, ao, e e À, 

com À representando o preço de mercado do risco. 

Esta técnica se generaliza facilmente para outros "securities" 

sensíveis à taxa de juros, o que os autores exemplificam para o caso das 

opções em bônus. 
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197. UM MODELO GERAL DE NEGOCIAÇÃO EM UM MERCADO DE CAmAlS EM QUE 

NÃO EXISTEM INVESTIDORES IRRACIONAIS - Luiz Guilhcnne Schymura de Oliveira -

Setembro de 1992 

198. SISTEMA FINANCEIRO DE HABITAÇÃO: A NECESSIDADE DE REFORMA - Clovis de 

Faro - Setembro de 1992 

199. BRASll.: BASES PARA A RETOMADA DE DESENVOLVIMENTO - Rubens Penha Cysne -

OUtubro de 1992 

200. A VISÃO TEÓRICA SOBRE MODELOS PREVIDENCIÁRIOS: O CASO BRASILEIRO -

Luiz Guilhenne Schymura de Oliveira - Outubro de 1992 

201. HlPERINFLAÇÃO: CÂMBIO, MOEDA E ÂNCORAS NOMINAIS - Fernando de Holanda 

Barbosa - Novembro de 1992 - (esgotado) 

202. PREVIDÊNCIA SOCIAL: CIDADANIA E PROVISÃO - Clovis de Faro - Novembro de 1992 

203. OS BANCOS ESTADUAIS E O DESCON1ROLE FISCAL: ALGUNS ASPECTOS - Sérgio 

Ribeiro da Costa Werlang e Annínio Fraga Neto - Novembro de 1992 - (esgotado) 

204. TEORIAS ECONÔMICAS: A MEIA-VERDADE TEMPORÁRIA - Antonio Maria da Silveira­

Dezembro de 1992 

205. TIffi RICARDIAN VICE M!TI TIffi INDETERMINATION OF SENIOR - Antonio Maria da 

Silveira - Dezembro de 1992 

206. HIPERINFLAÇÃO E A FORMA FUNCIONAL DA EQUAÇÃO DE DEMANDA DE 

MOEDA - Fernando de Holanda Barbosa - Janeiro de 1993 

207 REFORMA FINANCEIRA - ASPECTOS GERAIS E ANÁliSE DO PROJETO DA LEI 
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COMPLEMENfAR - Rubens Penha Cysne - fevereiro de 1993. 
208. ABUSO ECONÔMICO E O CASO DA LEI 8.002 - Luiz Guilherme Schymura de Oliveira e 

Sérgio Ribeiro da Costa Werlang - fevereiro de 1993. 

209. ELEMENTOS DE UMA ESTRATÉGIA PARA O DESENVOLVIMENfO DA 

AGRICULTIJRA BRASn.EIRA - Antonio Salazar Pessoa Brandão e Eliseu Alves - Fevereiro de 

1993 

210. PREVIDÊNCIA SOCIAL PÚBUCA: A EXPERIÊNCIA BRASILEIRA - Hélio Portocarrero de 

Castro, Luiz Guilhenne Schymura de OJivcira, Renato FrageDi Cardoso e Urlel de Magalhães -

Março de 1993. 

211. OS SISTEMAS PREVIDENCIÁRIOS E UMA PROPOSTA PARA A REFORMULACAO DO 

MODELO BRASILEIRO - Helio Portocarrcro de Castro, Luiz Guilhcnne Schymura de Oliveira, 

Renato FrageDi Cardoso e Urlel de MagaJhaes - Março de 1993. 

212. TIIE INDETERMINATION OF SENIOR (OR TIIE INDETERMlNATION OF WAGNER) 

ANO SCHMOLLER AS A SOCIAL ECONOMIST - Antonio Maria da Silveira - Março de 

1993. 

213. NASH EQUlllBRIUM UNDER KNIGHI1AN UNCERTAINTY: BREAKlNG DOWN 

BACKWARD INDUCTION (Extcnsively Rcvised Version) - James Dow e Sérgio Ribeiro da 

Costa Werlang - Abril de 1993. 

214. ON TIIE DIFFERENIlABIUTY OF TIIE CONSUMER DEMAND FUNCTION - Paulo 

Klinger Monteiro! Mário Rui Páscoa e Sérgio Ribeiro da Costa Werlang - Maio de 1993. 

215. DETERMINAÇÃO DE PREÇOS DE ATIVOS, ARBITRAGEM, MERCADO A TERMO E 

MERCADO FUTURO - Sérgio Ribeiro da Costa Werlang e Flávio Auler - Agosto de 1993. 

216. SISTEMA MONETÁRIO VERSÃO REVISADA - Mario Henrique Simonsen e Rubens 

Penha Cysne - Agosto de 1993. 

217. CAIXAS DE CONVERSÃO - Fernando Antônio Hadba - Agosto de 1993. 

218. A ECONOMIA BRASILEIRA NO PERÍODO MIUTAR - Rubens Penha Cysne - Agosto de 

1993 

219. IMPÔSTO INFLACIONÁRIO E TRANSFERÊNCIAS INFLACIONÁRIAS - Rubens Penha 

Cysne - Agosto de 1993. 

220. PREVISÕES DE Ml COM DADOS MENSAIS - Rubens Penha Cysne e João Victor Iss1er -

Setembro de 1993. 

221. TOPOLOGIA E CÁLCULO NO Rn - Rubens Penha Cysne e Hwnberto Moreira - Setembro 

de 1993. 

222. EMPRÉSTIMOS DE MÉDIO E LONGO PRAZOS E INFLAÇÃO: A QUESTÃO DA 

INDEXAÇÃO - Clovis de Faro - Outubro de 1993. 



223. ESTIJOOS SOBRE A INDERTERMINAÇÃO DE SENIOR, vol. 1 - Nelson H Barbosa, Fábio 

N.P. Freitas, Carlos F.L.R. Lopes, Marcos B. Monteiro, Antonio Maria da Silveira(Coordcnador) 

e Matias Vemcngo - Outubro de 1993. 

224. A SUBSTIfUlÇÃO DE MOEDA NO BRASil..: A MOEDA INDEXADA - Fernando de 

Holanda Barbosa e Pedro Luiz Valls Pereira - Novembro de 1993. 

225. FINANCIAL INTEGRATION AND PUBUC FINANCIAL INS1TI1.mONS - Walter Novaes e 

Sérgio Ribeiro da Costa Werlang - Novembro de 1993. 

226. LAWS OF LARGE NUMBERS FOR NON-ADDTIlVE PROBABll..ITIES - Jamcs Dow e 

Sérgio Ribeiro da Costa Werlang - Dezembro de 1993. 

227. A ECONOMIA BRASll..E1RA NO PERÍODO MILITAR - VERSÃO REVISADA - Rubens 

Penha Cysne - Janeiro de 1994. 

228. TIIE IMP ACT OF PUBUC CAPITAL AND PUBUC INVESTMENT ON ECONOMIC 

GROWTII: AN EMPIRICAL INVESTIGATION - Pedro Cavalcanti FCI1'Cira - Fevereiro de 

1994. 

229. FROM TIIE BRAZILIAN PAY AS VOU GO PENSION SYSTEM TO CAPITAUZATION: 

BAlUNG OUT TIIE GOVERNMENT - José Luiz de Carvalho e Clóvis de Faro - Fevereiro de 

1994. 

230. ESTIJOOS SOBRE A INDETERMINAÇÃO DE SENIOR - vol. II - Brcna Paula Magno 

Fcmandcz, Maria Tereza Garcia Duarte, Sergio Gnunbach, Antonio Maria da Silveira 

(Coordenador) - Fevereiro de 1994. 

231. ESTABll..IZAÇÃO DE PREÇOS AGRÍCOLAS NO BRASil..: AVAUAÇÃO E 

PERSPECTIV AS - Clovis de Faro e José Luiz Carvalho - Março de 1994. 

232. ESTIMATING SECTORAL CYCLES USING COINTEGRATION ANO COMMON 

FEATURES - Robert F. Engle e João Victor Issier - Março de 1994 

233. COMMON CYCLES IN MACROECONOMIC AGGREGATES - João Victor Issler e Farshid 

Vahid - Abril de 1994. 

234. BANDAS DE CÂMBIO: TEORIA, EVIDÊNCIA EMPÍRICA E SUA possÍVEL 
APUCAÇÃO NO BRASil.. - Aloisio Pessoa de Araújo e Cypriano Lopes Feijó Filho - Abril de 

1994. 

235. O HEDGE DA DÍVIDA EXTERNA BRASll..EIRA - Aloisio Pessoa de Araújo, Túlio Luz 

Barbosa, Amélia de Fátima F. Semblano e Maria Haydée Morales - Abril de 1994. 
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